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На примере численного решения обратной задачи для дифференциального уравнения, 
описывающего процесс свободных малых колебаний струны, показана эффективность 
метода модулирующих функций. 

 
Введение 
 

Идея применения М-метода для решения обратных задач восходит к работам Дж. Лоэба и Г. 
Кахена (J. Loeb, G. Cahen) [1, 2]. Возможность  применения М-метода для решения задач нефтегазо-
вой науки впервые была высказана В.Б. Георгиевским и им были разработаны унифицированные ал-
горитмы для решения обратных задач подземной гидрогазодинамики [3]. В работах [4,5] сделана про-
граммная реализация на основе унифицированных алгоритмов, разработанных в работах В.Б. Георги-
евского [см., например, 3]. В работе [6] метод модулирующих функций обобщен на случай любой 
степени полиномов разложения неизвестных параметров газоносного пласта. 

М-метод позволяет определить параметры модели без использования решения краевых задач. 
Идея М-метода состоит в том, что дифференциальное уравнение умножается на специальные «моду-
лирующие» функции и интегрируется по частям. В результате, происходит «освобождение» от опера-
ции дифференцирования решения (исходного дифференциального уравнения) и «переход» этой опе-
рации к модулирующим функциям, которые можно выбирать достаточно гладкими. В итоге, исходное 
дифференциальное уравнение заменяется его интегральным аналогом. 

Особо отметим, что в полученных выражениях отсутствуют производные от эксперименталь-
ных функций, что позволяет ликвидировать трудности, связанные с непосредственным дифференци-
рованием экспериментальных функций. Эти трудности проистекают из-за того, что операция диффе-
ренцирования экспериментальных функций является некорректной. 

Проиллюстрируем эффективность М-метода на примере уравнения свободных малых колеба-
ний струны. 
 
Решения задачи определения коэффициента в уравнении свободных малых колебаний струны 

 
В [9, с. 334] приводится следующая задача. 
Дано уравнение свободных малых колебаний струны 
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и даны начально-краевые условия: 
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Последнее условие означает, что в начальный момент времени t=0 струна никак не движется: 
мы оттянули струну, придав ей форму линии U= f (x), и затем опустили ее. В (1) U(x,t) есть форма 

струны в момент времени t. Дополнительно дано: π=l , 1=a  и xxf 3sin)( =  

Примечание. Уравнение задачи о колеблющейся струне было впервые выписано и решено в 
1747 г. Ж.Л. Д'Аламбером. Но большее значение имело несколько более позднее решение той же за-
дачи, найденное Даниилом Бернулли (1753 г.). 

Аналитически решение задачи (1)-(3) имеет вид  

)3sin()3cos(
4

1
)sin()cos(

4

3
),( xtxttxU −= . (4) 

Теперь, предположим, что коэффициент a2 неизвестен. Обратная задача состоит в том, чтобы 

определить коэффициент a2. ( σ/2 Ra = , где R – сила натяжения струны и σ  – (линейная) плот-
ность струны). 

Решим эту задачу в общем виде, применяя метод модулирующих функций. 

Умножим обе части уравнения (1) на гладкие класса C2 функции )(1 xϕ и )(2 tϕ  и проинтег-

рируем полученное уравнение соответственно по отрезкам 10 xxx ≤≤ , 10 ttt ≤≤ : 
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Сведя двойные интервалы к повторным, перепишем (4) в виде: 
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Выберем «модулирующие» функции )(1 xϕ  и )(2 tϕ , удовлетворяющими следующим условиям 

0)()( 1101 == xx ϕϕ , 0)()( 1202 == tt ϕϕ , 

0)()( 1101 =′=′ xx ϕϕ , 0)()( 1202 =′=′ tt ϕϕ . 
(7) 

Применяя к интегралам ∫ ∂
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по частям, с учетом (7) получим  
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Теперь из равенства (8) определим искомый коэффициент 2a : 
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Подставим (4) в (9) и выберем модулирующие функции )(1 xϕ и )(2 tϕ , например, в виде: 
2

1
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Область интегрирования: π≤≤ x0 ,  10 ≤≤ t . 
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Для вычисления двойных интегралов, стоящих в числителе и знаменателе дроби (8) следует 
свести их к повторным, а для вычисления последних можно применить любые известные формулы 
численного интегрирования. 

Таким образом, нахождение искомого коэффициента a2 в уравнении (1) сводится к вычисле-
нию двойных интегралов от выражений, содержащих саму функцию U (но не ее производные!) и мо-
дулирующие функции со своими производными.  

На основе вышеприведенного метода в среде Turbo Pascal составлен комплекс программ для 
определения коэффициента a2. Результаты вычислений приведены в таблице 1. 
 

Таблица 1. Результаты вычислений (точное решение: a2=1) 
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Средних прямо-
угольников 

Трапеций Симпсона 
Гаусса (с 2-я 
узлами) 

Монте Карло 

a2 1,25752236032025744 
-

2,66665403605984832 
-

3,25792564023937792 
0,98222638154279936 4,66696668347182592 

10 
время 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 

a2 1,06352939688704096 
0,80739725080665548

8 
0,99567158168602022

4 
0,99598491432710233

6 
3,51308056434224512 

20 
время 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 

a2 1,01012648522149488 
0,96143983969779212

8 
0,99938063136821235

2 
0,99940294700197670

4 
0,38550748378526278

4 50 
время 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 0м:0с:0мс 

a2 1,00253025569471136 
0,98473810758316249

6 
0,99985178998178444

8 
0,99985465730505369

6 
0,63308334445587660

8 100 
время 0м:0с:60мс 0м:0с:110мс 0м:0с:50мс 0м:0с:60мс 0м:0с:50мс 

a2 1,00063247856663568 
0,99392622972759795

2 
0,99996379737000256 

0,99996416024618483
2 

0,73160545635973260
8 200 

время 0м:0с:220мс 0м:0с:390мс 0м:0с:270мс 0м:0с:220мс 0м:0с:160мс 

a2 1,00010119274657616 0,99798776094041408 
0,99999429014615974

4 
0,99999431353301734

4 
0,88656051568104166

4 500 
время 0м:1с:150мс 0м:2с:140мс 0м:1с:540мс 0м:1с:270мс 0м:1с:100мс 

a2 1,00002529805005504 
0,99903590307713612

8 
0,99999857945602227

2 
0,99999858238598016 

0,90474996361925542
4 1000 

время 0м:4с:560мс 0м:8с:790мс 0м:6с:260мс 0м:5с:330мс 0м:5с:220мс 

a2 1,00000632450592944 
0,98293877202892198

4 
0,98339739156276428

8 
0,99999964609932812

8 
0,97745232723491456 

2000 
время 0м:20с:760мс 0м:34с:770мс 0м:27с:300мс 0м:31с:360мс 0м:18с:70мс 

a2 1,00000101192357824 
0,99318209479967334

4 
0,99336322623961497

6 
0,99999994342701542

4 
1,002583562946228 

5000 
время 1м:55с:390мс 3м:48с:0мс 2м:36с:980мс 2м:21с:100мс 2м:5с:70мс 

Замечание. Все вычисления производились на ПЭВМ Pentium II (300 MHz), 128 MB. В качестве ос-
новного типа вещественных чисел использован тип Double (до 18 знаков в дробной части записи чис-
ла). 
 
Заключение 
 

На примере численного решения обратной задачи для дифференциального уравнения, описы-
вающего процесс свободных малых колебаний струны, показана эффективность метода модулирую-
щих функций. 

Следует напомнить, что при применении  М-метода отсутствует принципиальный источник 
погрешности – использование решений прямых краевых задач. Источником погрешностей могут слу-
жить только численные методы решения интегралов, ошибки округления в пределах типов вещест-
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венных чисел, а также аппроксимация функций. Но эти погрешности можно свести к минимуму, по-
высив точность вычислений с использованием вычислительных мощностей современных ПЭВМ. 

В заключении автор выражает благодарность профессору М.М. Шумафову за внимание к на-
стоящей работе. 
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The solution of inverse problem for equations of mathematical 
physics with modulating-functions method 

 
R. Cei  
 

 
The efficiency of modulating functions method on example numerical solution of inverse problem 

for differential equation of oscillating string is demonstrate. 
 


