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Рассматривается алгоритм решения двухуровневых задач квантовой механики, основан-
ный на теории мультипликативного интеграла и его асимптотическом представлении. С 
целью более полной ясности частично воспроизводятся результаты из работы [9]. 

 

1. Общие сведения 
 
Известно, что задача о переходах между стационарными состояниями двухуровневой 

квантовой системы, вызываемой возмущением, которое задается произвольной функцией 

времени )(tV , описывается уравнением: 
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где ))(),(()( 21 tatata = ; )(1 ta  и )(2 ta − соответственно амплитуды состояний 1 и 2. 

В матричном виде система (1) запишется в виде: 
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Общее решение системы (1) можно записать через матрицу рассеяния 
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Амплитуды состояний записываются через элементы S  - матрицы: 
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Вероятность перехода из состояния 1 в состояние 2 в момент времени t  определяется по формуле: 

Φ== 22
20 sin|)(|),( tattw  

Следовательно, решение задачи о вычислении вероятности перехода между состояниями пол-
ностью определяется значением угла Φ , для вычисления которого используется представление S  - 
матрицы мультипликативным интегралом.  

В рассматриваемой задаче S  - матрица – унимодулярная унитарная матрица второго 

порядка, поэтому ее можно параметризировать с помощью углов Эйлера ϕ , φ  и ψ : 

 313 ψσσϕσ iii eeeS −Φ−−= , 

где 321 ,, σσσ  - матрицы Паули. 

В работах [1-4] был предложен геометрический метод решения нестационарных задач кванто-
вой механики на основе применения теории мультипликативного интеграла и частичного использова-
ния сферической геометрии [5-7]. 
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С помощью мультипликативного интегрирования по частям удается построить приближение 
S-матрицы произведением произвольного числа унитарных унимодулярных матриц второго порядка. 
Определенным образом проведенное мультипликативное интегрирование по частям позволяет выде-
лить циклический процесс, который упрощает процедуру приближения S-матрицы в виде произведе-
ния произвольного числа унитарных унимодулярных матриц второго порядка. Кроме того, удается в 
общем случае указанного приближения вычислить точное значение матричных элементов, что не 
представлялось возможным методами, указанными в работах [1-4].  

Кроме того, после каждого цикла приближения строится последовательность соответствую-
щих вероятностей перехода от одного состояние системы к другой, и исследуются свойства этой по-
следовательности. 

 
2. Мультипликативное интегрирование по частям и вычисление вероятности перехода. 

Пусть 
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Разложим по P(t) базису матриц Паули: 

),()( 332211 σθσθσθ ++= itP  

где .3,2,1,,,2/)(,2/)( 1131212212121 =∈=−=+= kRpipppp kθθθθ  

Рассмотрим мультипликативный интеграл 

                                                ∫
∪

+= ,)( dttPES                                               (13)  

соответствующий дифференциальному уравнению ).(tSPS =′  

Матрицу S, S(0)=E называют S-матрицей. 
Укажем процесс мультипликативного интегрирования по частям, в результате которого инте-

грал (13) представится как произведение произвольного числа унитарных унимодулярных матриц 
второго порядка. Такие произведения называют приближением S-матрицы произведением унитарных 
унимодулярных матриц второго порядка. 

Напомним формулу мультипликативного интегрирования по частям (13) [5-7]: 
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где  C = C(t) – неособая матрица второго порядка. Возьмем  33)( σθitC = . Тогда интеграл (13) запи-

шется в виде 

∫ ∫ ∫
∪ ∪

⋅++=+ ),exp()()( 3321,211,1 dtidtiEdttPE σθσθσθ                                   (14)  

где  

∫∫ −= ,sin2cos 32311,1 dtdt θθθθθ                                                                      (15) 

∫∫ += dtdt 32311,2 cos2sin θθθθθ                                                                       (16) 

Продолжим интегрирование по частям, взяв :)( 11,1 σθitC =   

∫ ∫ ∫
∪ ∪

⋅++=++ ),exp()()( 11,132,322,221,211,1 dtidtiEdtiE σθσθσθσθσθ             (17) 

где 

                                          ∫= ,2cos 1,11,22,2 dtθθθ                                           (18) 

                                          ∫= .2sin 1,11,22,3 dtθθθ                                            (19) 
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Теперь проинтегрируем еще раз, взяв :)( 32,3 σθitC =  
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∪ ∪

⋅++=++ ),exp()()( 32,323,213,132,322,2 dtidtiEdtiE σθσθσθσθσθ          (20) 

где  

                                     ∫−= ,2sin 2,32,23,1 dtθθθ                                             (21) 

                                      ∫= .2sin 2,32,23,2 dtθθθ                                               (22) 

Таким образом, из равенств (16), (19), (22), получаем 
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На этом первый цикл интегрирования заканчивается, поскольку произведение 

∫∫ ∫= )exp()exp()exp( 3311,132,31 dtidtidtiS σθσθσθ  

представляет собой унитарную унимодулярную матрицу второго порядка. 

Оставшийся интеграл   ∫
∪

++ dtiE )( 23,212,1 σθσθ  имеет вид интеграла (17) и поэтому про-

цесс интегрирования можно продолжить. Очевидно, что дальнейшее интегрирование  

∫
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++ dtiE )( 23,212,1 σθσθ  сводится к интегрированию ∫
∪

++ dtiE )( 21,211,1 σθσθ  с той разницей, 

что вместо коэффициентов θ1,1 и θ2,1 будут θ1,3 и θ2,3, связь между которыми следует из равенств (20), 
(21), (23), (24): 

∫ ∫⋅−= ,2sin2cos 2,31,11,23,1 dtdt θθθθ  

∫∫ ⋅= .2cos2cos 2,31,11,23,2 dtdt θθθθ  

Дальнейшие вычисления показывают, что интеграл (13) запишется в виде бесконечного про-
изведения 
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где 

∫ ∫ ∫ −−−−+ ⋅−= ,)2sin(2sin2cos 12,112,212,112,212,1 dtdtdt kkkkk θθθθθ  

∫ ∫ ∫ −−−−+ ⋅= ,)2sin(2cos2cos 12,112,212,112,212,2 dtdtdt kkkkk θθθθθ  

.,...2,1,,)(2sin2cos 30,312,122,322,22,3 nkdtdtdt kkkk ==⋅= ∫ ∫ −−− θθθθθθ  

Отметим, что произведение 2n+1 матриц произведения (24) можно записать в виде произве-

дения n троек матриц типа (23). При этом матрицы типа 1,...,2),exp( 32,3 −=∫ nkdti kσθ  представ-

ляются в виде произведения двух равных множителей, что и обеспечивает указанное разложение: 
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Следовательно, интеграл (13) запишется в виде 
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где 

∫++ = ),2exp( 2,31212 dti nnn θρω  

∫ ∫ −−+ = ,2cos2cos 12,12,31212 dtdt nnnn θθρρ  

∫ ∫ ∫+= .2cos)2cos2sin 1,132311 dtdtdt θθθθθρ  

В приближенных вычислениях интеграл ∫
∪
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 следует оценить, подоб-

рав соответствующую унитарную унимодулярную матрицу второго порядка, а к полученному произ-
ведению (25) можно применить формулу вычисления вероятности перехода и результаты теоремы 1 
из [9]. 
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The algorithm calculation the quadrates modules of S-matrix by means of Euler angles 
 
L.G. Palandgyantz, V.B. Tlyachev, A.V.Kozlov 
 
The quadrate elements of the S-matrix are calculated with the help of the product integral theory and the basic 
expression in spherical triangle. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 




