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Работа посвящена получению достаточных условий продолжимости, ограниченности, неограни-
ченности и колеблемости решений одного нелинейного дифференциального уравнения с сингу-
лярностью и с демпфирующим членом. 

 
Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение второго порядка 

,0)()(),,()( =+′+′′′ uftbuutaugu      (1) 

где , ( ),f g C∈ �  ( ),b C +∈ �  2( ),a C +∈ ×� �  [0, [,+ = +∞�  ] , [.= −∞ +∞�  Кроме этого, 

если не оговорено противное, будем считать, что )(tb  имеет ограниченную вариацию на каждом ко-

нечном отрезке промежутка +� , а значит, представима в виде 

),()()( 21 tbtbtb −=        (2) 

где 1b  и 2b  неубывающие функции на +� . 

Далее, очевидно, что для любых начальных данных 

,)( 00 utu =  ,)( 00 utu ′=′  00 ≥t      (3) 

задача (1)-(3) имеет решение, определенное на некотором промежутке [,,[ 0 Tt  +∞≤T , если 

.0)( 0 ≠′ug  

В настоящей работе устанавливаются некоторые достаточные условия продолжаемости, ог-
раниченности, неограниченности и колеблемости решений уравнения (1). Аналогичные вопросы для 
частных видов уравнения (1) исследовались в работах [1-8]. В частности, в работах [2], [4] и [5] рас-
сматривался случай, когда 0),,( ≡yxta  в предположении, что функция )(υg  всюду положительна. 

Здесь положительность )(υg , вообще говоря, не предполагается. 

Всюду дальше используются следующие хорошо известные определения.  
Решение задачи (1)-(3) назовем продолжаемым, если оно вместе со своей производной опре-

делено на бесконечном промежутке [,[ 0 +∞t . При этом продолжаемое решение )(tu  назовем пра-

вильным, если 0}|:)(sup{| >≥ sttu  для всех 0ts ≥ . 

Правильное решение )(tu  уравнения (1) назовем колеблющимся, если оно имеет последова-

тельность нулей, стремящуюся к ∞+ . Если же для правильного решения )(tu  уравнения (1) найдет-

ся такое число t , что для всех tt ≥  

,0|)(| >tu          (4) 

то решение )(tu  назовем неколеблющимся. 

Введем следующие обозначения: 
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,0 −∞>ℑ  .0 −∞>F       (5) 

Полученные ниже результаты либо обобщают, либо дополняют отдельные результаты работ 
[1-3] и некоторых других. 

 
§ 1. Продолжаемость решений 

 
В этом параграфе мы докажем ряд предложений дающих достаточные условия продолжаемо-

сти решений уравнения (1). Эти условия выводятся из соответствующих оценок, уставналиваемых в 
теоремах 1-3 ниже.  

Теорема 1. Пусть выполнены условия (5) и при всех 0≥t  

.0)( >tb         (6) 

Пусть, далее, существует функция 0 ( ) ( )p t C +≤ ∈ �  такая, что для всех 
2( , , )t x y +∈ ×� �  

).()(),,( ytpyyxta ℑ−≥       (7) 

Тогда для любого решения )(tu  уравнения (1), определенного на некотором промежутке 

[,,0[ T  справедлива оценка 
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Доказательство. Пусть )(tu  - произвольное решение уравнения (1), определенное на 

[.,0[ T  Тогда, как в [1] и [3], нетрудно показать, что [,0[ Tt∈∀  и 0>∀ε  
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(10) 
откуда следует (8) в силу условий теоремы и произвольности ε . 

Замечание. Если в теореме 1 условие (7) заменить следующим: существуют функции 

0 ( ) ( )( 1,2)kp t C k+≤ ∈ =�  такие, что для всех 2),,( RRyxt ×∈ +  

),()(),,()()( 12 ytpyyxtaytp ℑ≤⋅≤ℑ−    (11) 

то для любого решения )(tu  )0( Tt <≤  уравнения (1) вместо (8) будет справедлива двусторонняя 

оценка: 
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Следствие 1. Пусть выполнены все условия теоремы 1, и 
0)( >υg  υ∀ ∈�        (13') 

.)(lim
||

+∞=ℑ
+∞→

y
y

       (13) 

Тогда все решения уравнения (1) продолжаемы. 
Доказательство. Допустим противное. Тогда найдется такое решение )(tu  уравнения (1), 

определенное на некотором конечном промежутке [,,0[ T  что 

.|))(||)(||)((|lim
0

+∞=′′+′+
−→

tututu
Tt

    (14) 

Но из (8) следует, что для всех [,0[ Tt∈  
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откуда имеем, что +∞<=≤′ℑ constTMtu )())((  [0, [.t T∀ ∈  Следовательно, в силу (13), ),(tu′  

а потому и )(tu , ограничены на [,,0[ T  что противоречит нашему предположению (14). 

Следствие 2. Пусть выполнены условия: 
,)( signxxsignf =       (16) 

0),,( ≥⋅ yyxta  2( , , ) .t x y +∀ ∈ ×� �    (17) 

Тогда, если выполнены условия (6) и (13), то все решения уравнения (1) продолжаемы. 

Доказательство. Из (15), (16) и (17) следует, соответственно, что 000 ==ℑ F  и ,0)( ≡tp  

поэтому будут выполнены все условия следствия 1. 
Теорема 2. Пусть 
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t
tb

β
α=         (18) 

где , : \ {0}α β + +→� �  - неубывающие и непрерывные функции. Пусть, далее, выполнены условия 

(5) и (7). 
Тогда для любого решения )(tu  )0( Tt <≤  уравнения (1) справедлива оценка 

,)(exp)0()(
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ττ dpt
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где 
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Доказательство. Очевидно, что для любого решения )(tu  )0( Tt <≤  уравнения (1) спра-

ведливо тождество 

0 0 0
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Отсюда, с учетом (7) и (20), получаем 
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Учитывая теперь, что при 0≥t  функции α  и β  неубывающие, а ))(( tuF  и ))(( tu′ℑ  неотрица-

тельны, из последнего неравенства имеем 

∫ Φ+Φ≤Φ
t

dpt
0

,)()()0()( τττ  [,,0[ Tt∈  

из которого в силу леммы Гронуолла-Беллмана получаем (19). 
Следствие 1. Если выполнены все условия теоремы 2, и выполняются условия (13'), (13), то 

все решения уравнения (1) продолжаемы. 
Следствие 2. Если выполнены условия (16), (17), (18), (13') и (13), то все решения уравнения 

(1) продолжаемы. 

Теорема 3. Пусть функция )(tb  абсолютно непрерывна на +�  и пусть выполняются усло-

вия (5) и (6). Пусть, далее, существуют функции ( ) ( )( 1,2)ip t C i+∈ =�  такие, что для всех 
2( , , )t x y +∈ ×� �  справедлива двусторонняя оценка 

).()(),,()()( 21 ytpyyxtaytp ℑ≤≤ℑ     (11') 

Тогда для любого решения )(tu  )0( Tt <≤  уравнения (1) справедлива оценка 
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где )},(,0max{)( tt αα =+  )}.(,0max{)( tt αα −=−  

Доказательство легко следует из равенства (10) и условий теоремы в силу произвольности .ε  
Заметим, что из теоремы 3 так же, как и из теорем 1 и 2, можно получить условия продол-

жаемости решений уравнения (1). 
 

§ 2. Условия ограниченности решений 
 

Здесь мы выводим достаточные условия ограниченности продолжаемых решений уравнения (1). 
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1 и 

,0)(lim >=
+∞→

FxF
x

 ;0)(lim >=
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FxF
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   (21) 
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Тогда любое продолжаемое решение )(tu  уравнения (1), начальные данные которого удов-

летворяют условию 

},,min{)exp()0( FFp <+ γϕ     (24) 

ограничено при ,+∞→t  а для производной )(tu′  справедлива оценка: )).(())(( tbOtu =′ℑ  

Доказательство. Из (8), (9), (5), (22), (23) и (24) легко следует, что для любого продолжаемо-
го решения )(tu  справедливо неравенство 

}.,min{)exp()0())((lim FFptuF
t

<+≤
+∞→

γϕ   (25) 

Из (21) вытекает, что существуют такие две последовательности ( )ku  и ( )ku , что 

,lim +∞=
+∞→

k
k

u  ,lim −∞=
+∞→ k

k
u      (26) 

( ) ,lim FuF k
k

=
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 ( ) .lim FuF k
k

=
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    (27) 

Допустим теперь, что уравнение (1) имеет продолжаемое и неограниченное решение )(tu , 

начальные данные которого удовлетворяют условию (24). Тогда ясно, что справедливо хотя бы одно 
из соотношений: 

lim ( )
t

u t
→+∞

= +∞  либо .)(lim −∞=
+∞→

tu
t

 

Предположим, что имеет место первое соотношение. Тогда в силу (26) найдется такой номер 

0k , что }.0:)(inf{0 ≥> ttuuk  Теперь, очевидно, что существует такая возрастающая к ∞+  по-

следовательность )( nt , что )(0 nnk tuu =+  ,...)2,1,0( =n  Поэтому, благодаря (27), имеем 

,))((lim FtuF n
t

=
+∞→

 

но тогда из (24) получаем, что ,FF <  чего не может быть. Аналогично рассматривается и случай 

.)(lim −∞=
+∞→

tu
t

 

Оценка для производной, в силу (22), (23) и ограниченности ),(tu  легко следует из (8). 

Замечание 1. Проанализировав доказательство теоремы 4, легко указать достаточные усло-
вия односторонней ограниченности продолжаемых решений уравнения (1). 
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Замечание 2. Если кроме условий теоремы 4 выполняются еще условия: 

0)( btb ≤  ,0≥∀t  

,0)(lim >ℑ=ℑ
+∞→

y
y

 ,0)(lim >ℑ=ℑ
−∞→

y
y

    (28) 

то любое продолжаемое решение )(tu  уравнения (1), начальные данные которого, кроме (24), удов-

летворяют условию 

},,min{)exp()0(0 ℑℑ<+ γϕ pb  

ограничено вместе со своей производной. 

Следствие. Если выполняются условия теоремы 4 и при этом ,+∞== FF  то все продол-

жаемые решения уравнения (1) ограничены при .+∞→t  

Если же выполняются условия замечания 2 и при этом ,+∞=ℑ=ℑ== FF  то все реше-

ния уравнения (1) ограничены вместе со своими производными. 
Заметим, что из этого предложения получаются отдельные результаты работ [1], [3] и [6]. 

Теорема 5. Пусть 00 =ℑ  и выполняются условия (6), (16) и (17). Пусть, далее, )(tb  - не-

убывающая функция. 
Тогда любое продолжаемое решение )(tu  уравнения (1), для которого существуют точки 

)0(, 1221 ≥> tttt  такие, что 

,0)()( 21 == tutu ��  0)()( 21 <⋅ tutu  

(в, частности, любое колеблющееся решение уравнения (1)) ограничено при .+∞→t  
Доказательство проводится так же, как и доказательство теоремы 5 из [3]. 
Теорема 6. Пусть выполняются все условия теоремы 2, условия (21), (22) и 

+∞<=≤ constlt)(β  .0≥∀t  Тогда все продолжаемые решения )(tu  уравнения (1) с начальны-

ми данными 

},min{)exp()0( FFpl <Φ  

ограничены при ,+∞→t  при этом )).(())(( tOtu α=′ℑ  

Если, кроме того, соблюдаются условия (28) и ,)( +∞<=≤ constLtα  то все продол-

жаемые решения с начальными данными 

},min{)exp()0( ℑℑ<Φ pL  

ограничены вместе со своими производными при .+∞→t  

Следствие. Если в условиях теоремы 6 ,+∞== FF  то все продолжаемые решения урав-

нения (1) ограничены. Если при этом и ,+∞=ℑ=ℑ  то все решения уравнения (1) продолжаемы и 

ограничены вместе с первыми производными. 
Замечание. Если 0),,( ≡yxta  и 0)( >yg  ,y∀ ∈�  то из этого следствия получается ряд 

результатов работы [2] (см. [2], теорему 3 и следствия из нее). Если ,0),,(,1)( ≡= yxtayg  то по-

лучаем некоторые результаты работы [8], если, кроме того, ,)( xxf =  то получим известные теоре-

мы Л.И. Камынина [7]. 
Заметим также, что, рассматривая в качестве функции )(tb  те же примеры, что и в работах 

[2] и [8], с помощью теоремы 6 можно получить усиление следствий из теоремы 3 работы [2]. 

Теорема 7. Пусть функция )(tb  абсолютно непрерывна на +�  и выполняются условия (5), 

(6) и (21). Пусть, кроме того, функция ),,( yxta  удовлетворяет левой части неравенства (11') и 
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Тогда любое продолжаемое решение )(tu  уравнения (1) с достаточно малыми начальными 

данными, (а именно, с },min{)exp()0( FFc <ϕ ) ограничено при .+∞→t  

Здесь также можно сформулировать аналоги следствий из теорем 4 и 6. 
 

§ 3. Существование пределов: )(lim t
t

ϕ
+∞→

 и lim ( )
t

t
→+∞

Φ  

 
Установим асимптотику функций (9) и (20) при .+∞→t  
Теорема 8. Пусть выполнены условия (5), (6), (17) и 
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Тогда для любого продолжаемого решения )(tu  уравнения (1) существует конечный предел 
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Если же выполняется условие (11) с 
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где .0}0:)(inf{0 >≥= ttbb  

Доказательство. Существование конечного предела (31) следует непосредственно из (10), 

если положить, например, ,1=ε  и учесть условия (17), (30) и то, что 1
]1)([
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0 ≤

+⋅
′ℑ≤
tb

tu

ϕ
 для всех 

.0≥t  

Оценка (34) следует из левой части (12) и условий теоремы. То, что ,00 >b  доказывается так 

же, как и в [1]. 
Теорема 8'. Пусть выполнены условия (5), (6) и (17). Пусть, далее, функция )(tb  абсолютно 

непрерывна на +�  и 
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Тогда для любого продолжаемого решения )(tu  уравнения (1) существует конечный предел (31). 

Если при этом выполняется условие (11') с 

,0)(1 ≡tp  +∞<=






 ′
+

++∞

∫ 0

0

2 )(

)(
)( pdt

tb

tb
tp    (32') 

то 

).exp()0( 00 p−≥ ϕϕ      (34') 

Теорема 9. Пусть выполнены условия (5), (17) и (18). Тогда для любого продолжаемого ре-
шения )(tu  уравнения (1) существует конечный предел 

).0()(lim0 Φ≤Φ=Φ
+∞→

t
t

     (35) 

Доказательство. Из (*) имеем: 
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)0(
)(

)())(),(,(

)(

)(

)(

))((

)(

)(

)(

))((
)(

000

Φ=
′′

+⋅+⋅
′ℑ+Φ ∫∫∫

ttt duuuaduFdu
t

τα
τττττ

τβ
τβ

τβ
τ

τα
τα

τα
τ

 

для всех ,0≥t  откуда легко следует (35). 
 

§ 4. Условия неограниченности решений 
 

Здесь выводятся достаточные условия при которых продолжаемые решения уравнения (1) не-
ограниченны. 

 
Теорема 10. Пусть выполнены все условия теоремы 8 (8') и 

*sup{ ( ) : } .F z z F∈ = < +∞�     (36) 

В случае теоремы 8' пусть, кроме того, .00 >b  Пусть, далее, существует непрерывная возрас-

тающая функция :ψ + +→� �  такая, что 

|)(|)( yy ψ≤ℑ  .y∀ ∈�       (37) 

Тогда любое продолжаемое решение )(tu  уравнения (1) с начальными данными 









+>

0

1
1

* exp)0(
b

b
pFϕ  ))exp()0(( 0

* pF>ϕ   (38) 

неограниченно, причем +∞↑|)(| tu  при +∞→t . 

Доказательство. Пусть )(tu  - произвольное продолжаемое решение уравнения (1). Тогда из 

(9), (11) и (11') в силу условий теоремы имеем 









−−≥+

′ℑ

0

1
1exp)0())((

)(

))((

b

b
ptuF

tb

tu ϕ  ( ).)exp()0( 0p−≥ ϕ  

Отсюда, с учетом (37) и (38), следует, что для всех 0≥t  

,))((|))((| ctutu ≥′ℑ≥′ψ     (39) 

где 

0exp)0( 0
*

0

1
1 >








−








−−= bF

b

b
pc ϕ  ( )[ ]( ).0exp)0( 0

*
0 >−−= bFpc ϕ  

Из (39) получаем: 0)(|)(| 1 >≥′ − ctu ψ  для всех ,0≥t  и поэтому +∞↑|)(| tu  при .| +∞→t  Тео-

рема доказана. 
Следствие. Пусть существуют конечные пределы 

)(lim 1 zF
z +∞→

 и ),(lim 1 zF
z −∞→

      (36') 

а функции gba ,,  удовлетворяют всем условиям теоремы 10. Тогда любое продолжаемое решение 

)(tu  уравнения (1) с начальными данными (38) неограниченно, причем +∞↑|)(| tu  при +∞→t  и 

.))((lim0 +∞<′ℑ≤<
+∞→

tuc
t

    (40) 

Доказательство. Из (36') следует, что −∞>0F  и .* +∞<F  Поэтому для любого продол-

жаемого решения )(| tu  уравнения (1) в силу теоремы 10 имеем: либо +∞↑|)(| tu , либо 

−∞↓|)(| tu  при ,| +∞→t  но тогда из (36') ясно, что существует .))((lim *FtuF
t

=
+∞→

 Следова-

тельно, в силу (31) и (37), имеет место (40). 
Замечание. Если ,1)( ≡′ug  то из последнего предложения получается один результат из [3], 

а если при этом и ,0),,( ≡′uuta  то получаем соответствующий результат из [1]. 
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§ 5. Условия колеблемости решений 
 

В этом параграфе даны достаточные условия колеблемости правильных решений уравнения (1). 
 

Теорема 11. Пусть выполнены условия (6), (15), (16), (17) и 
0}|:|)(sup{ >≥ γυυg  .0>∀γ    (15') 

Тогда для колеблемости всех правильных и ограниченных решений уравнения (1) достаточно, 

чтобы существовала абсолютно непрерывная, неотрицательная и неубывающая на [,[ * +∞t  

,1)( ≡′ug  )0( * ≥t  функция )(tr  такая, что )(tr′  не возрастает и 

∫
+∞

+∞= .)()( dttbtr      (41) 

Доказательство. Допустим противное, что уравнение (1) имеет правильное, ограниченное, 

но неколеблющееся решение ).(tu  Тогда найдется ,*
0 tt ≥  что для всех 0tt ≥  будет выполняться 

условие (4). Поэтому из равенства (1) с учетом условий теоремы следует, что для всех 0tt ≥  будут 

выполняться неравенства 
,0))(( >′ tug  ,0)()( >′⋅ tutu  .0)()( <′′⋅ tutu   (42) 

Считая ,0tt ≥  умножим обе части равенства (1) на 
))((

)(

tug

tr
′

 и проинтегрируем от 0t  до 

.0tt ≥  Тогда получим, что для всех 0tt ≥  справедливо равенство 

.0
))((

|))((|
)()(

))((

|))(),(,(|)(
)(|)(||)(|)(|)(|)(

0

0 0

00

=
′

+

+
′

′
+′′−′−′

∫

∫ ∫

τ
τ
τττ

τ
τ

τττττττ

d
ug

uf
rb

d
ug

uuar
drututrtutr

t

t

t

t

t

t
 (43) 

Из (42) легко следует, что 0|)(||)(| >′=′ tutu  и |)(| tu′  не возрастает на [,,[ 0 +∞t  следовательно, 

существует конечный предел ).(lim tu
t

′
+∞→

 Далее, так как )(tu  - ограничено и ,0|)(| >′tu  то для всех 

.|)(||)(||)(| 00 +∞<+∞<≤≥ utututt  Поэтому в силу (16) 

.0|))((|inf
0

>≡
+∞<≤

σtuf
tt

    (44) 

Далее, очевидно, что существует конечный предел .0))((lim 0 ≥=′
+∞→

gtug
t

 

Следовательно, найдется такое ,01 tt ≥  что для всех 1tt ≥  будет справедливо неравенство 

.1))((0 0 +<′< gtug      (45) 

Учитывая теперь (6), (44), (45) и неотрицательность ),(tr  из (43) получаем, что для всех 1tt ≥  

∫ ∫ ′′+′≤
+

t

t

t

t

drututrdrb
g

1 0

,)(|)(||)(|)()()(
1 00

0

ττττττσ
 

или, так как )()( 0trtr ′≤′  при 0tt ≥  (по условию), то 

[ ])(|)(||)(|)(
1

)()( 000
0

1

trututr
g

drb
t

t

′+∞+′+≤∫ σ
τττ  

при всех 1tt ≥ , что противоречит условию (41). 
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Замечание. Если ,)(,1)( ttrug ≡≡′  то из теоремы 11 получаем один результат из [3], если 

при этом ,0),,( ≡yxta  то получим соответствующий результат из [1]. 

Следствие 1. Пусть выполнены условия (6), (15), (15'), (16) и (17). Тогда любое правильное и 

неколеблющееся решение )(tu  уравнения (1) является монотонным на [,,[ 0 +∞t  где 0t  - достаточно 

большое число и 

.|)(|lim
|)(|

lim0 +∞<′==≤
+∞→+∞→

tu
t

tu
tt

α  

Если при этом 1υ  и 2υ  два последовательных нуля функции )( yg  таких, что ,21 υυ <  

021 >⋅υυ  и, если существует такое ,0≥t  что ,)( 21 υυ <′< tu  то 21 )( υυ ≤′≤ tu  при tt ≥  и 

|}.||,max{||}||,min{| 2121 υυαυυ ≤≤  

Следствие 2. Пусть 0)( ≥tb  при ,0≥t  0)( >yg  для y∈�  и выполняются все остальные 

условия теоремы 11. Тогда все правильные и ограниченные решения уравнения (1) являются колеблю-
щимися. 

Следующие теоремы охватывают и случай неограниченных решений. 
Теорема 12. Если соблюдаются условия (6), (15), (15'), (16), (17) и 

∫
+∞

+∞= ,)( dttb         (41') 

0}||:|)(inf{| >> γxxf  ,0>∀γ     (46) 

то все правильные решения уравнения (1) колеблющиеся. 
Доказательство аналогично доказательству теоремы 11. 
Теорема 13. Пусть 0)( ≥tb  при ,0≥t  0)( >yg  при y∈�  и выполняются условия (16), 

(17), (41') и (46). Тогда все правильные решения уравнения (1) колеблющиеся. 
Замечание. Если ,0),,( ≡yxta  то теорема 13 превращается в известный результат (см. 

теорему 1 из [2]). 

Теорема 14. Пусть 0)( 0 >≥ btb  при 0≥t  и 

.)(lim 1
||

+∞=
+∞→

zF
z

       (47) 

Пусть, кроме того, выполнены условия (15), (16), (17) и (15'). Тогда все правильные решения уравне-
ния (1) колеблющиеся. 

Доказательство. В силу теоремы 11 достаточно показать, что любое правильное и неограни-
ченное решение уравнения (1) колеблется. Допустим противное, т. е. что уравнение (1) имеет пра-

вильное, неограниченное и неколеблющееся решение ).(tu  Тогда найдется такое ,00 ≥t  что для 

всех 0tt ≥  будут соблюдаться условия: (4), (42) и .0)())(( >′ tutuf  Далее, так как существует ко-

нечный предел ),(lim tu
t

′
+∞→

 то найдутся такие числа 01 tt ≥  и ,0>k  что для всех 1tt ≥  

1/ ( ( )) .g u t k′ ≥  Тогда, умножив обе части равенства (1) на 
))((

)(

tug

tu
′
′

 и проинтегрировав от 1t  до 

,1tt ≥  получим 

0
))((

)())((
)(

))((

)())(),(,(

2

|)(|

2

|)(|

11

2
1

2

=
′

′
+

′
′′

+
′

−
′

∫∫ τ
τ

ττττ
τ

ττττ
d

ug

uuf
bd

ug

uuuatutu t

t

t

t

, 

откуда легко следует: 

∫∫ ≥⋅′
≤=

)(

)(

1
0

1
2

11

,,
2

)(
)()())((

tu

tu

t

t

tt
b

ktu
dxxfduuf ττ  

что противоречит условию (47), так как .|)(|lim +∞=
+∞→

tu
t
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Замечание. Если 0)( >yg  y∀ ∈�  и ,0),,( ≡yxta  то из теоремы 14 получаем теорему 2 из [2]. 
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Some properties of solutions of one nonlinear second order dif-
ferential equation  

 
K.S. Mamiy 
 
The article is devoted deriving of sufficient conditions continued, boundednesses, limitlessness and a 

variability of solutions of one nonlinear differential equation with a singularity and with a damping member. 

 


