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В статье указана возможность получения точных решений уравнения Кортевега–де Фриза–
Бюргерса в виде бегущей волны с помощью действительных корней уравнения восьмой степени. 

 
1. Рассмотрим дифференциальное уравнение  

xxtxxxxxt buauuuuu )()( +=+++ γβα ,    (1) 

где ba,,,, γβα  – некоторые постоянные. 

Известно [1, с. 261], что уравнение (1) описывает следующие явления: перенос энергии гид-
ролиза молекул АТФ вдоль белковых молекул в виде солитонов; перенос почвенной влаги в зоне 
аэрации с учетом ее движения против потенциала влажности. 

Будем искать решение уравнения (1) в виде бегущей волны: )(),( 0tvxuxtu −= , где 0v  – 

некоторая постоянная. Введем обозначение: tvx 0−=ξ . Тогда уравнение (1) запишется в виде урав-

нения КдФ – Бюргерса (см., например, [2], [3]): 

ξξξξξξ βαγ auuvuubv =−++− )()( 00 .    (2) 

Не ограничивая общности, можно считать, что 10 =−bvγ . Тогда уравнение (2) запишется в 

виде 

ξξξξξξ βα auuvuu =−++ )( 0 .     (3) 

Интегрируя уравнения (3), получаем 

ξξξ βα
aucuvuu =+−++ )(

2 0
2 .     (4) 

В работе [2] найдено точное решение уравнения (4) при некотором соотношении между ко-
эффициентами уравнения (4). 

В данной статье показывается, что при преобразовании уравнения (4) можно получить различ-
ные решения уравнения (4) с помощью действительных корней уравнения восьмой степени, причем, 
коэффициенты уравнения (4) остаются независимыми друг от друга. В частном случае,  для уравнения 
КдФ )0( =a  количество различных точных решений можно получить с помощью действительных 

корней уравнения четвертой степени.  
Будем искать решение уравнения (4) в следующем виде: 

2
210 ymymmu ++= ,      (5) 

где qpyyy ++= 2
ξ , qpmmm ,,,, 210  – некоторые постоянные. 

Вычислим ξξξ uuu ,,2  и подставим в уравнение (4).  Для удобства вычислений введем обо-

значение: 0

~
v−= ββ . После некоторых преобразований получим систему уравнений относительно 

неизвестных qpmmm ,,,, 210 : 

0
2

6 2
22 =+ mm

α
,         (6) 

02102 22121 =−++ ammmpmm α ,       (7) 
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Из уравнения (6) имеем 
α
12

2 −=m . (Случай 02 =m  тривиален). Из уравнения (7) получаем 
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. Уравнения (8) – (10) приводятся соответственно к виду: 
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Выразим 0m  из уравнения (11). Тогда уравнения (12) – (13) запишутся в виде: 
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Выразим q  из уравнения (14) и подставим в уравнение (15). Предварительно вычислим 2q . 

Для этого возведем обе части уравнения (14) в квадрат. 
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Уравнение (15) после подстановки значения q  примет вид: 



Об уравнении Кортевега-де Фриза-Бюргерса 

 

Труды ФОРА, №15, 2010 г. © 2010 Физическое Общество РА 

43 






−








+−−+








−++


















−−+− 2

2
3

2
4

2
56

5

11

5

6~
10

25

8

5

2~
16

25

~
2296 p

aa
p

aa
p

a
pp βββ

 

 +














 −+






 −+×











−++








−+








−− 18

555

2
16

25

~
2

525

~
2

525

~
2 2

222 aa
pp

aa
p

aaa βββ   

×














 −+






 −+×















−++








−−−+ 18

555

2
16

25

~
22

525

~
23 2

22
23 aa

pp
a

a
a

p
a

pp ββ  









+−−−








−−+







 −+−×
125

2

25

16

5

~
~

6
25

8
16

~
264

5

18
8

322
23 aaa

p
a

ap
a

p
βββ + 





+








+−+







 −+×








−−+−+ 2

2
34

242
2

25

6
20256

5

2
162

12

62525

~
4~

3 p
a

ap
a

p
a

c
aa

α
ββ  

018
52525

2

5

52
288

5

2
222

=












 −+







−+−+ aa

p
aaa

.     (17)  

Уравнение (17) представляет собой уравнение восьмой степени относительно неизвестной p . 

Нахождение действительных корней уравнения (17) представляет собой трудоемкую задачу. Тем не 
менее, можно сформулировать задачу о существовании действительных корней уравнения (17), при 
которых уравнение (4) будет иметь точное решение.  

Из рис.1 видно, что уравнение (17), при 5=a , 9,6
~ =β , 1=c , 2=α , имеет восемь дей-

ствительных корней (два крайних корня изображены отдельно от остальных корней, но, поскольку, 
ветви параболы направлены вниз, то эти корни существуют). 

Среди точных решений важную роль играют несингурярные (солитонные) решения, которые 
соответствуют некоторым действительным корням уравнения (17). Интересно выяснить количество 
солитонных решений, порождаемых корнями уравнения (17).  

Из равенства (5) получаем решение уравнения (4):  
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Рис. 1. 
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Рис. 2. 
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Условие, при котором уравнение (4) имеет несингулярное (солитонное) решение, задается не-

равенством: q
p ≥
4
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На рис.2. графически изображено решение неравенства (18). Приближенные вычисления пока-
зывают, что интервалы, на которых выполняется неравенство (18) следующие: 

)827,10,( −−∞ , )124,1;272,1( −− , );124,15( +∞ . 

Приближенные значения корней уравнения (17) таковы: 

12,151 −≈p , 60,42 −≈p , 20,33 −≈p , 825,14 −≈p , 60,05 −≈p , 12,16 ≈p , 58,17 ≈p , 

62,48 ≈p . Корень )827,10,(1 −−∞∈p . Остальные корни не принадлежат указанным интервалам. 

Следовательно, при 5=a , 9,6
~ =β , 1=c , 2=α  существует единственное несингурярное 

(солитонное) решений, соответствующее корню 1p . 

Уравнение qpyyy ++= 2
ξ  запишется в виде ))(( 21 yyyyy −−=ξ , откуда следует, что 

решение с начальными данными 00 )( yy =ξ , 201 yyy << , 

имеет вид: 
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где q
pp

y −±−=
42

2

2,1 . 

Отметим, что при +∞→ξ  1)( yy →ξ , при −∞→ξ  2)( yy →ξ . 

Таким образом, несингулярное решение уравнения (4) имеет вид: 
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Схематический график функции (20) с изменением масштаба представлен на рис.3. По анало-
гии с одиночным решением уравнения sin-Гордон это решение можно назвать кинком (см., например, 
[4], c.26). 

2. Покажем, что в частном случае, в случае уравнения Кортевега–де Фриза ( 0=a ), сформули-
рованная задача оказывается разрешимой. При этом система уравнений (6) – (10) упрощается:  

α
12

2 −=m , pm
α
12

1 −= , 0
~

8 0 =+++ βαmpqq ,       (21)  

0)
~

8( 0
2 =+++ βαmqpp ,      (22) 

0
~

2

2412
0

2
0

23 =−++−− cmmqp βα
αα

.    (23) 

 



Об уравнении Кортевега-де Фриза-Бюргерса 

 

Труды ФОРА, №15, 2010 г. © 2010 Физическое Общество РА 

47 

 

 
 

Рис.3. 
 

Уравнения (21) – (23)  примут вид:   

)
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8(
1

0 β
α

++−= qpqm , 02 =− pqp . 

Рассмотрим случай 1). Пусть 0=p . Тогда искомые параметры таковы: 
α
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2 −=m , 01 =m , 
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q  . 

2). Пусть pq = . Тогда искомые параметры примут вид: 

α
12

2 −=m , pm
α
12

1 −= , )
~

8(
1 2

0 β
α

++−= ppm ,  

cppp +=−− 22 ~
)6)(2( β .     (24) 

Уравнение (24) разрешимо относительно неизвестной p . Остается открытым вопрос о числе 

действительных корней уравнения (24). Но эта задача может быть решена с помощью теоремы Штур-

ма (см., например, [5]). В частном случае, когда 0)( 2
0 =+− cvβ , точное решение, соответствую-

щее корню 6=p , является несингулярным (солитонным). 

Таким образом, как показывают вычисления, при 0=p  и 6=p  существуют два точных ре-

шения, являющихся солитонными. 

В частности, при 2)( 2
0 −=+− cvβ  получаем четыре действительных корня уравнения (24) 

и, следовательно, четыре различных точных решения уравнения КдФ (рис.4.). 
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Рис.4. 

 

3. Покажем, каким образом получаемые решения 1u  и 2u  уравнения (4) связаны между собой. 

 Рассмотрим два уравнения Рикатти, соответствующие двум  различным действительным кор-
ням уравнения (17): 

11
2 qypyy ++=ξ , 22

2 qzpzz ++=ξ .      

Дробно-линейное преобразование зададим следующим образом: 
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+
+= , где DCBA ,,,  – выражаются через 2211 ,,, qpqp . 

Вычисления показывают, что матрица дробно-линейного преобразования, определяющая внут-
реннюю симметрию решений уравнения (4), имеет вид:  
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 где параметр k  удовлетворяет уравнению: 
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Отсюда, используя соотношение (5), нетрудно установить связь между решениями  1u  и 2u  

уравнения (4). 
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On the Korteweg-de Vries–Burgers equation 
 
S.K. Kuizheva, L. Zh. Palandzhyants 

 

The article indicated the possibility of obtaining exact solutions of the Korteweg-de Vries-Burgers 
equation in the form of a traveling wave with the real roots of the eighth degree. 
 




