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Сформулирована задача о связи между представлениями алгебры Ли A1 и дробными сте-
пенями оператора Штурма-Лиувилля. Установлена также связь между преобразованием 
линейных дифференциальных уравнений и представлениями алгебр Ли. 

 

1. Дифференциальные операторы, порожденные представлениями алгебры Ли 
типа A1 нечетной размерности 

Сформулируем задачу о связи между представлениями алгебры Ли 1A  со старшим весом 
k

o , 

Nk ∈  и дробными степенями оператора Штурма-Лиувилля uL −∂= 2 . Для этого используем 
мультипликативные интегралы, соответствующие дробным степеням оператора Штурма-Лиувилля 
нечетной степени, и калибровочное преобразование подынтегральных матричных функций соответст-
вующих мультипликативных интегралов [1-3]. 

Мультипликативный интеграл, соответствующий оператору Штурма-Лиувилля uL −∂= 2 , 

имеет вид: ∫
∩

+ dt)t(AE , где 
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Пример 1. Представление 
2

o=Φ  переводит матрицу )t(A  в матрицу 
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При этом соответствующее данной матрице линейное уравнение третьего порядка примет вид: 
yuyuy ′+′=′′′ 24 .       (1.1) 

Уравнение (1.1) равносильно системе линейных уравнений с матрицей 
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принадлежащей пространству представлений алгебры Ли 2A  со старшим весом oo−
1

.  

С другой стороны, матрица, соответствующая дробной степени оператора Штурма-Лиувилля 

uuL / ′−∂−∂=+ 4
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33203 , имеет вид: 
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При этом соответствующее матрице (1.2) линейное уравнение третьего порядка примет вид: 
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yuyuy ′+′=′′′
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.      (1.3) 

Уравнение (1.3) есть уравнение типа (1.1). Найдем матрицу калибровочного преобразования 
)t(T , удовлетворяющую условию 

11 −− += TTT))t(A(T)t(A Φ .     (1.4) 

Пусть ( )ijxT =  из уравнения (1.4). Вычислим ijx , 321 ,,j,i = . Из условия (8) получаем: 
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где ua ′=
4

3
, ub

2

3= .  Введем обозначения: 
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Тогда для вычисления элементов матрицы T  получаем систему уравнений: 
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Система (1.5) имеет решение в виде мультипликативного интеграла: 
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где подынтегральную матрицу можно записать в виде кронекеровой суммы следующим образом: 

AEECAC ⊗+⊗=⊕ .       
Вычисление мультипликативного интеграла (1.6) в явном виде представляет трудную задачу, 

поэтому решение задачи можно сформулировать в терминах линейных дифференциальных уравнений 
третьего порядка. 

 
2. Дифференциальные операторы, порожденные представлениями алгебры Ли 
типа A1 четной размерности 

 
В этом пункте мы применим метод Гельфанда-Дикого для вычисления дробных степеней опе-

ратора четвертого порядка, порожденного представлением алгебры Ли типа 1A  со старшим весом 
3

o . 

Такой оператор нами уже вычислен: 

)uu(uuP 224 331010 +′′−∂′−∂−∂= .    (2.1) 

Используя расширение кольца дифференциальных операторов, вычислим формальный ряд Ло-
рана  

L+++++= −−

2

2101
2 ξξξξλ aaaa ,     
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такой, что имеет место равенство: P=λλ o , где в операторе (2.1) осуществлена замена ξ→∂ . 

Используя известную формулу умножения рядов Лорана в расширении алгебры дифференци-
альных операторов, 

Lo +′′⋅′′+′⋅′+⋅= xxx λλλλλλλλ ξξξ 2

1
,      

получаем: 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, из условия P=λλ o  получаем: 
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Решая систему (2.2), получаем: 

01 =a , ua 50 −= , 01 =−a , 2
2 17uua −′′=− .     

Таким образом, имеем uL 52 −∂== +λ . 

Найдем коммутатор дифференциальных операторов P  и L . 

+′′+∂−∂−∂′−∂′′−∂′′′−−∂= uuuuuuuuPL )( 501052030205 44246  

)uu(u)uu(uuuuuu 22222 31533505050100 +′′+∂+′′−∂′+′+∂+∂′+ , 

−′′+′′−∂′−∂′′−∂−∂′−∂′′−∂= )uu(uuuuuLP 2324326 331020102010  

)uu(uuuuu)uu()uu( 2224222 315505053336 +′′+∂′+∂+∂−∂+′′−∂′+′′− . 

Следовательно, )uuu()uuu(]L,P[ ′′−′′′−∂′−′′′−= 342344 . 

Из условия 0=]L,P[  получаем уравнение Кортевега – де Фриза: 

034 =′−′′′ uuu .         

Интересно распространить сформулированную задачу для представлений алгебры Ли типа 1A  

со старшим весом 
12 +m

o , Nm ∈ . 
 

3. Преобразование линейных дифференциальных уравнений и представле-
ния групп и алгебр Ли 

 
1. Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение второго порядка 

0=+′′ y)x(uy ,     (3.1) 

где функция )R(C)x(u ∈ . 

Известно (см., например, [4, C. 117]), что преобразованием  
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y)x(y)x(z ′+= βα , )R(C, 2∈βα ,   (3.2) 

уравнение (3.1) можно привести к виду 
0=+′′ z)x(vz .     (3.3) 

При этом функции α  и β  связаны между собой следующими соотношениями: 

,uu)uv( 02 =′−′−−+′′ ββαα       (3.4) 

02 =′+−+′′ αββ )uv( .     (3.5) 

С точки зрения мультипликативного интеграла имеем следующее калибровочное преобразова-
ние T : 

dx)x(BEdx)x(AE
T
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Важную часть этих преобразований (3.2) занимает случай, когда уравнение (3.1) преобразуется 

в себя. При этом имеем TAATT −=′  или )A(AdT T=′ , где AAdT  – присоединенное представ-

ление алгебры Ли типа 1A . С другой стороны, присоединенное представление алгебры Ли типа 1A  

задается схемой  Дынкина со старшим весом 
2

o .  
Выясним, каким образом связаны между собой эти представления? Чтобы решить эту задачу, 

выразим функцию β  из соотношений (3.4) и (3.5). Тогда получим известное соотношение   

024 =′+′+′′′ βββ uu ,     (3.6) 

из которого следует, что решения уравнения (3.6) можно записать в виде квадратичной формы 
2
2212

2
11 cyyycyс ++=β , где 1y  и 2y  – линейно независимые решения уравнения (3.1). При этом 

подынтегральные матричные функции связаны между собой представлением алгебры Ли типа 1A  со 

старшим весом 
2

o=Φ : 
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При обычном подходе это обстоятельство остается неупомянутым. Матрица калибровочного преобра-
зования T принимает вид: 
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Интересно распространить эту задачу на случай алгебры Ли типа nA . При этом имеем присое-

диненное представление )A(AdT  алгебры Ли типа nA   и, с другой стороны, присоединенное пред-

ставление алгебры Ли типа nA , заданной схемой  Дынкина со старшим весом 
11

ooLoo −−−− .  

2. Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение второго порядка 
0=+′′ y)x(uy ,       

где функция )R(C)x(u ∈ . 

Известно (см., например, [4, C. 78]), что преобразованием Куммера-Лиувилля 
z)x(vy = , dx)x(udt =      (3.7) 

уравнение (3.1) можно привести к виду 
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0=+′′ z)x(wz .     (3.8) 

Функции )x(u , )x(t , )x(v  называются соответственно амплитудой, параметризацией и 

ядром преобразования (3.7). 
Дифференциальное уравнение Ермакова-Пинни возникает как условие на амплитуду преобра-

зования (3.7): 
3−=+′′ Kvv)x(uv , constK = .   (3.9) 

Условия на параметризацию и ядро также известны. Уравнение Ермакова-Пинни  (3.9) имеет 
решение в вида 

2
221

2
1

2 2 ByyCyAyv ++= ,   (3.10) 

где 1y  и 2y  – линейно независимые решения уравнения (3.1). 

Это обстоятельство позволяет описать уравнение Ермакова-Пинни с точки зрения мультиплика-
тивного интеграла и теории представлений групп и алгебр Ли. 

Имеем следующее калибровочное преобразование T : 

dt)t(BEdx)x(AE
T
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Как следует из равенства (3.10),  в преобразовании (3.7) участвует представление алгебры Ли 

типа 1A  со старшим весом 
2

o .  

Интересно распространить задачу обобщения уравнения Ермакова-Пинни на случай представ-

ления алгебры Ли типа 1A со старшим весом 
k

o , Nk ∈ . 
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SOME APPLICATIONS OF THE THEORY MULTIPLICATIVE INTEGRAL AND GROUP 
REPRESENTATION THEORY AND LIE ALGEBRAS OF TYPE 1A  
 
V.A. Kozlov, L.Zh. Palandzhyants 

 
The problem of the connection between the representations of Lie algebras A1 and fractional powers of 

the Sturm-Liouville problem is considered. The connection between the transformation of linear differential 
equations and representations of Lie algebras is determined. 
 


