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Ïðåäèñëîâèå

Ïðåäëàãàåìîå èçäàíèå îõâàòûâàåò îòäåëüíûå âîïðîñû êà÷åñòâåííîé
òåîðèè àâòîíîìíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè
ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Êíèãà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ÷àñòåé, ðàç-
áèòûõ íà ïàðàãðàôû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ¾Ïðÿìûå èçîêëèíû ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè¿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âîñåìü ïóíêòîâ. Â ýòîé ãëàâå
äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê èçîêëèíàì ïîëèíîìèàëüíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ìíîãî÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè n > 2 â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Äàåòñÿ: îöåíêà ñâåðõó ÷èñëà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èçî-
êëèí êóáè÷åñêîé ñèñòåìû è êëàññèôèêàöèè ýòèõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ
ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí; îöåíêà ÷èñëà ïðÿ-
ìûõ èçîêëèí, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû
(êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé). Êðîìå ýòîãî äàåòñÿ îöåíêà ñâåðõó îáùåãî
÷èñëà ïðÿìûõ èçîêëèí êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé ñèñòåì.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ, â êîòîðûõ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ îðèãèíàëüíàÿ òåîðèÿ îñåé ñèììåòðèè N è S�òèïîâ. Ïðè ýòîì â
ýòîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ ïîëíîå èññëåäîâàíèå êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé
ñèñòåì íà S è N�ñèììåòðèè.

Òðåòüÿ ãëàâà ¾Îñîáûå òî÷êè êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû
íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå¿ ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì èç
íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå ñîñòîèò èç
òðàåêòîðèé ñèñòåìû, à âî âòîðîì � ñëó÷àé, êîãäà ýêâàòîð ñôåðû Ïóàí-
êàðå íå ñîäåðæèò öåëîé òðàåêòîðèè, îòëè÷íîé îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Íóìåðàöèÿ ôîðìóë â êíèãå ñêâîçíàÿ � ïåðâàÿ öèôðà äî òî÷êè óêà-
çûâàåò íà íîìåð ãëàâû.
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Ââåäåíèå

Íåñìîòðÿ íà áóðíîå ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ, êà÷åñòâåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

dx

dt
= P (x, y),

dy

dx
= Q(x, y), (0.1)

ãäå P (x, y) è Q(x, y) � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â îáëàñòè G ⊂ R2, íå ïî-
òåðÿëè ñâîåé àêòóàëüíîñòè è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì ôàê-
òîì, ÷òî ÷èñëåííûå ìåòîäû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ëèøü
ëîêàëüíûé ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû, ïðè÷åì ïðè âûáîðå êîíêðåòíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, à òàêæå, ïîðîé, ïðè çíà÷èòåëüíûõ çà-
òðàòàõ ìàøèííîãî âðåìåíè. Â òî æå âðåìÿ êà÷åñòâåííûå ìåòîäû äàþò
âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ãëîáàëüíîé êàðòèíû ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé.

Îäíèì èç âàæíûõ âîïðîñîâ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ðàñïîëîæåíèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé àâòî-
íîìíîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé òî÷êè ïîêîÿ. Èññëåäîâà-
íèþ ýòîãî âîïðîñà ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò êàê îòå÷åñòâåííûõ òàê è çàðóáåæ-
íûõ ìàòåìàòèêîâ. Ê èõ ÷èñëó îòíîñèòñÿ ìîíîãðàôèÿ À.Ô. Àíäðååâà [1],
â êîòîðîé èçëîæåíû òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà Ì. Ôðîììåðà. Áîëü-
øîé âêëàä â ðàçâèòèå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî Ì. Ôðîììå-
ðîì [2] , âíåñëè òàêæå È.Ñ. Êóêëåñ è åãî ó÷åíèêè (ñì. íàïðèìåð, [3,4]). Â
ðàáîòå Â.Â. Íåìûöêîãî è Þ.Â. Ìàëûøåâà [5] â îòëè÷èå îò [1�4] ïîâåäå-
íèå òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ñëîæíîé îñîáîé òî÷êè èçó÷àåòñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà
îáîáùåííûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â ñòàòüå [6] Þ.Â. Ìàëûøåâ ïðîâîäèò
êëàññèôèêàöèþ èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ ñèñòåìû

dx

dt
= X(x),

ãäå X(x) : D ⊂ Rn → Rn, X(x) ∈ Ck(D), (k ≥ 1).
Â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåê-

òîðèé ñèñòåìû (0.1) â îêðåñòíîñòè ñëîæíîé îñîáîé òî÷êè ëèøü ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ðàçëè÷åíèÿ ¾öåíòðà è ôîêóñà¿. Îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì
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êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà
ðàçëè÷èÿ ¾öåíòðà¿ è ¾ôîêóñà¿. Êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîé
ïðîáëåìû èçëîæåíû â òðóäàõ À. Ïóàíêàðå [7] è À.Ì. Ëÿïóíîâà [8]. Çíà-
÷èòåëüíûé âêëàä â ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû âíåñëè òàêèå ìàòåìàòè-
êè êàê Äþëàê À., Àëüìóõàìåäîâ Ì.È., Ìàëêèí Ê.Å., Ñàõàðíèêîâ Í.À.,
Êóêëåñ È.Ñ., ×åðêàñ Ë.À., Ñèáèðñêèé Ê.Ñ., Àíäðååâ À.Ô., Ñàäîâñêèé
À.Ï, è ìíîãèå äðóãèå. Ïðîáëåìå öåíòðà è ôîêóñà ïðèìåíèòåëüíî ê ñè-
ñòåìå (0.1) ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ Â.Â. Àìåëüêèíà, Ëóêàøåâè÷à Í.À.,
Ñàäîâñêîãî À.Ï. [9], â êîòîðîé óêàçàíà èñ÷åðïûâàþùàÿ áèáëèîãðàôèÿ
ïî îñâåùàåìîé ïðîáëåìå.

Ñðåäè áîëüøîãî ÷èñëà ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì (0.1), îñîáîå ìåñòî ïðèíàäëåæèò ñèñòåìàì, ïðàâûå ÷àñòè
êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Ýòî îáóñëîâëåíî èõ ôóíäàìåíòàëüíîé ðîëüþ â òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ ñèñòåì â
êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [10�27].

Ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (0.1) øèðîêî èñïîëü-
çóþòñÿ â ýëåêòðîðàäèîòåõíèêå [10,14], áèîëîãèè [15], ôèçèêå [21,22] è
äðóãèõ íàóêàõ. Â ÷àñòíîñòè, â ìîíîãðàôèè Ì.Â. Øàìîëèíà [23] ðàçâè-
âàþòñÿ êà÷åñòâåííûå ìåòîäû â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà, âçàèìîäåéñòâó-
þùåãî ñ ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ñðåäîé. Ìîäåëü, îïèñûâàåìàÿ êóáè÷åñêîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè
âàæíîé çàäà÷è áîðüáû ñ âðåäíûìè íàñåêîìûìè [18]. Äðóãèå ïðèìåíåíèÿ
ïëîñêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì â áèîëîãèè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [24�
27]. Íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè áèôóðêàöèé ïðîâåäåíî ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ïðåäëîæåííîé Ôèö-Õüþ (FitsHugh-Nagumo equations) [24�26]. Ýòà
ñèñòåìà îïèñûâàåò âîçáóæäåíèå íåðâíûõ ìåìáðàí è ðàñïðîñòðàíåíèå
íåðâíûõ èìïóëüñîâ âäîëü àêñîíà. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü ¾õèùíèê-æåðòâà¿
ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìîé äâóõ êóáè÷åñêèõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé [27].

Ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè áèôóðêàöèé ïîñòðîåíà ãëîáàëüíàÿ áèôóðêà-
öèîííàÿ äèàãðàììà àâòîíîìíîé ñèñòåìû êóáè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè [18].
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Íå òîëüêî ïóáëèêàöèè, íî è ìåæäóíàðîäíûå ñèìïîçèóìû, ïðîâîäè-
ìûå íà ïîñòîÿííîé îñíîâå, ïîñâÿùàþòñÿ ðàçëè÷íûì ïðèìåíåíèÿì äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì â õèìèè, ôèçèêå, ìàòåìàòèêå, ýêîíîìèêå [28, 29]. Â
ýòîì ðÿäó ñëåäóåò âûäåëèòü êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííûå êëàññè÷åñêèì
ïðîáëåìàì ïëîñêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé [30].

Ñîâðåìåííàÿ êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì ðåøàåò âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ, â îñíîâíîì, óïîìÿíóòîé íàìè
âûøå êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû ðàçëè÷åíèÿ öåíòðà è ôîêóñà, à òàêæå ïðî-
áëåì èçîõðîííîñòè öåíòðà è ôîêóñà; ñóùåñòâîâàíèÿ, îòñóòñòâèÿ, åäèí-
ñòâåííîñòè, âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ è îöåíêè ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèê-
ëîâ, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííûõ ñ 16-îé ïðîáëåìîé Ãèëüáåðòà. Îáçîð ðàáîò,
ïîñâÿùåííûõ 16-îé ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [31].

Çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áîëüøàÿ ÷àñòü ïóáëèêàöèé â ðîññèéñêîé è
çàðóáåæíîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïîñâÿùåíà èìåííî ýòèì ïðîáëåìàì. Â
ýòîé ñâÿçè îòìåòèì ðàáîòû [11, 32�53].

À.Ô. Àíäðååâ, À.Ï. Ñàäîâñêèé, Þ.Ë. Áîíäàðü, Â.À. Öèêàëþê â ñâî-
èõ ðàáîòàõ [32, 37, 38, 40, 46] ðåøàþò ïðîáëåìó öåíòðà-ôîêóñà äëÿ îò-
äåëüíûõ êëàññîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì, óäåëÿÿ îñîáîå âíèìàíèå àâ-
òîíîìíûì êóáè÷åñêèì ñèñòåìàì, íàõîäÿò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öåíòðà èçó÷àåìûõ ñèñòåì. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è
ðåøàþòñÿ â ñòàòüÿõ [11,47].

Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïîëèíîìèàëü-
íûõ ñèñòåì îñâåùàþòñÿ â ðàáîòàõ [35, 39, 40, 49-52].

Ñðåäè ìíîãîîáðàçèÿ ðàáîò ñëåäóåò âûäåëèòü ìîíîãðàôèþ Â.Í. Ãîð-
áóçîâà [34], â êîòîðîé ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïîñîáû èññëåäîâàíèÿ àíàëèòè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ R � äèôôåðåíöèðóåìûõ èíòåãðàëîâ è ïîñëåäíèõ ìíî-
æèòåëåé ñèñòåì óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ è èíòåãðàëîâ àâ-
òîíîìíûõ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ è ìíîãîìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñèñòåì.

Â ðàáîòå V. Putuntică, A. Subă [53] ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ êó-
áè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè, îáëàäàþùèõ øåñòüþ
èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè òðåõ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé. Äëÿ êàæäîãî èç
øåñòè àôôèííûõ êëàññîâ òàêèõ ñèñòåì ïðîâåäåíî ïîëíîå èññëåäîâàíèå
â êðóãå Ïóàíêàðå.
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Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âàæíàÿ ðîëü
îòâîäèòñÿ òàêèì îáúåêòàì êàê èçîêëèíû è îñè ñèììåòðèè. Èñïîëüçî-
âàíèå ýòèõ îáúåêòîâ âíîñèò ìåòîäîëîãè÷åñêèå àñïåêòû ïðè èññëåäîâà-
íèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé. Ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü øèðîêî èçâåñò-
íûé ¾ìåòîä äâóõ èçîêëèí¿ (ìåòîä Åðóãèíà Í.Ï.), êîòîðûé â íàñòîÿùåå
âðåìÿ âåñüìà àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ [54, 55]. Â ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå
Â.Â. Íåìûöêîãî [17] óêàçûâàåòñÿ íà øèðîêèå âîçìîæíîñòè êà÷åñòâåí-
íîãî èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ãëàâíûõ èçî-
êëèí.

Ñðåäè èçîêëèí ñèñòåìû ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ïðÿìîëèíåéíûå
èçîêëèíû (â äàëüíåéøåì ïðÿìûå èçîêëèíû). Â ïîëüçó àêòóàëüíîñòè
èññëåäîâàíèÿ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðÿìûìè èçîêëèíàìè àâòîíîìíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè, ãîâîðèò è òîò ôàêò, ÷òî çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ äàæå êâàäðàòè÷íîé ñèñòå-
ìû ñòàíîâèòñÿ òðóäíî ðàçðåøèìîé â îáùåì ñëó÷àå. Çíàíèå óðàâíåíèÿ
õîòÿ áû îäíîé ïðÿìîé èçîêëèíû äåëàåò ýòó çàäà÷ó ðåàëüíî ðàçðåøè-
ìîé. Ïðè ýòîì: à) ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ ðåøåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
ìåñòîïîëîæåíèÿ âñåõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû; á) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ
ðåøåíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ; â) ïîÿâëÿþòñÿ âîçìîæíîñòè â îöåíêå ñâåðõó ÷èñëà îñîáûõ òî-
÷åê âòîðîé ãðóïïû è óñòàíîâëåíèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñëîæíîé
îñîáîé òî÷êè.

Â øåñòèäåñÿòûå ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ èçó÷åíèåì ïðÿìûõ èçîêëèí
êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì çàíèìàëèñü ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè Ë.Â. Øàõîâà,
À.Í. Áåðëèíñêèé [56�58]. Ê ýòîìó æå ïåðèîäó îòíîñèòñÿ è ðàáîòà êèòàé-
ñêîãî ìàòåìàòèêà Òóí-Öçèíü-÷æó [59], â êîòîðîé ñóùåñòâåííî èñïîëüçó-
þòñÿ ïðÿìûå èçîêëèíû êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû, à òàêæå ðàáîòû Ê.Ñ. Ñè-
áèðñêîãî è äðóãèõ àâòîðîâ [60, 61], â êîòîðûõ îíè èñïîëüçóþò èìè æå
íàéäåííûå óñëîâèÿ ñèììåòðèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé êóáè÷åñêîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû öåíòðà-ôîêóñà.

Â ñâÿçè ñ âîïðîñîì î ïðÿìûõ èçîêëèíàõ ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè óìåñòíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Ëþáàÿ
èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ àâòîíîìíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû íà ïëîñ-
êîñòè ÿâëÿåòñÿ åå ïðÿìîé èçîêëèíîé. Ïîýòîìó ïðîáëåìà îöåíêè ÷èñëà
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èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ïîëèíîìèàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû íà
ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áîëåå îáùåé ïðîáëåìû îöåíêè ÷èñëà ïðÿìûõ
èçîêëèí. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [62, 63] äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî èíâàðè-
àíòíûõ ïðÿìûõ êóáè÷åñêîé ñèñòåìû íå ïðåâîñõîäèò âîñüìè è ïðîâåäåíî
ïîëíîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ñ ñåìüþ è âîñåìüþ èíâàðèàíòíûìè ïðÿ-
ìûìè. Ïðîáëåìå îöåíêè ÷èñëà èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè ïîñâÿùåíû òàêæå çàìåòêè [64,
65]. Â [64] îïðîâåðãàåòñÿ ñóùåñòâîâàâøàÿ â 80-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòî-
ëåòèÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ
ïëîñêîé ñèñòåìû ñ âçàèìíî ïðîñòûìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n â ïðàâûõ
÷àñòÿõ ðàâíî 2n + 1, åñëè n � ÷åòíîå è 2n + 2, åñëè n � íå÷åòíîå. Ïðè
ýòîì ïîñòðîåí ïðèìåð ñèñòåìû ñ ìíîãî÷ëåíàìè ïÿòîé ñòåïåíè â ïðàâûõ
÷àñòÿõ, êîòîðàÿ èìååò 14 èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ. Àâòîðîì [65] äîêàçàíî,
÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ïîëèíîìèàëüíîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ñòåïåíè 4 ðàâíî 9.

Íàèáîëåå èçó÷åííûìè èç ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-
ñòåì ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûå. Çäåñü ðåøåíû ïðîáëåìû: ðàçëè÷åíèÿ öåí-
òðà è ôîêóñà [9], îöåíêè ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê âòîðîé ãðóïïû [57]. Îêîí-
÷àòåëüíî ðåøåí âîïðîñ î ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ñëîæíîé
îñîáîé òî÷êè [66, 67]. Â ðàáîòå [68] äàíà îöåíêà ñâåðõó ÷èñëà èíòåãðàëü-
íûõ ïðÿìûõ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé êâàä-
ðàòè÷íîé ñèñòåìû. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ èí-
òåãðàëîâ êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â
ïîñîáèè [69]. Èç òåîðåìû, äîêàçàííîé â [36], ñëåäóåò: åñëè êâàäðàòè÷íàÿ
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ
ïðÿìûõ (îíî ðàâíî ïÿòè [68]), òî ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ
êðèâûõ ýòîé ñèñòåìû áåñêîíå÷íî. Â ñòàòüå [70] äîêàçàíî, ÷òî êâàäðà-
òè÷íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò èìåòü ïðåäåëüíûõ öèêëîâ,
åñëè îíà îáëàäàåò õîòÿ áû îäíîé îñîáîé òî÷êîé òèïà ¾öåíòð¿.

Ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ ñèñòåìû





dx

dt
= ax+ by + P2(x, y) + P3(x, y),

dy

dt
= cx+ dy +Q2(x, y) +Q3(x, y),

(0.2)
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ãäå Pi, Qi � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè i (i = 2, 3). Äëÿ (0.2)
ïðîáëåìà öåíòðà-ôîêóñà ðåøåíà ëèøü â ñëó÷àå |P2(x, y)|+ |Q2(x, y)| ≡ 0

(ñì. [71]).
Â ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [71] Í.Ï. Åðóãèíûì áûë ïîñòàâëåí âî-

ïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ îñîáîé òî÷êîé òèïà ¾öåíòð¿ è ïðåäåëüíûì öèêëîì [72]. Òàê, â
[73] äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= y + P (x, y),

dy

dt
= −x+Q(x, y),

(0.3)

ãäå P (tx, ty) = t3P (x, y), Q(tx, ty) = t3Q(x, y) íå èìååò ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ, åñëè (0, 0) � îñîáàÿ òî÷êà òèïà ¾öåíòð¿.

Â ñòàòüå [74] âïåðâûå ïîñòðîåí ïðèìåð êóáè÷åñêîé ñèñòåìû, èìåþùåé
ïðåäåëüíûé öèêë è îñîáóþ òî÷êó òèïà ¾öåíòð¿ . Èç [75] âûòåêàåò ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå: êóáè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò
èìåòü ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïðè íàëè÷èè ó íåå íå ìåíåå ïÿòè èíâàðèàíò-
íûõ ïðÿìûõ. Îòñþäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðè êàêîì
íàèáîëüøåì ÷èñëå èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ êóáè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò èçî-
ëèðîâàííûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ? Îòâåòîì íà ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ
ðàáîòà [76], â êîòîðîé äîêàçàíî óòâåðæäåíèå: åñëè Em � êëàññ êóáè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ m èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè, äîïóñ-
êàþùèõ ïðåäåëüíûé öèêë, òî m ≤ 4. Â ðàáîòàõ [77, 78] äîêàçàíî, ÷òî
÷èñëî îñîáûõ òî÷åê âòîðîé ãðóïïû ñèñòåìû (0.2) íå ïðåâîñõîäèò ïÿòè.
Ïðè ýòîì äëÿ ñèñòåìû (0.2) ðåøåí âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ïðÿìûõ
èçîêëèí [79].
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Ãëàâà 1. Ïðÿìûå èçîêëèíû ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ,
òåîðåìû

1.1 Íåêîòîðûå îáùèå ñâåäåíèÿ îá èçîêëèíàõ àâòîíîìíîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y),

(1.1.1)

ãäå P (x, y) è Q(x, y) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè G ⊂ R2 è èìåþùèå â ýòîé îáëàñòè íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà íå íèæå ïåðâîãî. Òàê êàê â ïðàâûå ÷àñòè óðàâ-
íåíèé ñèñòåìû (1.1.1) ÿâíî íå âõîäèò t, òî (1.1.1) íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åå òàêæå íàçûâàþò äèíàìè÷å-
ñêîé [80].

Åñëè P (x, y) è Q(x, y) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ïîëèíîìàìè ïåðå-
ìåííûõ x è y ñòåïåíè íå âûøå n ∈ N, òî òàêóþ ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü
ïîëèíîìèàëüíîé. Çäåñü ñòåïåíü n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì deg(P ) è
deg(Q).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) âåêòîðíîå ïîëå â
R2, ñâÿçàííîå ñ ñèñòåìîé (1.1.1).

Ñèñòåìó áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòè÷íîé (êóáè÷åñêîé) äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìîé (èëè ïðîñòî êâàäðàòè÷íîé (êóáè÷åñêîé) ñèñòåìîé), åñëè
n = 2 (n = 3.)

Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìå ïðè n = 2 âñåãäà
ìîæíî ñîïîñòàâèòü êâàäðàòè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå

X = P
∂d

∂x
+Q

∂d

∂y
,
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à òàêæå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Qdx− Pdy = 0.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà A ∈ B íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé (èëè îñîáåí-
íîñòüþ) âåêòîðíîãî ïîëÿ X = (P,Q), åñëè P (A) = Q(A) = 0.

Îñîáàÿ òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ:
- ýëåìåíòàðíîé, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ìàòðèöû ëèíåéíîé ÷àñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ â ýòîé îñîáîé òî÷êå îòëè÷íî
îò íóëÿ;

- íåâûðîæäåííîé, åñëè îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ îòëè÷íû îò íóëÿ.
Âñÿêàÿ íåâûðîæäåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ èçîëèðîâàííûõ ýëåìåíòàðíûõ îñî-
áûõ òî÷åê íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè ïðîñòà: êðîìå óçëîâ, ñåäåë, ôîêó-
ñîâ è öåíòðîâ ñðåäè íèõ âñòðå÷àþòñÿ åùå ëèøü ñåäëîóçëû. Íàðÿäó ñ òåð-
ìèíîì ¾îñîáàÿ òî÷êà¿ â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé èñïîëüçóþòñÿ òàêèå òåðìèíû êàê ¾ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ¿, ¾òî÷êà
ïîêîÿ¿.

Ïîä áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (1.1.1) ïîä-
ðàçóìåâàþòñÿ îñîáûå òî÷êè ñèñòåì, ïîëó÷åííûõ èç (1.1.1) â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ïóàíêàðå: x = 1/z, y = u/z è x = ε/z,

y = 1/z [80].
Ïðÿìóþ ëèíèþ ax+ by+ c = 0 íàçîâåì èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé ëèíèåé

ñèñòåìû (1.1.1) åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

aP (x, y) + bQ(x, y) ≡ (ax+ by + c)R(x, y),

ãäå R(x, y) � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, a, b, c �
const. Îòìåòèì, ÷òî R(x, y) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1 [69].

Ïîíÿòèÿ ¾èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ¿ (èëè ¾ëèíåéíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë¿)
ñèñòåìû (1.1.1) è ¾èíòåãðàëüíàÿ ïðÿìàÿ¿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ

dy

dx
=
Q(x, y)

P (x, y)

ÿâëÿþòñÿ ñèíîíèìàìè [69]. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â êà÷åñòâåííîé òåî-
ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèåì ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé ñèñòåìû (0.1) (ñì. íàïðèìåð, [9] è [69]).
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Îïðåäåëåíèå 1.1.1. [80] Êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå â îáëàñòè G è
óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

Q(x, y)−mP (x, y) = 0, (1.1.2)

ãäå m � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, íàçûâàþòñÿ èçîêëèíàìè ñèñòåìû (1.1.1).
Êðèâûå (1.1.2) îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1.1),

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âñå îòëè÷íûå îò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ òî÷êè ýòîé êðè-
âîé ïðè ôèêñèðîâàííîì m, èìåþò â ýòèõ òî÷êàõ êàñàòåëüíûå îäíîãî è
òîãî æå íàêëîíà. Èìåííî óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ýòèõ êàñàòåëüíûõ ðàâ-
íû m.

Ïðè m = 0 èç (1.1.2) ñëåäóåò

Q(x, y) = 0 (1.1.3)

èëè ïðè m =∞
P (x, y) = 0. (1.1.4)

Êðèâûå, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè (1.1.3) è (1.1.4) íàçûâàþòñÿ èçî-
êëèíàìè íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè èçîêëèíû íàçûâàþò
òàêæå ãëàâíûìè èçîêëèíàìè ñèñòåìû (1.1.1).

Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà èçîêëèíå L ñèñòåìà
(1.1.1) èíäóöèðóåò íàïðàâëåíèå m, åñëè óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëü-
íûõ ê ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì ýòîé ñèñòåìû â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ (áûòü
ìîæåò, êàñàíèÿ) ñ L ðàâåí m.

Òåîðåìà 1.1.1. [81] Ñâîéñòâî êðèâîé L áûòü èçîêëèíîé ñèñòåìû
(1.1.1) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = αx+ βy, y = γx+ δy. (1.1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà (1.1.1) èíäóöèðóåò íà êðèâîé L íà-
ïðàâëåíèå m, òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

(Q(x, y)

P (x, y)

)
(x,y)∈L

= m, m ∈ R. (1.1.6)
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Â ñèëó (1.1.5) ñèñòåìà (1.1.1) ïðèìåò âèä:




dx

dτ
= δP (αx+ βy, γx+ δy)− βQ(αx+ βy, γx+ δy) ≡
≡ P (x, y),

dy

dτ
= −γP (αx+ βy, γx+ δy) + αQ(αx+ βy, γx+ δy) ≡
≡ Q(x, y),

(1.1.7)

ãäå dτ = dt
∆ , ∆ = αδ − βγ 6= 0.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.1.5) êðèâàÿ L ïåðåõîäèò â êðè-
âóþ L. Òîãäà ñ ó÷åòîì (1.1.6) è (1.1.7) èìååì ðàâåíñòâî:

(Q(x, y)

P (x, y)

)
(x,y)∈L

=
−γ + αm

δ − βm = m− const. (1.1.8)

Èç (1.1.8) ñëåäóåò, ÷òî L � èçîêëèíà ñèñòåìû (1.1.7).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.1.1. Ïðîèçâîëüíóþ èçîêëèíó ñèñòåìû (1.1.1) ìîæíî
ïåðåâåñòè â ëþáóþ èç ãëàâíûõ èçîêëèí.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.1.1, à
èìåííî, åñëè γ = αm (δ = βm), òî L � èçîêëèíà íóëÿ (áåñêîíå÷íîñòè)
ñèñòåìû (1.1.7).

Òåîðåìà 1.1.2. [81] Òî÷êà M(x0, y0) � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñè-
ñòåìû (1.1.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò, ïî êðàéíåé
ìåðå, äâå èçîêëèíû L1 è L2, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç M , íà êîòîðûõ ýòà ñè-
ñòåìà èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.ÏóñòüM(x0, y0) � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1.1).
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ [80] ÷åðåçM ïðîõîäÿò äâå ãëàâ-
íûå èçîêëèíû ýòîé ñèñòåìû, òî åñòü íàëèöî ñóùåñòâîâàíèå èçîêëèí L1

è L2, íà êîòîðûõ ñèñòåìà (1.1.1) èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ.
Åñëè ÷åðåç M ïðîõîäÿò äâå èçîêëèíû L1 è L2, íà êîòîðûõ ñèñòåìà

(1.1.1) èíäóöèðóåò íàïðàâëåíèÿ m1 è m2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì m1 6=
m2, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1.1 êðèâóþ L1(L2) ìîæíî ïåðåâåñòè â èçîêëè-
íó íóëÿ (áåñêîíå÷íîñòè) èëè áåñêîíå÷íîñòè (íóëÿ) ïîñðåäñòâîì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (1.1.5). Â ðåçóëüòàòå îáðàç òî÷êè M � òî÷êà M áóäåò îáùåé
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òî÷êîé äâóõ ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.1.7), à çíà÷èò åå ñîñòîÿíèåì
ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.1.3. [81] Ïóñòü ïðÿìîé l : y = kx + b ïðèíàäëåæàò n

îñîáûõ òî÷åê (xi, yi), i = 1, n äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû




dx

dt
= Pn(x, y),

dy

dt
= Qn(x, y),

(1.1.9)

ãäå Pn(x, y), Qn(x, y) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû n-îé ñòåïåíè íàä
ïîëåì R, òîãäà l � èçîêëèíà ñèñòåìû (1.1.9).

Â ñàìîì äåëå,

Qn(x, kx+ b)

Pn(x, kx+ b)
=
α(x− x1)(x− x2) · ... · (x− xn)
β(x− x1)(x− x2) · ... · (x− xn) =

α

β
− const.

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Åñëè Qn(x, kx+b) ≡ 0 (Pn(x, kx+b) ≡ 0), òî êðè-
âàÿ l � èçîêëèíà íóëÿ (áåñêîíå÷íîñòè). Îäíîâðåìåííî óêàçàííûå òîæ-
äåñòâà íå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû, òàê êàê (Pn, Qn) = 1.

Ñëåäñòâèå 1.1.2. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå îñîáûå òî÷êè êâàä-
ðàòè÷íîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (n = 2), ÿâëÿåòñÿ åå èçîêëèíîé.

Ñëåäñòâèå 1.1.3. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òðè îñîáûå òî÷êè êó-
áè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (n = 3), ÿâëÿåòñÿ åå èçîêëèíîé.

Òåîðåìà 1.1.4. [81] Ïóñòü (0, 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1.1.1),
ãäå P (x, y) = Pn(x, y) + ϕ(x, y), Q(x, y) = Qn(x, y) + ψ(x, y), |Pn| +
|Qn| 6≡ 0, Pn, Qn � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n, n ≥ 1, ϕ, ψ

� àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ
ñòåïåíè ìåíüøå n + 1. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü õîòÿ áû îäíîãî èç äâóõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.1.7) ñîäåðæèò îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà (1.1.7) â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû çàïè-
øåòñÿ â âèäå:





dx

dτ
= δP n(x, y)− βQn(x, y) + ϕ(x, y),

dy

dτ
= −γP n(x, y) + αQn(x, y) + ψ(x, y).

(1.1.20)
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Çäåñü

P n(x, y) = Pn(αx+ βy, γx+ δy),

Qn(x, y) = Qn(αx+ βy, γx+ δy),

ϕ(x, y) = δϕ(αx+ βy, γx+ δy)− βψ(αx+ βy, γx+ δy),

ψ(x, y) = −γϕ(αx+ βy, γx+ δy) + αψ(αx+ βy, γx+ δy).

(1.1.21)

Ïóñòü âîïðåêè óòâåðæäåíèþ òåîðåìû
{
δP n(x, y)− βQn(x, y) ≡ 0,

−γP n(x, y) + δQn(x, y) ≡ 0.
(1.1.22)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà αδ − βγ 6= 0 èç ñèñòåìû (1.1.22) ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî

|P n(x, y)|+ |Qn(x, y)| ≡ 0. (1.1.23)

Ðàâåíñòâî (1.1.23) ñ ó÷åòîì (1.1.21) îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

|Pn(x, y)|+ |Qn(x, y)| ≡ 0,

÷òî ñ î÷åâèäíîñòüþ ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.1.5. Êàêèå áû n + 1 ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.1.9)

íè âçÿòü, ãäå Pn(x, y) è Qn(x, y) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n íàä ïîëåì
R, ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâå ïðÿìûå, íà êîòîðûõ ýòà
ñèñòåìà èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ ðàáîòå [81], ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (1.1.9)
ïðåîáðàçîâàíèå x = y, y = x + my, ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ ïðÿìóþ èçî-
êëèíó, íà êîòîðîé ñèñòåìà (1.1.9) èíäóöèðóåò íàïðàâëåíèåm, â èçîêëèíó
áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìû





dx

dt
= Qn(x, y)−mP n(x, y),

dy

dt
= P n(x, y),

(1.1.24)

ãäå P n(x, y) = Pn(y, x+my), Qn(x, y) = Qn(y, x+my).
Èçîêëèíà áåñêîíå÷íîñòè Qn(x, y) − mP n(x, y) = 0 ñèñòåìû (1.1.24)

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íå âûøå n-ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ýòà ñèñòåìà èìååò íå áîëåå n ïðÿìûõ èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1.1.4. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ôàçîâûõ òðàåêòî-
ðèé ñèñòåìû (1.1.9) èìååò íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðÿìûõ
ñ îäíèì è òåì æå óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Â ñòàòüå [82] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå 1, ÿâëÿþùååñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 1.1.5 ïðè n = 3.

Òåîðåìà 1.1.6. Ïóñòü ïðÿìàÿ l1 ïðîõîäèò ÷åðåç n îñîáûõ òî÷åê
A1, A2, ..., An ñèñòåìû (1.1.9), è l2 � ïðÿìàÿ èçîêëèíà ýòîé æå ñèñòå-
ìû, ïðè÷åì Ai 6∈ l2, i = 1, n. Òîãäà ñèñòåìà (1.1.9) èíäóöèðóåò îäíî
è òî æå íàïðàâëåíèå íà ïðÿìûõ l1 è l2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.3 ïðÿìàÿ l1 ÿâëÿåòñÿ èçî-
êëèíîé ñèñòåìû (1.1.9). Îáîçíà÷èì ÷åðåç m1 è m2 íàïðàâëåíèÿ, èíäóöè-
ðîâàííûå ñèñòåìîé (1.1.9) íà ïðÿìûõ l1 è l2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî m1 6= m2. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ x = x + y, y =

m1x+m2y ïåðåâåäåì ïðÿìóþ l1 â èçîêëèíó íóëÿ l1 : a1x+ b1y + c1 = 0,
à ïðÿìóþ l2 � â èçîêëèíó áåñêîíå÷íîñòè l2 : a2x + b2y + c2 = 0 äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû





dx

dt
= (a2x+ b2y + c2)P n−1(x, y),

dy

dt
= (a1x+ b1y + c1)Qn−1(x, y),

(1.1.25)

ãäå P n−1(x, y), Qn−1(x, y) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n− 1.

Èç âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.1.25) ñëåäóåò, ÷òî ïðÿ-
ìîé l1 ïðèíàäëåæàò n îñîáûõ òî÷åê ýòîé ñèñòåìû â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè l1 ∩ l2 6= ∅. Íî ïî óñëîâèþ l1 è l2 íå ïåðåñåêàþòñÿ â îñîáîé
òî÷êå, à çíà÷èò, íå ïåðåñåêàþòñÿ â îñîáîé òî÷êå ïðÿìûå l1 è l2. Ïîëó÷åí-
íîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 1.1.3. Òåîðåìà 4.5 [81] ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû
1.1.6. Âïðî÷åì, è òåîðåìà 2.9 [81] òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.6.
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1.2 Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èçîêëèíû äèôôåðåíöèàëüíîé ñè-
ñòåìû íà ïëîñêîñòè ñ ïîëèíîìàìè ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè
â ïðàâûõ ÷àñòÿõ

Ñðåäè âñåõ ïðÿìîëèíåéíûõ èçîêëèí ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé 




dx

dt
=

n∑
i+j=0

aijx
iyj ≡ P (x, y),

dy

dt
=

n∑

i+j=0

bijx
iyj ≡ Q(x, y),

(1.2.1)

ãäå
(P,Q) = 1, degP = degQ = n, n ≥ 2, (1.2.2)

âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èçîêëèíû.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (1.2.2), è ýòî íå

áóäåì îãîâàðèâàòü êàæäûé ðàç.
Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü ïðÿìûå l1 : y − kx − b1 = 0 è l2 : y −

kx − b2 = 0, ãäå b1 6= b2, ÿâëÿþòñÿ èçîêëèíàìè ñèñòåìû (1.2.1), m1 è
m2 � íàïðàâëåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ýòîé ñèñòåìîé íà ïðÿìûõ l1 è l2
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì m1 6= m2. Òîãäà k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèé
n-îé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî λ

an,0 + an−1,1λ+ an−2,2λ
2 + ...+ a1,n−1λ

n−1 + a0,nλ
n = 0, (1.2.3)

bn,0 + bn−1,1λ+ bn−2,2λ
2 + ...+ b1,n−1λ

n−1 + b0,nλ
n = 0. (1.2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y − kx− b = 0 � èçîêëèíà ñèñòåìû (1.2.1).
Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Q(x, kx+ b) ≡ mP (x, kx+ b), (1.2.5)

ãäå m � íàïðàâëåíèå, èíäóöèðîâàííîå ñèñòåìîé (1.2.1) íà ïðÿìîé y −
kx− b = 0.

Òàê êàê l1 è l2 � èçîêëèíû ñèñòåìû (1.2.1), òî èç (1.2.5) ïîëó÷àåì
òîæäåñòâà

Q(x, kx+ b1) ≡ m1P (x, kx+ b1), (1.2.6)
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Q(x, kx+ b2) ≡ m2P (x, kx+ b2). (1.2.7)

Ñ ó÷åòîì (1.2.6) è (1.2.7) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

Q(x, y) ≡ m1P (x, y) + (y − kx− b1)Rn−1(x, y), (1.2.8)

Q(x, y) ≡ m2P (x, y) + (y − kx− b2)Sn−1(x, y), (1.2.9)

ãäå Rn−1, Sn−1 � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n− 1.

Èç (1.2.8) è (1.2.9) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(m1 −m2)P (x, y) ≡ (y − kx− b2)Sn−1(x, y)− (y − kx− b1)Rn−1(x, y).

(1.2.10)

Ïðè y = kx+ b1 èç (1.2.10) ïîëó÷àåì

(m1 −m2)P (x, kx+ b1) ≡ (b1 − b2)Sn−1(x, kx+ b1). (1.2.11)

Èç (1.2.11) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè xn â ìíîãî÷ëåíå P (x, kx+ b1)

ðàâåí íóëþ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

P (x, kx+ b) = f0(b)x
n + f1(b)x

n−1 + ...+ fn−1(b)x+ fn(b), (1.2.12)

Q(x, kx+ b) = g0(b)x
n + g1(b)x

n−1 + ...+ gn−1(b)x+ gn(b), (1.2.13)

ãäå fi, gi (i = 0, 1, ..., n) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè i îòíîñèòåëüíî b, ïðè÷åì

f0(b) = an,0 + an−1,1k + an−2,2k
2 + ...+ a1,n−1k

n−1 + a0,nk
n,

g0(b) = bn,0 + bn−1,1k + bn−2,2k
2 + ...+ b1,n−1k

n−1 + b0,nk
n.

Òàêèì îáðàçîì, èç (1.2.12) ñëåäóåò, ÷òî f0(b) = 0 è â ñèëó (1.2.6) è
(1.2.7) g0(b) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Åñëè íåò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.2.3)
è (1.2.4), òî ó ñèñòåìû (1.2.1) íåò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èçîêëèí,
íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçM(k) � ìíîæåñòâî ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿ-
ìûõ èçîêëèí ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì k, ïðè÷åì õîòÿ áû íà äâóõ ïðÿ-
ìûõ l1, l2 ∈M(k) ñèñòåìà (1.2.1) èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ.

Òàê êàê óðàâíåíèÿ (1.2.3) è (1.2.4) èìåþò íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òî èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 1.2.1. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2.1) èìå-
åò íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ M(k).

Òåîðåìà 1.2.2. ×èñëî îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.2.1) íà ïðÿìîé l ∈
M(k) íå ïðåâîñõîäèò n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1.2.1) èìååò íà ïðÿ-
ìîé l n îñîáûõ òî÷åê. Òàê êàê âñå ïðÿìûå ìíîæåñòâàM(k) ïàðàëëåëüíû
ìåæäó ñîáîé, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.6 íà âñåõ ïðÿìûõ ìíîæåñòâà M(k)

ñèñòåìà (1.2.1) èíäóöèðóåò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñâîéñòâó ìíîæåñòâà M(k). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.2.3. Åñëè ñèñòåìà (1.2.1) èìååò n2 îñîáûõ òî÷åê, òî
ëþáàÿ åå ïðÿìàÿ èçîêëèíà ïðîõîäèò ÷åðåç n îñîáûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l : ax + by + c = 0 � èçîêëèíà ñèñòåìû
(1.2.1). Òîãäà, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1.1 ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñèñòåìó:





dx

dt
= (ax+ by + c)Pn−1(x, y),

dy

dt
=

n∑

i+j=0

bijx
iyj,

(1.2.14)

ãäå Pn−1(x, y) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1.

Èç âèäà ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.2.14) ñëåäóåò,
÷òî, ïðè íàëè÷èè ó äàííîé ñèñòåìû n2 îñîáûõ òî÷åê, ñèñòåìà




ax+ by + c = 0,
n∑

i+j=0
bijx

iyj = 0,

èìååò ðîâíî n ðåøåíèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 1.2.2. Åñëè âî ìíîæåñòâåM âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòå-

ìû (1.2.1) íàéäóòñÿ äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå l1 è l2, íà êîòîðûõ (1.2.1)
èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, òî ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê ýòîé ñèñòå-
ìû ìåíüøå n2.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåì 1.2.2 è 1.2.3.
Òåîðåìà 1.2.4. Ïóñòü M(k1,m1)

(
M(k2,m2)

)
� ìíîæåñòâî, ñî-

ñòîÿùåå èç n ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû
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(1.2.1) ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì k1(k2), íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî îä-
íî è òî æå íàïðàâëåíèå m1(m2). Òîãäà ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû
(1.2.1) íå ïðåâîñõîäèò 2n+ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êàæäóþ ïðÿìóþ ìíîæåñòâàM(k1,m1) ïå-
ðåñåêàþò âñå ïðÿìûå ìíîæåñòâàM(k2,m2), òî ñèñòåìà (1.2.1) èìååò ðîâ-
íî n2 îñîáûõ òî÷åê. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.3 êàæäàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà
ñèñòåìû (1.2.1) ïðîõîäèò ÷åðåç n îñîáûõ òî÷åê. Ïóñòü l � ïðÿìàÿ èçî-
êëèíà ñèñòåìû (1.2.1), ïðè÷åì l 6∈M(k1,m1)∪M(k2,m2). Òîãäà ñîãëàñíî
òåîðåìå 1.1.5 íà l èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m 6= m1,2. Ïî òåîðåìå 1.1.2
l ïåðåñåêàåò êàæäóþ ïðÿìóþ èç ìíîæåñòâ M(k1,m1) è M(k2,m2) â îñî-
áîé òî÷êå Ajs = lm1

j ∩ lm2
s , ãäå lm1

j ∈ M(k1,m1), lm2
s ∈ M(k2,m2), j, s ∈

{1, 2, ..., n}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aj1s1

è Ajnsn � äâå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (1.2.1),
ðàñïîëîæåííûå íà l, ïðè÷åì âñå îñòàëüíûå n− 2 îñîáûõ òî÷åê, ïðèíàä-
ëåæàùèõ èçîêëèíå l, ðàñïîëîæåíû ìåæäó òî÷êàìè Aj1s1

è Aj2s2
. Òàê êàê

Aj1s1
= lm1

j1
∩ lm2

s1
, Ajnsn = lm1

jn
∩ lm2

sn
, òî ïðÿìûå lm1

j1
, lm1

jn
, lm2
s1
, lm2
sn

îáðàçó-
þò ïàðàëëåëîãðàìì, äèàãîíàëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [Aj1s1

, Ajnsn]

ïðÿìîé l. Íî ó ïàðàëëåëîãðàììà ðîâíî äâå äèàãîíàëè. Ñëåäîâàòåëüíî,
êðîìå ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâóM(k1,m1)∪M(k2,m2),
ñèñòåìà (1.2.1) ìîæåò èìåòü íå áîëåå äâóõ ïðÿìûõ èçîêëèí, à çíà÷èò, îá-
ùåå ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí íå ïðåâîñõîäèò 2n+ 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.2.4 ÷èñëî ïðÿ-
ìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.2.1) ðàâíî 2n + 2 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ïðÿìûå âî ìíîæåñòâàõ M(k1,m1) è M(k2,m2) ðàâíîóäàëåííûå.

Ñëåäñòâèå 1.2.3. Ïóñòü M(ki,mi) � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ïà-
ðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.2.1) ñ óãëîâûì êî-
ýôôèöèåíòîì ki, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå
mi. Òîãäà i ≤ 2.

Äàííîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.4.
Ñëåäñòâèå 1.2.4.Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2.4, è ïðè

ýòîì ñèñòåìà (1.2.1) èìååò ðîâíî 2n+2 ïðÿìûõ èçîêëèí, òî ïðè n íå÷åò-
íîì íà äâóõ ïðÿìûõ èçîêëèíàõ l1 è l2, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó
M(k1,m1) ∪ M(k2,m2), èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, à ïðè
÷åòíîì n � îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå.
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Â ñàìîì äåëå, ïðè íå÷åòíîì n ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ â îñîáîé
òî÷êå, à âñå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (1.2.1) � ïðîñòûå. Ïðè n ÷åòíîì �
ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, íå ÿâëÿþùåéñÿ îñîáîé äëÿ ñèñòåìû
(1.2.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.1.2 íà l1 è l2 èíäóöèðîâàíî îäíî è
òî æå íàïðàâëåíèå.

Ñëåäñòâèå 1.2.5. Ïóñòü M(k1, k1)
(
M(k2, k2)

)
� ìíîæåñòâî, ñîñòî-

ÿùåå èç n ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñèñòåìû
(1.2.1) ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì k1(k2). Òîãäà ïðè n íå÷åòíîì ÷èñëî
èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñèñòåìû (1.2.1) íå ïðåâîñõîäèò 2n+ 2, à ïðè ÷åò-
íîì n � 2n+ 1.

Ïðèìåð 1. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= x(x− 1)(x− 2),

dy

dt
= y(y − 1)(y − 2),

èìååò, êðîìå øåñòè èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ãëàâíûìè èçî-
êëèíàìè, åùå äâå èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå y = x è y = −x+ 2.

Ïðèìåð 2. Êðîìå î÷åâèäíûõ âîñüìè èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ, äèô-
ôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà





dx

dt
= x(x− 1)(x− 2)(x− 3),

dy

dt
= y(y − 1)(y − 2)(y − 3),

èìååò åùå îäíó èíâàðèàíòíóþ ïðÿìóþ y = x.

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ y = −x + 3 ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé ýòîé æå ñè-
ñòåìû, íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m = 1, òî åñòü îíà íå
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé.

Äàëåå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ïàðàëëåëüíûõ ìåæ-
äó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.2.1).

Ñóùåñòâóþò ñèñòåìû âèäà (1.2.1), èìåþùèå 2n − 1 ïàðàëëåëüíûõ
ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí.

Ïðèìåð 3. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà




dx

dt
= (y − kx− b1)(y − kx− b2) · ... · (y − kx− bn),

dy

dt
= (y − kx− bn+1)(y − kx− bn+2) · ... · (y − kx− b2n−1)(y + x),
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ãäå n ≥ 2, k ∈ R ∧ k 6= −1, bi 6= bj, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3, ..., 2n− 1},
èìååò 2n − 1 ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí, â òîì ÷èñëå
n èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè è n− 1 èçîêëèí íóëÿ.

Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ: êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïàðàë-
ëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.2.1).

Òåîðåìà 1.2.5. Åñëè ñèñòåìà (1.2.1) èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ
òî÷êó, òî ÷èñëî åå ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí íå áîëåå
÷åì 2n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ y = kx + b, ãäå k �
çàäàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé ñèñòåìû (1.2.1). Òî-
ãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (1.2.5), à P (x, kx + b) è Q(x, kx + b) çàäàíû
ôîðìóëàìè (1.2.12) è (1.2.13) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàâåíñòâî (1.2.5) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé

gi(b) = mfi(b), i = 0, 1, ..., n. (1.2.15)

Òàê êàê ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.2.1) âçàèìíî ïðîñòû, òî íå ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∣∣fn(b)
∣∣+
∣∣gn(b)

∣∣ ≡ 0.

Ñ÷èòàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè fn(b) 6≡ 0, èñêëþ÷èìm â ñèñòåìå (1.2.15).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:





gn−1(b)fn(b) = gn(b) · fn−1(b),

gn−2(b)fn(b) = gn(b) · fn−2(b),

.................................

g1(b)fn(b) = gn(b) · f1(b),

g0(b)fn(b) = gn(b) · f0(b).

(1.2.16)

Âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû(1.2.16) íå ìîãóò áûòü òîæäåñòâàìè îòíîñèòåëüíî
b, òàê êàê ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ïðè ëþáîì b ∈ R ïðÿìàÿ y = kx + b �
èçîêëèíà ñèñòåìû (1.2.1). À ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Q(x, y)

P (x, y)
= ϕ(y − kx). (1.2.17)

Íî ïðè âûïîëíåíèè (1.2.17) ñèñòåìà (1.2.1) íå èìååò íè îäíîé îñîáîé òî÷-
êè. Èòàê, â ñèñòåìå (1.2.16) åñòü õîòÿ áû îäíî íåâûðîæäåííîå óðàâíåíèå.
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Òàê êàê íàèâûñøàÿ ñòåïåíü óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.2.16) îòíîñèòåëüíî b
ðàâíà 2n− 1, òî ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñè-
ñòåìû (1.2.1), äåéñòâèòåëüíî, íå ïðåâîñõîäèò 2n− 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.2.6. Êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà èìååò íå áîëåå òðåõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ïðè íàëè÷èè ó íåå õîòÿ áû îäíîé
îñîáîé òî÷êè.

Ñëåäñòâèå 1.2.7. Êóáè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò íå áîëåå ïÿòè ïàðàë-
ëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ïðè íàëè÷èè ó íåå õîòÿ áû îäíîé
îñîáîé òî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà îá îöåíêå ÷èñëà ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé
ïðÿìûõ èçîêëèí êóáè÷åñêîé ñèñòåìû, äîêàçàííàÿ â ñòàòüå [83], ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.2.5.

1.3 Êâàäðàòè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè
ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè èçîêëèíàìè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2.1) ïðè k = 2 :




dx

dt
=

2∑
i+j=0

aijx
iyj,

dy

dt
=

2∑

i+j=0

bijx
iyj.

(1.3.1)

Ñèñòåìà (1.3.1), â ñèëó òåîðåìû 1.2.5 è åå ñëåäñòâèÿ 1.2.6, èìååò íå
áîëåå òðåõ ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì lmj

i ïðÿìóþ li, íà êîòîðîé ñèñòåìà (1.2.1)
èíäóöèðóåò íàïðàâëåíèå mj.

Îòíåñåì âñå ïðÿìûå èçîêëèíû ñ îäèíàêîâûìè âåðõíèìè èíäåêñàìè
ê îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó, à ïðÿìûå ñ ðàçëè÷íûìè íèæíèìè èí-
äåêñàìè áóäåì ñ÷èòàòü íåñîâïàäàþùèìè. Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ
èçîêëèí ñèñòåìû ìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå ïîäìíî-
æåñòâà, â êàæäîì èç êîòîðûõ íå áîëåå äâóõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû
(1.3.1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ïàðàëëåëüíûõ
ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.3.1). Òîãäà ëîãè÷åñêè âîçìîæ-
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íûìè ñïîñîáàìè ðàçáèåíèÿ M íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå ïîäìíî-
æåñòâà áóäóò ñëåäóþùèå:

1) M = {lm1
1 , lm1

2 } ∪ {lm2
3 }, m1 6= m2;

2) M = {lm1
1 } ∪ {lm2

2 } ∪ {lm3
3 }, m1 6= m2, m1 6= m3, m2 6= m3.

Òåîðåìà 1.3.1. Ìíîæåñòâî M , ñîñòîÿùåå èç òðåõ ïàðàëëåëüíûõ
ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.3.1), ïðè íàëè÷èè ó ýòîé ñè-
ñòåìû íå ìåíåå îäíîé îñîáîé òî÷êè ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà íåïóñòûå
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà òîëüêî îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ 1) è
2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.5 âî ìíîæåñòâåM ñóùåñòâó-
þò äâå ïðÿìûå lm1

1 è lm2
2 (m1 6= m2), è ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1.1 âìåñòî

ñèñòåìû (1.3.1) ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó




dx

dt
= (y − kx− b1)(A1x+B1y + C1),

dy

dt
= (y − kx− b2)(A2x+B2y + C2),

(1.3.2)

ãäå A1B2 − A2B1 6= 0.
Ïóñòü lm3

3 ∈M . Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: à)m3 = m1, m3 6=
m2; á) m3 = m2, m3 6= m1; â) m3 6= m1,2.

Â ñëó÷àå à) ñèñòåìà (1.3.2) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó:




dx

dt
= (y − kx− b1), (y − kx− b3),

dy

dt
= (y − kx− b2)(A3x+B3y + C3),

(1.3.3)

ãäå A3 + kB3 6= 0. Â ñëó÷àå á) ñèñòåìà (1.3.2) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
âèäó 




dx

dt
= (y − kx− b1), (A4x+B4y + C4),

dy

dt
= (y − kx− b2)(y − kx− b3),

(1.3.4)

ãäå A4 +B4k 6= 0. (1.3.3) è (1.3.4) ñâèäåòåëüñòâóþò î ðåàëèçàöèè ñïîñîáà
1) ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà M íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæå-
ñòâà.

Ïîêàæåì, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ è ñïîñîá 2) ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà M .
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Òàê êàê lm3
3 � èçîêëèíà ñèñòåìû (1.3.2), ãäåm3 6= m1,2, òî íåïðåìåííî

èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
(A2x+B2y + C2

A1x+B1y + C

)
y=kx+b3

≡ m3. (1.3.5)

Èç òîæäåñòâà (1.3.5) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî A2x+B2y+C2 ≡ α(y−kx−
b3) +m3(A1x+B1y + C1), òî åñòü ñèñòåìà (1.3.2) èìååò âèä:




dx

dt
= (y − kx− b1)(A1x+B1y + C1),

dy

dt
= (y − kx− b2)[α(y − kx− b3) +m3(A1x+B1y + C1)],

(1.3.6)

α,m ∈ Rr {0}.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ y − kx − b3 = 0 � èçîêëèíà ñèñòåìû (1.3.6),

íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãëàâíîé, òî åñòü ñïîñîá 2) ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà M íà
íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà âîçìîæåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.3.2. Åñëè ìíîæåñòâî M , ñîñòîÿùåå èç òðåõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.3.1), ðàçáèòî íà
íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì 1), òî ýòà ñèñòåìà
èìååò ðîâíî ÷åòûðå ïðÿìûå èçîêëèíû.

Â ñàìîì äåëå, ñèñòåìà (1.3.1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê îäíîé èç ñèñòåì
(1.3.3) è (1.3.4). Ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.3.3) (â
ñëó÷àå ñèñòåìû (1.3.4) îíè àíàëîãè÷íû).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà A3 + B3k 6= 0 ñèñòåìà (1.3.3) èìååò äâå îñîáûå
òî÷êè íà ïðÿìîé l : A3x + B3y + C3 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà
(1.3.3) èìååò ïðÿìóþ èçîêëèíó L, íå ÿâëÿþùóþñÿ ãëàâíîé. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1.1.6 L ïåðåñåêàåò l â îäíîé èç äâóõ îñîáûõ òî÷åê, è ïðè ýòîì
ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé ïðÿìîé li : y − kx − bi = 0, i = 1, 3. Ïî òåîðåìå
1.1.2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (1.3.1) èìååò íà L òðè îñîáûå òî÷êè, ÷òî
íåâîçìîæíî äëÿ êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Ñðåäè èçîêëèííûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåìû (1.3.1) (ïî
òåðìèíîëîãèè [84]), ïðèâåäåííûõ â ï. 4 ðàáîòû [84] è ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñëó÷àþ äâóõ îñîáûõ òî÷åê, îòñóòñòâóåò ñåìåéñòâî èçîêëèí, ñîäåðæàùåå
÷åòûðå ïðÿìûå èçîêëèíû, â òîì ÷èñëå òðè, ïàðàëëåëüíûå ìåæäó ñîáîé.

Òåîðåìà 1.3.3. Åñëè ìíîæåñòâî M , ñîñòîÿùåå èç òðåõ ïàðàëëåëü-
íûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.3.1), ðàçáèòî íà íåïå-
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ðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì 2), òî ýòà ñèñòåìà
èìååò ðîâíî øåñòü ïðÿìûõ èçîêëèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lm1
1 , lm2

2 , lm3
3 ∈ M , ïðè÷åì m1 6= m2, m1 6=

m3, m2 6= m3. Òîãäà äëÿ êàæäîé èçîêëèíû lmi

i , i = 1, 3 íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ
èçîêëèíà lmi

ji
, ji 6∈ {1, 2, 3} ñèñòåìû (1.3.1), íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî òî

æå íàïðàâëåíèå mi, ÷òî è íà ïðÿìîé lmi

i . Ïðÿìóþ lmi

ji
íàçîâåì àññîöèè-

ðîâàííîé ñ ïðÿìîé lmi

i . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Âûáåðåì ïðÿìóþ
lms
s , s ∈ {1, 2, 3}, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò àññîöèèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ
èçîêëèíà. Ïîäõîäÿùèì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâåäåì ïðÿìóþ
lms
s â èçîêëèíó áåñêîíå÷íîñòè (ñì. ñëåäñòâèå 1.1.1) ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= (y − kx− bs)2,

dy

dt
= (y − kx− br)(αx+ βy + γ).

(1.3.7)

Ñèñòåìà (1.3.7), êàê ëåãêî âèäåòü, èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó, ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî ñèñòåìà (1.3.1) èìååò òðè ïàðàëëåëüíûå ìåæäó
ñîáîé ïðÿìûå èçîêëèíû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ïðÿìîé èçîêëèíû
lmi

i ∈ M, i = 1, 3, ñóùåñòâóåò àññîöèèðîâàííàÿ ñ íåé ïðÿìàÿ èçîêëèíà
lmi

ji
. Âìåñòå ñ òåì íåò ó ñèñòåìû (1.3.1) ïðÿìîé èçîêëèíû, íåàññîöèèðî-

âàííîé íè ñ îäíîé èç ïðÿìûõ lmi

i ∈ M, i = 1, 3, òàê êàê òàêàÿ ïðÿìàÿ
ïåðåñåêàëà áû âñå òðè ïðÿìûå èç ìíîæåñòâà M . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà (1.3.1) èìååò íà ïðÿìîé íå áîëåå äâóõ
îñîáûõ òî÷åê. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.3.2.Åñëè ñèñòåìà (1.3.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 1.3.3, òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ lmi

i ∈ M, i = 1, 3, ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó
îñîáóþ òî÷êó ñèñòåìû (1.3.1), à àññîöèèðîâàííàÿ ñ íåé ïðÿìàÿ lmi

ji
ïðî-

õîäèò ÷åðåç äâå îñîáûå òî÷êè. Â îáùåì ñèñòåìà (1.3.1) èìååò òðè îñîáûå
òî÷êè.

Çàìå÷àíèå 1.3.3.Èçîêëèííûé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.3.1), ñîîòâåòñòâó-
þùèé ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà M íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíî-
æåñòâà ñïîñîáîì 2) óêàçàí â ðàáîòå [84], à âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âñåõ
ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.3.1), ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó ðàçáèåíèþ ìíî-
æåñòâà M , èçîáðàæåíî â ðàáîòàõ [58,81].
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1.4 Îöåíêà ÷èñëà ïðÿìûõ èçîêëèí êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû

Â äàííîì ïóíêòå äàäèì îöåíêó ÷èñëà ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.3.1)
ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó.

Â ðàáîòå [58] äîêàçàíî, ÷òî èìåííî ïðè íàëè÷èè õîòÿ áû îäíîé îñî-
áîé òî÷êè ñèñòåìà (1.3.1) èìååò íå ìåíåå îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé
èçîêëèíû. Àâòîðîì ñòàòüè [59] äîêàçàíà ëåììà 1, ñîãëàñíî êîòîðîé ÷åðåç
îñîáóþ òî÷êó ñèñòåìû (1.3.1) ïðîõîäèò õîòÿ áû îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà.
Íèæå ìû äîêàæåì òåîðåìó, èç êîòîðîé ñëåäóåò óïîìÿíóòàÿ íàìè ëåì-
ìà 1 [59], à çàòåì âåðíåìñÿ ê âîïðîñó îá îöåíêå ñâåðõó ÷èñëà ïðÿìûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.3.1).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
=

n∑

i=r

Pi(x, y) ≡ P (x, y),

dy

dt
=

n∑
j=s

Qj(x, y) ≡ Q(x, y).

(1.4.1)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (1.4.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (À), åñëè
P è Q � íåîäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû, (P,Q) = 1, degP = degQ = n, n ≥
2, Pi(Qj) îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè i(j), i, j ∈ N .

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü ñèñòåìà (1.4.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (À)
è, êðîìå ýòîãî, Pr(x, y) 6≡ 0, r ≤ s (Qs(x, y) 6≡ 0, s ≤ r). Òîãäà ÷åðåç
òî÷êó (0,0) ïðîõîäèò íå áîëåå ÷åì r + n (s+ n) ïðÿìûõ èçîêëèí.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ Pr(x, y) 6≡ 0, r ≤
s, òàê êàê ñëó÷àé Qs(x, y) 6≡ 0, s ≤ n ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó çàìåíîé
x = y, y = x.

Ïóñòü ïðÿìàÿ y = kx � èçîêëèíà ñèñòåìû (1.4.1), íà êîòîðîé èíäóöè-
ðîâàíî íàïðàâëåíèå m. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî m ∈ R (êîíå÷íîå ÷èñëî),
òàê êàê ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ âñåãäà ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

x = αx+ βy, y = γx+ δy.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Q(x, kx) ≡ mP (x, kx), èç êî-
òîðîãî ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé



27





fr(k) ·m = 0,

..................

fs−1(k) ·m = 0,

fs(k) ·m = gs(k),

...................

fn−1(k) ·m = gn−1(k),

fn(k) ·m = gn(k)

(1.4.2)

Â ñèëó óñëîâèé (A) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî fn(k) 6≡ 0, ïîýòîìó,
èñêëþ÷èâ m â ñèñòåìå (1.4.2), ïîëó÷èì





fr(k) · gn(k) = 0,

.....................................

fs−1(k) · gn(k) = 0,

fs(k) · gn(k) = gs(k) · fn(k),

......................................

fn−1(k) · gn(k) = gn−1(k) · fn(k)

(1.4.3)

çäåñü fi(k), i = r, n (gj(k), j = s, n) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé i è j ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (A) è íåðàâåíñòâó Pr(x, y) 6≡ 0 èç âñåõ óðàâíåíèé
ñèñòåìû (1.4.3) íàèìåíüøóþ ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî k èìååò óðàâíåíèå
fr(k) · gn(k) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû (1.4.3) íå áîëåå
÷åì r + n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.4.1. ×èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.4.1), èíöèäåíò-
íûõ òî÷êå (0; 0), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (A) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
2n−1, ïðè÷åì åñëè r = s, |Pi(x, y)|+ |Qi(x, y)| ≡ 0, i = r + 1, n− 1, r è
n � ÷èñëà ðàçíîé ÷åòíîñòè, òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà
ñèñòåìû (1.4.1), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (0,0).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè r = s = n−1 èç òåîðåìû 1.4.1 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî
ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.4.1), èíöèäåíòíûõ òî÷êå (0,0), íå ïðåâîñõî-
äèò ÷èñëà 2n− 1.

Åñëè r = s, |Pi(x, y)| + |Qi(x, y)| ≡ 0, i = r + 1, n− 1, òî ñèñòåìà
(1.4.3) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå

fr(k)gn(k) = gr(k)fn(k). (1.4.4)
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Óðàâíåíèå (1.4.4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(a0,r·b0,n−a0,n·b0,r)k
n+r+...+(ar,0·bn−1,1+ar−1,1·bn,0−an,0·br−1,1−an−1,1·br,0)k+

+ar,0 · bn,0 − an,0 · br,0 = 0. (1.4.5)

Ïî óñëîâèþ óðàâíåíèå (1.4.5) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íå÷åòíîé ñòåïåíè
îòíîñèòåëüíî k. Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

a0,r · b0,n − a0,n · b0,r 6= 0

óðàâíåíèå (1.4.5) èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü äåéñòâèòåëüíûé, êîòîðîìó
ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.4.1). Åñëè

a0,r · b0,n − a0,n · b0,r = 0,

òî ïðÿìàÿ x = 0 � èçîêëèíà ñèñòåìû (1.4.1). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Çàìå÷àíèå 1.4.1. Â ñòàòüå [85] ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= Pm(x, y) + Pn(x, y),

dy

dt
= Qm(x, y) +Qn(x, y).

(1.4.6)

Äëÿ íåå äîêàçàíî óòâåðæäåíèå: åñëè m è n � ÷èñëà ðàçíîé ÷åòíîñòè,
òî ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó ñèñòåìû (1.4.6) ïðîõîäèò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà
ïðÿìàÿ èçîêëèíà. Ïðè ýòîì åñëè ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.4.6)
âçàèìíî ïðîñòû, òî ÷èñëî òàêèõ èçîêëèí íå ïðåâîñõîäèò m + n. Çäåñü
m,n ∈ N , Pm è Qm, Pn è Qn � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé m è n
ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò èç ðàáîòû [86], ïðèâåäåííûé
íàìè, ÿâëÿåòñÿ â èçâåñòíîì ñìûñëå ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 1.4.1. (r =

s = m, |Pi(x, y)|+ |Qi(x, y)| ≡ 0 ∀i ∈ m+ 1, n− 1).
Çàìå÷àíèå 1.4.2. Ñèñòåìà (1.4.1) ìîæåò íå èìåòü íè îäíîé ïðÿìîé

èçîêëèíû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0, 0) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåî-
ðåìû 1.4.1.

Ïðèìåð 4. Íå ñóùåñòâóåò ïðÿìîé èçîêëèíû, èíöèäåíòíîé òî÷êå
(0, 0), äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû





dx

dt
= x− 3y + x3 − 7x2y − 38xy2 + 420y3,

dy

dt
= x2 − 3xy + 2y2 + x3 − 13xy2 − 12y3.
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Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà (1.4.3) ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå èìååò âèä:

{
(1− 3k)(1− 13k2 − 12k3) = 0,

(1− 3k + 2k2)(1− 7k − 38k2 − 420k3) = 0.
(1.4.7)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.4.7) èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ, íè îäíî èç
êîòîðûõ íå óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíåíèþ ýòîé ñèñòåìû.

Â ðàáîòå [82] îòñóòñòâèå ïðÿìîé èçîêëèíû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñî-
áóþ òî÷êó (0, 0) äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, ïðèâåäåííîé â ïðèìåðå 1,
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè õîòÿ áû îäíîãî èç óðàâíåíèé ýòîé
ñèñòåìû ñîäåðæàòñÿ îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé îäèíàêîâîé ÷åò-
íîñòè. Òåïåðü æå îòâåò íà âîçíèêøèé â [82] âîïðîñ î÷åâèäåí.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñèñòåì âèäà (1.4.1), èìåþùèõ ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-
ëî ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 5. Ïðÿìûå y = 3x, y = −5x, y = 5x, y = −x, y = −10x

ÿâëÿþòñÿ èçîêëèíàìè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= −3x2 − 2xy + y2 + (y + 5x)(y − 5x)(y + 10x),

dy

dt
= −3x2 − 2xy + y2 + 4(y + 5x)(y − 5x)(y + 10x).

Ïðèìåð 6. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= −4x2 − 15xy − 8y2 + 20x3 + 36x2y + 36xy2 + 16y3,

dy

dt
= 5x2 + 15xy + 8y2 − 4x3 − 11x2y − 26xy2 − 16y3,

èìååò ïÿòü ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (0, 0), â òîì ÷èñ-
ëå: x = 0, y = −2x, x = −2y, y = −6x/5, y = −7x/8. Íà-
ïðàâëåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå íà äàííûõ ïðÿìûõ, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
m1 = −1, m2 = −7/6, m3 = −1/3, m4 = −37/64, m5 = −2/3.

Ïðèìåð 7. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= (y − k1x)(y − k2x)

3∑

i=0

fi(x, y) +
7∏

j=3

(y − kjx),

dy

dt
= (y − k1x)(y − k2x)

3∑
i=0

fi(x, y),
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ãäå
7∏
l=1

kl 6= 0, kr 6= ks, åñëè r 6= s, r, s ∈ 1, 7, fi(x, y) � îäíîðîäíûå ìíî-

ãî÷ëåíû ñòåïåíè i, fi(x, y) 6≡ 0 ∀i ∈ 0, 3, èìååò ñåìü ïðÿìûõ èçîêëèí,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, â òîì ÷èñëå: y − ksx = 0, s =

1, 2, y − kjx = 0, j = 3, 7.
Ïðèìåð 8. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
=

3∏
i=1

(y − kix)
2∑
j=0

fj(x, y) +
8∏
s=4

(y − ksx),

dy

dt
=

3∏

i=1

(y − kix)
2∑

j=0

fj(x, y),

ãäå fj(x, y) � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè j, fj(x, y) 6≡ 0 ∀j ∈ 0, 2,
8∏
l=1

kl 6= 0, km 6= kn, åñëè m 6= n, m, n ∈ 1, 8, èìååò âîñåìü ïðÿìûõ

èçîêëèí, â òîì ÷èñëå: y − kix = 0, i = 1, 3, y − ksx = 0, s = 4, 8.
Äàëåå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ÷èñëå ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.3.1).
Â ðàáîòå [81] äîêàçàíà òåîðåìà 2.8, ñîãëàñíî êîòîðîé ÷åðåç îñîáóþ

òî÷êó êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû (1.3.1) ïðîõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïðÿ-
ìàÿ èçîêëèíà. Çàìåòèì, ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû
1.4.1, à òàêæå òåîðåìû 1 [85].

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.8 [81] ïîëó÷åíî òàê íàçûâàåìîå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

(a02b01 − a01b02)k
3 + (a02b10 + a11b01 − a01b11 − a10b02)k

2+

+(a11b10 + a20b01 − a10b11 − a01b20)k + a20b10 − a10b20 = 0
(1.4.8)

ïðÿìûõ èçîêëèí äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû




dx

dt
=

2∑
i+j=1

aijx
iyj,

dy

dt
=

2∑

i+j=1

bijx
iyj,

(1.4.9)

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0).
Óðàâíåíèþ (1.4.8) óäîâëåòâîðÿþò âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ (k) óêà-

çàííûõ ïðÿìûõ èçîêëèí. Î÷åâèäíî, óðàâíåíèå (1.4.8) èìååò íå áîëåå òðåõ
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äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ïðè÷åì åñëè a02b01−a01b02 = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò êîðíþ k =∞, òî ýòî óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé.

Çàìå÷àíèå 1.4.3. Òîò ôàêò, ÷òî ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó êâàäðàòè÷íîé
ñèñòåìû ïðîõîäèò õîòÿ áû îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà äîêàçûâàåòñÿ â ðàáîòàõ
[57�59] èíûì ñïîñîáîì, à èìåííî íà îñíîâå êðèòåðèÿ ðàñïàäåíèÿ êðèâîé
âòîðîãî ïîðÿäêà [86,87].

Ðàññìîòðèì ïðèìåð êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
èìåþùåãî åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ èçîêëèíó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (0; 0).

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dx
=
−3αx2 + αy2 + 4xy − 3y

x2 − 3y2 + 4αxy − 2x+ αy
, (1.4.10)

îäíîé èç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êàðäèîèäà

(x2 + y2)2 − 2x(x2 + y2)− y2 = 0,

èçó÷åíî â ðàáîòå [88].
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.4.8) äëÿ îñîáîé òî÷êè (0, 0) äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.4.10) èìååò âèä:

(9− α2)k3 − 14αk2 + (5 + 3α2)k − 6α = 0. (1.4.11)

Ïðè α = ±3 ñòàðøèé êîýôôèöèåíò â óðàâíåíèè (1.4.11) ðàâåí íóëþ.
Ïîýòîìó x = 0 � èçîêëèíà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.4.10).

Ïðè α = 3 óðàâíåíèå (1.4.10) èìååò åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ èçîêëèíó,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïðè÷åì âñå îñîáûå òî÷êè (1.4.10)
(èõ ðîâíî äâå) ïðèíàäëåæàò ýòîé èçîêëèíå [82].

Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.3.1), èìåþùåé õîòÿ
áû îäíó îñîáóþ òî÷êó. Ïðè ýòîì íå ñóæàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó
(1.4.9), à òàêæå ñ÷èòàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå

∑

i+j=1

(|aij|+ |bij|) > 0,

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé ñèñòåìû (1.4.9).
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Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (1.4.9), èìåþùàÿ òîëüêî îäíó îñîáóþ òî÷êó, èìå-
åò íå áîëåå òðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí, è â ñëó÷àå èõ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà,
âñå îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Åñëè ñèñòåìà èìååò òîëüêî
äâå îñîáûå òî÷êè, òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè ÿâëÿåòñÿ
èçîêëèíîé ñèñòåìû (1.4.9) ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1.2. Êðîìå óêàçàííîé
ïðÿìîé ÷åðåç êàæäóþ îñîáóþ òî÷êó åùå ìîãóò ïðîõîäèòü íå áîëåå äâóõ
ïðÿìûõ èçîêëèí ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.1 (ñì. òàêæå òåîðåìó 2.8 [81]). Ñè-
ñòåìà íå èìååò ïðÿìîé èçîêëèíû, êðîìå óêàçàííûõ ïÿòè. Ïî òåîðåìå
1.3.3 êâàäðàòè÷íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà ìîæåò èìåòü øåñòü ïðÿ-
ìûõ èçîêëèí, åñëè ýòà ñèñòåìà èìååò òðè ïàðàëëåëüíûå ìåæäó ñîáîé
ïðÿìûå èçîêëèíû. Â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà, òî åñòü ÷åòûðåõ îñî-
áûõ òî÷åê êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû î÷åâèäíî, ÷òî îíà èìååò øåñòü ïðÿìûõ
èçîêëèí.

Òåîðåìà 1.4.2. Åñëè ñèñòåìà (1.4.9) èìååò íå ìåíåå òðåõ îñî-
áûõ òî÷åê, òî ëþáàÿ åå ïðÿìàÿ èçîêëèíà ïðîõîäèò õîòÿ áû ÷åðåç îäíó
îñîáóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå òðåõ îñîáûõ òî-
÷åê, òî ïî òåîðåìå 1.1.3 ìîæíî âûáðàòü äâå ïðÿìûå èçîêëèíû l1 è l2
ñèñòåìû (1.4.9), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äâå òî÷êè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
l � ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.4.9), è îíà íå ïðîõîäèò ÷åðåç îñîáóþ
òî÷êó (1.4.9), òî â ñèëó òåîðåìû 1.1.6 íà ïðÿìûõ l1, l2, l3 ñèñòåìà (1.4.9)
èíäóöèðóåò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1.1.5.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.4.3. (Îá îöåíêå ÷èñëà ïðÿìûõ èçîêëèí êâàäðà-
òè÷íîé ñèñòåìû.) Åñëè êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (1.4.9) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

∑
i+j=1

(|aij|+ |bij|) > 0,
∑
i+j=2

(|aij|+ |bij|) > 0,

òî îíà èìååò íå áîëåå øåñòè ïðÿìûõ èçîêëèí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ íàìè âûøå ñëåäó-

åò, ÷òî ñèñòåìà (1.4.9) èìååò íå áîëåå ïÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, åñëè ÷èñëî
åå îñîáûõ òî÷åê íå áîëåå äâóõ. Øåñòü ïðÿìûõ èçîêëèí èìååò ñèñòåìà â
ñëó÷àÿõ òðåõ è ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê, ïðè ýòîì ÷åðåç êàæäóþ îñîáóþ
òî÷êó ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå èçîêëèíû.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà èìååò áîëåå øåñòè ïðÿìûõ èçîêëèí, òîãäà
ïî òåîðåìå 1.4.2 ó ñèñòåìû (1.4.9) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà îñîáàÿ òî÷êà,
÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí. Ïðèøëè ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåîðåìîé 1.4.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.5 Ïðÿìûå èçîêëèíû è êàíîíè÷åñêèå ôîðìû êâàäðàòè÷íîé
ñèñòåìû

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.3.1) ñòàíî-
âèòñÿ òðóäíî ðàçðåøèìîé â îáùåì ñëó÷àå. Çíàíèå óðàâíåíèÿ õîòÿ áû
îäíîé ïðÿìîé èçîêëèíû äåëàåò ýòó çàäà÷ó ðåàëüíî ðàçðåøèìîé áëàãî-
äàðÿ òàê íàçûâàåìûì êàíîíè÷åñêèì ôîðìàì.

Ïîä êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé çàïèñè ñèñòåìû (1.1.1) áóäåì ïîíèìàòü
ôîðìó åå çàïèñè, ïðè êîòîðîé

P (x, y) = (a1x+ b1y + c1)
α1 · ... · (akx+ bky + ck)

αk · P0(x, y)

èëè

Q(x, y) = (m1x+ n1y + l1)
β1 · ... · (msx+ nsy + ls)

βs ·Q0(x, y),

ãäå αi, βj (i = 1, k, j = 1, s) - öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì
k∑
i=1

αi > 0 (èëè
s∑
j=1

βj > 0),

P0(x, y)(Q0(x, y)) � ëèáî ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè, ëèáî ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n ≥ 2, íå èìåþùèé ëèíåéíûõ äåëèòåëåé âèäà ax+ by + c.

Òåîðåìà 1.5.1. Åñëè ñèñòåìà (1.3.1) èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè:
A, B, C, D, òî ïîñðåäñòâîì íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.1.5) ýòó
ñèñòåìó ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:





dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)(a2x+ b2y + c2),

dy

dt
= (a3x+ b3y + c3)(a4x+ b4y + c4).

(1.5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1.2 ëþáàÿ èç ïðÿìûõ: AB,
AC, AD, BC, BD, CD ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé ñèñòåìû (1.3.1). Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ: l1 : AB, l2 : CD, l3 : AC, l4 : BD.
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Â ñèëó òåîðåìû 1.1.6 íà ïðÿìûõ l1 è l2 èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå
m1, à íà ïðÿìûõ l3 è l4 èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m2, ïðè÷åì m1 6= m2

(Ò. 1.1.5). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

x = x+ y, y = m2x+m1y, (1.5.2)

ïîëàãàÿ, ÷òî m1,m2 ∈ R.
Ïðåîáðàçîâàíèå (1.5.2) ïåðåâîäèò l1 è l2 â èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè

a1x + b1y + c1 = 0 è a2x + b2y + c2 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, l3 è l4 � â
èçîêëèíû íóëÿ a3x+ b3y+ c3 = 0 è a4x+ b4y+ c4 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî
åñòü ñèñòåìà (1.3.1) ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (1.5.1).

Åñëè m1 = ∞ (èëè m2 = ∞), òî ïðåîáðàçîâàíèå (1.5.2) ïðèìåò âèä:
x = x+ y, y = m2x (x = x+ y, y = m1x).

Íàêîíåö, åñëè m1 = ∞, m2 = 0, òî ñèñòåìà (1.3.1) ïðèâîäèòñÿ ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó íà îñíîâàíèè òîæäåñòâåííûõ ðàâåíñòâ:

2∑
i+j=0

aijx
iyj ≡ (A1x+B1y + C1)(A2x+B2y + C2),

2∑
i+j=0

bijx
iyj ≡ (A3x+B3y + C3)(A4x+B4y + C4),

ãäå Aix+Biy+Ci = 0 � óðàâíåíèå ïðÿìîé èçîêëèíû li, i = 1, 4 ñèñòåìû
(1.3.1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.5.1. Òåîðåìà 1.5.1 äîêàçàíà â ðàáîòå [57] ñ ïðèìåíåíè-
åì óñëîâèÿ ðàñïàäåíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, à èìåííî ôàêòà íàëè÷èÿ
äâóõ ðàçëè÷íûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λb11 a12 − λb12 a13 − λb13

a12 − λb12 a22 − λb22 a23 − λb23

a13 − λb13 a23 − λb23 a33 − λb33

∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (1.5.3)

Â îáîçíà÷åíèÿõ àâòîðà [57] ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé êâàäðàòè÷íîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû çàïèñàíû â âèäå

P (x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33,

Q(x, y) = b11x
2 + 2b12xy + b22y

2 + 2b13x+ 2b23y + b33.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå (1.1.5), ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1.3.1)
â ñèñòåìó (1.5.1), ìîæíî íàéòè ëèøü ðåøèâ óðàâíåíèå (1.5.3). Îäíàêî èç
ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû (1.5.1) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ m1 è m2, ôèãóðèðóþùèõ â ïðåîáðàçîâàíèè (1.5.2),
íå íóæíî ðåøàòü ãðîìîçäêîãî λ-óðàâíåíèÿ (1.5.3).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè çíà÷åíèå dy/dx â ñèëó ñèñòåìû (1.3.1) â
òî÷êàõ ïðÿìûõ l1 è l3 èëè l2 è l4.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 1.5.1 âïåðâûå äîêàçàíà À.Í. Áåð-
ëèíñêèì, èì æå äîêàçàíà òåîðåìà 1 [57] î ðàñïðåäåëåíèè îñîáûõ òî÷åê
êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíà êàê òåîðåìà
À.Í. Áåðëèíñêîãî.

Òåîðåìà 1.5.2 Ïóñòü ñèñòåìà (1.3.1) èìååò òðè è òîëüêî òðè îñî-
áûå òî÷êè A, B, C. Åñëè ÷åðåç îäíó èç íèõ, íàïðèìåð, ÷åðåç A ïðîõîäÿò
òðè ïðÿìûå èçîêëèíû l1, l2, l3, íà êîòîðûõ ýòà ñèñòåìà èíäóöèðóåò
ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ m1, m2, m3, ñîîòâåòñòâåííî, òî: 1)
ïðÿìàÿ l1, îòëè÷íàÿ îò AB è AC, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC; 2) ÷åðåç
òî÷êè B è C òàêæå ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå èçîêëèíû, íà êîòîðûõ ñè-
ñòåìà (1.3.1) èíäóöèðóåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìûå AB, AC è BC îáîçíà÷èì ÷åðåç l2, l3 è
l4 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ïðÿìàÿ l1 íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç îäíó îñîáóþ
òî÷êó B è C, òî ïî òåîðåìå 1.1.6 íà l1 è l4 èíäóöèðîâàíî îäíî è òî
æå íàïðàâëåíèå m1. Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (1.3.1) ïðåîáðàçîâàíèå (1.5.2),
êîòîðîå ïåðåâîäèò ïðÿìûå l1 è l4 â èçîêëèíó áåñêîíå÷íîñòè, à l2 � â
èçîêëèíó íóëÿ ñèñòåìû:





dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)(a4x+ b4y + c4),

dy

dt
= (a2x+ b2y + c2)(a5x+ b5y + c5).

(1.5.4)

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.5.2) ïðÿìàÿ l1 ïåðå-
øëà â ïðÿìóþ l1: a1x + b1y + c1 = 0, ïðÿìàÿ l2 ïåðåøëà â ïðÿìóþ l2:
a2x + b2y + c2 = 0, l4 ïåðåøëà â ïðÿìóþ l4: a4x + b4y + c4 = 0. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç l5 èçîêëèíó íóëÿ a5x + b5y + c5 = 0 ñèñòåìû (1.5.4). Ïî
óñëîâèþ, íà ïðÿìîé l1 ñèñòåìà (1.3.1) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó
A = l1 ∩ l2 ∩ l3. Ñëåäîâàòåëüíî, íà l1 ñèñòåìà (1.5.4) èìååò åäèíñòâåííóþ
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îñîáóþ òî÷êó A = l1 ∩ l2, ïðè÷åì l1 ‖ l5. Òàê êàê íà l4 ñèñòåìà (1.3.1)
èìååò äâå îñîáûå òî÷êè, òî l4 ∩ l2 6= ∅, l4 ∩ l5 6= ∅. Ïîýòîìó l1 ∩ l4 6= ∅,
à çíà÷èò l1 ∩ l4 6= ∅. Î÷åâèäíî, ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó B = l4 ∩ l5 ñèñòåìû
(1.5.4) ïðîõîäèò òàêæå è ïðÿìàÿ èçîêëèíà l3, â êîòîðóþ ïåðåøëà ïðÿìàÿ
l3 â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.5.2). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ÷åðåç
îñîáóþ òî÷êó B ñèñòåìû (1.3.1) ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå èçîêëèíû, íà êîòî-
ðûõ èíäóöèðîâàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ ýòîé ñèñòåìû.
Çàìåíèâ â ôîðìóëàõ (1.5.2) m2 ÷åðåç m3 è ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó C òàêæå ïðîõîäÿò
òðè ïðÿìûå èçîêëèíû ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ÷åðåç B (ñì. ðèñ.1).

l 1

l 2

l 3

l4

l5

l 6

A

B

C

Ðèñ. 1. ×åðåç òî÷êè B è C ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå èçîêëèíû, íà
êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ

Òåîðåìà 1.5.3. Ïóñòü ñèñòåìà (1.3.1) èìååò òðè è òîëüêî òðè
îñîáûå òî÷êè A, B, C. Åñëè ÷åðåç îäíó èç íèõ, íàïðèìåð, ÷åðåç A ïðî-
õîäÿò äâå è òîëüêî äâå ïðÿìûå èçîêëèíû, ïðè÷åì íà íèõ èíäóöèðîâàíû
ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, òî ÷åðåç îäíó èç äâóõ îñòàëüíûõ îñîáûõ òî÷åê
ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå èçîêëèíû, íà äâóõ èç êîòîðûõ ñèñòåìà (1.3.1)
èíäóöèðóåò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1, l2 è l3 ïðÿìûå AB,AC è BC
ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, l1, l2, l3 � èçîêëèíû ñèñòåìû (1.3.1). Ïóñòü íà
ïðÿìîé li, i = 1, 3 ñèñòåìà (1.3.1) èíäóöèðóåò íàïðàâëåíèå mi.

Ïî óñëîâèþ m1 6= m2 è ÷åðåç òî÷êó A, êðîìå l1 è l2, íå ïðîõîäèò
íè îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà. Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (1.3.1) ïðåîáðàçîâàíèå
(1.5.2), ïåðåâîäÿùåå òî÷êè A, B, C â îñîáûå òî÷êè A,B,C ñîîòâåòñòâåí-
íî, à ïðÿìûå l1, l2, l3 � â ïðÿìûå l1, l2, l3. Ïóñòü ïðÿìàÿ l1(l2) çàäàíà
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óðàâíåíèåì a1x+b1y+c1 = 0 (a2x+b2y+c2 = 0). Èç âèäà ñèñòåìû (1.5.4)
ñëåäóåò, ÷òî l1∩ l2 = A, l1∩ l5 = B, l2 ∩ l4 = C, ãäå l4 : a4x+ b4y+ c4 = 0,

(l5 : a5x+b5y+c5 = 0). Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû
(1.5.4) l4 è l5 íå ìîãóò ñîâïàäàòü. Îíè òàêæå íå ìîãóò áûòü ïàðàëëåëü-
íûìè, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà ïðÿìûõ l1 è l2 ñèñòåìà èìåëà áû
òðè îñîáûå òî÷êè, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû. Òàêèì
îáðàçîì, l4 è l5 ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî â îñîáîé òî÷êå B, ëèáî â îñîáîé òî÷êå
C ñèñòåìû (1.5.4). Âïðî÷åì, åñëè l4 ∩ l5 = B, òî l4 ≡ l3, åñëè l4 ∩ l5 = C,
òî l5 ≡ l3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.5.3 ïðÿìûå èçîêëèíû ñèñòåìû (1.3.1) ðàñïîëî-

æåíû òàê, êàê íà ðèñ.2.

A

B

C

Ðèñ. 2. ×åðåç òî÷êó A ïðîõîäÿò òîëüêî äâå ïðÿìûå èçîêëèíû
è íà ýòèõ ïðÿìûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ. ×åðåç
òî÷êó B ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå èçîêëèíû, ïðè÷åì íà äâóõ èç íèõ
èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå

Òåîðåìà 1.5.4. Ïóñòü ñèñòåìà (1.3.1) èìååò òîëüêî äâå îñîáûå
òî÷êè A è B, ïðè÷åì ÷åðåç îäíó èç íèõ, íàïðèìåð, ÷åðåç A, ïðîõîäèò
òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà. Òîãäà ÷åðåç òî÷êó Â ïðîõîäèò íå áîëåå
äâóõ ïðÿìûõ èçîêëèí ýòîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1 ïðÿìóþ èçîêëèíó AB. Ïî òåî-
ðåìå 1.4.1 ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó B ïðîõîäèò íå áîëåå òðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí
ñèñòåìû (1.3.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, êðîìå ïðÿìîé èçîêëèíû l1, ÷åðåç
òî÷êó B ïðîõîäÿò åùå äâå ïðÿìûå èçîêëèíû l2 è l3. Òîãäà â ñèëó òåî-
ðåìû 1.1.5 ñðåäè ïðÿìûõ l1, l2, l3 ìîæíî âûáðàòü äâå, íà êîòîðûõ ñè-
ñòåìà (1.3.1) èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè
ïîëàãàåì, ÷òî íà ïðÿìûõ l1 è l2 èíäóöèðîâàíû íàïðàâëåíèÿ m1 è m2
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ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì m1 6= m2. Ïðåîáðàçîâàíèå (1.5.2), ïðèìåíåííîå
ê ñèñòåìå (1.3.1), ïåðåâîäèò îñîáóþ òî÷êó A(B) â îñîáóþ òî÷êó A(B), à
ïðÿìûå l1 è l2 â ïðÿìûå l1 : a1x + b1y + c1 = 0 è l2 : a2x + b2y + c2 = 0

ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìû (1.5.4). Èç âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòå-
ìû (1.5.4) ñëåäóåò, ÷òî l1 ∩ l2 = B, l1 ∩ l5 = A, ãäå l5 : a5x+ b5y + c5 = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó A ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûå èçîêëèíû,
à çíà÷èò è ÷åðåç òî÷êó A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.5.4 ñëå-
äóåò, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ ïðÿìûõ èçîêëèí, èíöèäåíòíûõ òî÷êå B, íà ýòèõ
ïðÿìûõ ñèñòåìà (1.3.1) èíäóöèðóåò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå, ò.å. B �
ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.5.4 ñèñòåìà (1.3.1) ìîæåò áûòü
ïðåîáðàçîâàíà â ñèñòåìó





dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)(a2x+ b2y + c2),

dy

dt
= Q2(x, y),

(1.5.5)

èëè 



dx

dt
= ax+ by + c,

dy

dt
= Q2(x, y),

(1.5.6)

ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = x+ y, y = my, (1.5.7)

ãäå m � íàïðàâëåíèå èíäóöèðîâàííîå íà ïðÿìîé AB. Ñèñòåìà (1.5.5)
((1.5.6)) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ÷åðåç òî÷êó B ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûå
èçîêëèíû (îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà). Âïðî÷åì, ñèñòåìà (1.5.5) îõâàòûâàåò
òàêæå è ñëó÷àé, êîãäà ÷åðåç òî÷êó B ïðîõîäèò îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà
AB, ïàðàëëåëüíàÿ âòîðîé ïðÿìîé èçîêëèíå áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 3 � 5).

Òåîðåìà 1.5.5. Ïóñòü ñèñòåìà (1.3.1) èìååò äâå è òîëüêî äâå îñî-
áûå òî÷êè A è B. Åñëè ÷åðåç îäíó èç íèõ, íàïðèìåð, ÷åðåç A ïðîõîäÿò
äâå è òîëüêî äâå ïðÿìûõ èçîêëèíû, ïðè÷åì íà ýòèõ ïðÿìûõ ñèñòåìà
èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, òî ÷åðåç òî÷êó B ïðîõîäÿò: à)
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A B

A B

Ðèñ. 3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.6)

Ðèñ. 4. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.5) â
ñëó÷àå, êîãäà ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó
B ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûå èçîêëèíû

A B

Ðèñ. 5. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.5)
â ñëó÷àå, êîãäà ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó B ïðîõîäèò îäíà ïðÿìàÿ èçî-
êëèíà
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ëèáî òîëüêî äâå ïðÿìûõ èçîêëèíû, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷-
íûå íàïðàâëåíèÿ; á) ëèáî òðè ïðÿìûõ èçîêëèíû, íà äâóõ èç êîòîðûõ
ñèñòåìà (1.3.1) èíäóöèðóåò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó A ïðîõîäÿò äâå è òîëü-
êî äâå ïðÿìûå èçîêëèíû l1 è l2 ≡ AB, íà êîòîðûõ ñèñòåìà (1.3.1) èíäó-
öèðóåò íàïðàâëåíèÿ m1 è m2 ñîîòâåòñòâåííî (m1 6= m2.) Ïðèìåíèì ê ñè-
ñòåìå (1.3.1) ïðåîáðàçîâàíèå (1.5.2), êîòîðîå ïåðåâîäèò ïðÿìûåm1 èm2 â
èçîêëèíó áåñêîíå÷íîñòè l1 : a1x+b1y+c1 = 0 è íóëÿ l2 : a2x+b2y+c2 = 0

ñèñòåìû (1.5.4). Î÷åâèäíî, îñîáóþ òî÷êó A ñèñòåìû (1.3.1) ïðåîáðàçîâà-
íèå (1.5.2) ïåðåâîäèò â îñîáóþ òî÷êó A = l1 ∩ l2. Ïîñêîëüêó íà ïðÿìîé
l2 ðàñïîëîæåíà îñîáàÿ òî÷êà B � îáðàç òî÷êè B, òî B = l2 ∩ l4, ãäå l4
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì a4x+b4y+c4 = 0. Îòíîñèòåëüíî ðàñïîëîæåíèÿ èçî-
êëèíû íóëÿ l5 : a5x+ b5y + c5 = 0 ñèñòåìû (1.5.4) ìîæíî óêàçàòü òîëüêî
äâå âîçìîæíîñòè: 1) ëèáî l2 ≡ l5; 2) ëèáî l4 ∩ l5 = B.

Ëþáîå äðóãîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé l5 íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ñèñòåìà (1.5.4) èìååò ëèáî áîëåå äâóõ îñîáûõ òî÷åê, ëèáî òî÷êå A
èíöèäåíòíû òðè ïðÿìûõ èçîêëèíû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà l4 ∩ l5 = B, l1 ‖ l5 (â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå íà ïðÿìîé l1 ñèñòåìà (1.5.4) èìååò, êðîìå A, åùå îäíó îñîáóþ òî÷-
êó), ìîæíî óòâåðæäàòü: ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.5.5 ñèñòåìà
(1.3.1) ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà ê îäíîé èç êàíîíè÷åñêèõ ôîðì:





dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)(a4x+ b4y + c4),

dy

dt
= (a2x+ b2y + c2)(αa1x+ αb1y + c5),

(1.5.8)

ãäå a1b2 − a2b1 6= 0, a1b4 − a4b1 6= 0, c5 6= αc1 èëè




dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)(a4x+ b4y + c4),

dy

dt
= (a2x+ b2y + c2)

2,

(1.5.9)

ãäå a2bi − aib2 6= 0, i = 1, 4.

Ñèñòåìå (1.5.8) ((1.5.9)) ñîîòâåòñòâóåò ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçî-
êëèí, èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 6 (ðèñ. 7).

Òåîðåìà 1.5.6. Ïóñòü ñèñòåìà (1.3.1) èìååò äâå è òîëüêî äâå îñî-
áûå òî÷êè A è B, è ÷åðåç îäíó èç íèõ, íàïðèìåð, ÷åðåç A ïðîõîäÿò òðè
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A B

A B

Ðèñ. 6. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.8)

Ðèñ. 7. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå
ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.9)

ïðÿìûõ èçîêëèíû, íà êîòîðûõ ñèñòåìà èíäóöèðóåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
íàïðàâëåíèÿ. Òîãäà è ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó B ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûõ èçî-
êëèíû ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó A ïðîõîäÿò ïðÿìûå èçî-
êëèíû l0 ≡ AB, l1 è l2, íà êîòîðûõ ñèñòåìà (1.3.1) èíäóöèðóåò ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ m0, m1 è m2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåîáðàçîâàíèå
(1.5.2) ïåðåâîäèò ïðÿìûå l0, l1 è l2 â ïðÿìûå l0,l1 : a1x + b1y + c1 = 0

è l2 : a2x + b2y + c2 = 0 ñèñòåìû (1.5.4). Ñëåäîâàòåëüíî, îñîáàÿ òî÷-
êà B- îáðàç òî÷êè B, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãëàâíûõ èçîêëèí
l4 : a4x + b4y + c4 = 0 è l5 : a5x + b5y + c5 = 0 ñèñòåìû (1.5.4). Òàê
êàê B ∈ l0, òî, äåéñòâèòåëüíî, ÷åðåç B ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûõ èçîêëèíû
ñèñòåìû (1.5.4), à, ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç òî÷êó B ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûõ
èçîêëèíû ñèñòåìû (1.3.1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.5.6 ãëàâíûå èçîêëèíû ñèñòåìû
(1.5.4) òàê ïåðåñåêàþòñÿ, ÷òî îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì, â êîòîðîì A è
B � ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû.

Ïðåîáðàçîâàíèå (1.5.2) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.5.6 ïðèâîäèò ñèñòåìó
(1.3.1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (1.5.4), à ïðåîáðàçîâàíèå x = x + y, y =

m1x+m0y ïðèâîäèò ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:




dx

dt
= a0x+ b0y + c0,

dy

dt
= (a1x+ b1y + c1)(a5x+ b5y + c5),

(1.5.10)

ãäå a0bi − aib0 6= 0, i = 1, 5.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåì (1.5.4) è (1.5.10) èçîá-
ðàæåíî íà ðèñ. 8.

Òåîðåìà 1.5.7 Åñëè ñèñòåìà (1.3.1) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ



42

A

B

Ðèñ. 8. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ èçîêëèí
ñèñòåì (1.5.4) è (1.5.10)

òî÷êó A, è ÷åðåç íåå ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà,
òî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ x = x+ y, y = my ýòà ñèñòåìà ìîæåò
áûòü ïðèâåäåíà ê îäíîé èç êàíîíè÷åñêèõ ôîðì: (1.5.5), (1.5.6) è





dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)

2,

dy

dt
= Q2(x, y).

(1.5.11)

Ïðè ýòîì â ñèñòåìå (1.5.5) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî îäíî èç óñëî-
âèé: a1b2 − a2b1 = 0 èëè a1b2 − a2b1 6= 0.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.5) èçîáðàæåíî
íà ðèñ. 9-11. Ñèñòåìå (1.5.6) ((1.5.11)) ñîîòâåòñòâóåò âçàèìíîå ðàñïîëî-
æåíèå èçîêëèí, èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 12 (13).

A
A

Ðèñ. 9. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.5)

Ðèñ. 10. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.5)

Îòìåòèì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà A, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 9, 10, 12, ÿâëÿ-
åòñÿ äâóêðàòíîé, íà ðèñ. 11 � ïðîñòîé, íà ðèñ. 13 � ÷åòûðåõêðàòíîé.



43

A

Ðèñ. 11. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.5)

A A

Ðèñ. 12. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.6)

Ðèñ. 13. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.11)

Ïðèìåð 9. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= x2 + (y − 1)2 − 1,

dy

dt
= x2 + (y + 1)2 − 1

èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A(0; 0), ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò îäíà
èçîêëèíà y = 0. Íà íåé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m = 1. Ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ x = x+y, y = y ýòà ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó 




dx

dt
= −4y,

dy

dt
= 2y + x2 + 2xy + 2y2.

Îòñþäà, âïðî÷åì, ñëåäóåò, ÷òî A � äâóêðàòíàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Ìîæíî
òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (1.4.8) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû
èìååò âèä: k3 + 2k = 0, òî åñòü èìååò åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé
êîðåíü, à ýòî ïîäòâåðæäàåò ôàêò èíöèäåíòíîñòè îñîáîé òî÷êå A(0, 0)

îäíîé åäèíñòâåííîé ïðÿìîé èçîêëèíû y = 0.



44

Òåîðåìà 1.5.8. Ïóñòü ñèñòåìà (1.3.1) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ
òî÷êó A, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò ðîâíî äâå ïðÿìûõ èçîêëèíû. Åñëè íà
ýòèõ ïðÿìûõ èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå ïîëÿ ñèñòåìû
(1.3.1), òî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = x+ y, y = my (1.5.12)

ýòà ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (1.5.5), ãäå

a1b2 − a2b1 6= 0.

Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.5) èçîáðàæåíî íà ðèñ.
14.

A

Ðèñ. 14. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.5)

Òåîðåìà 1.5.9. Ïóñòü ñèñòåìà (1.3.1) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ
òî÷êó A, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûõ èçîêëèíû. Åñëè íà ýòèõ
ïðÿìûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, òî ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ (1.5.2) ñèñòåìà (1.3.1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê îäíîé èç
êàíîíè÷åñêèõ ôîðì:





dx

dt
= a1x+ b1y + c1,

dy

dt
= (a2x+ b2y + c2)(a3x+ b3y + c3),

(1.5.13)

ãäå a1b2 − a2b1 6= 0, a1b3 − a3b1 = 0, a2b3 − a3b2 6= 0 èëè




dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)

2,

dy

dt
= (a2x+ b2y + c2)(a3x+ b3y + c3),

(1.5.14)
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ãäå a1b2 − a2b1 6= 0, a1b3 − a3b1 = 0, a2b3 − a3b2 6= 0.

Ñèñòåìå (1.5.13) ((1.5.14)) ñîîòâåòñòâóåò ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçî-
êëèí, èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 15 (ðèñ. 16).

A A

Ðèñ. 15. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.13)

Ðèñ. 16. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.14)

Ïðèìåð 10. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà




dx

dt
= −1− y − xy,

dy

dt
= 1 + y − xy

èìååò òðè ïðÿìûõ èçîêëèíû: y = 0, x = 0, y + 1 = 0 è åäèíñòâåííóþ
îñîáóþ òî÷êó A(0;−1). Íà ïðÿìûõ x = 0, y = 0 ñèñòåìà èíäóöèðóåò
íàïðàâëåíèå m1 = −1, à íà ïðÿìîé y + 1 = 0 � íàïðàâëåíèå m2 = 1.

Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ x = x + y, y = −x + y äàííàÿ
ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó





dx

dt
= x− y − 1,

dy

dt
= (x− y)(x+ y).

Ïðèìåð 11. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà




dx

dt
= −y − x2 + xy,

dy

dt
= −y + x2 + xy

èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A(0; 0), ïðè÷åì êðàòíóþ. Íà ïðÿìûõ
x − 1 = 0, y = 0 ýòà ñèñòåìà èíäóöèðóåò íàïðàâëåíèå m1 = −1, à
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íà ïðÿìîé x = 0 � íàïðàâëåíèå m2 = 1. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
x = x+y, y = −x+y äàííàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:





dx

dt
= −(x+ y)2,

dy

dt
= (y − x)(x+ y + 1).

Âèä ïîñëåäíåé ñèñòåìû ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî òî÷êà A � äâó-
êðàòíàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

Òåîðåìà 1.5.10. Ïóñòü ñèñòåìà (1.3.1) èìååò åäèíñòâåííóþ îñî-
áóþ òî÷êó A, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûõ èçîêëèíû. Åñëè íà
äâóõ èç íèõ ñèñòåìà (1.3.1) èíäóöèðóåò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå, òî
åå ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (1.5.13) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (1.5.2).

Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.13) èçîáðàæåíî íà ðèñ.17.

A

Ðèñ. 17. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.13)

Ïðèìåð 12. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= −x+ y − 2xy,

dy

dt
= −x+ y + 2xy,

èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A(0; 0), ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò òðè
ïðÿìûõ èçîêëèíû: x = 0, y = 0, y − x = 0. Ïðè ýòîì íà îñÿõ êîîðäèíàò
ñèñòåìà èíäóöèðóåò íàïðàâëåíèå m1 = 1, à íà ïðÿìîé y − x = 0 �
íàïðàâëåíèå m2 = −1. Ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.5.10,
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è ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ x = x + y, y = x − y îíà ïðèâîäèòñÿ ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó





dx

dt
= −2y,

dy

dt
= −2(x+ y)(x− y).

Òåîðåìà 1.5.11. Åñëè ÷åðåç åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A ñèñòå-
ìû (1.3.1) ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûõ èçîêëèíû, íà êîòîðûõ ýòà ñèñòåìà
èíäóöèðóåò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, òî ÷åðåç A ïðîõîäèò áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ èçîêëèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû
(1.3.1), è ÷åðåç A ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå èçîêëèíû l1, l2, l3 íà êîòîðûõ
èíäóöèðîâàíû íàïðàâëåíèÿm1,m2,m3 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åìmi 6= mj,

åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3}. Ïðåîáðàçîâàíèå (1.5.2) ïåðåâîäèò ïðÿìóþ l1(l2)

â ïðÿìóþ èçîêëèíó l1 : a1x + b1y + c1 = 0(l2 : a2x + b2y + c2 = 0)

ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìû




dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)(a3x+ b3y + c3),

dy

dt
= (a2x+ b2y + c2)(a4x+ b4y + c4).

(1.5.15)

×åðåç îñîáóþ òî÷êó A � îáðàç òî÷êè A, êðîìå l1 è l2, ïðîõîäèò ïðÿ-
ìàÿ èçîêëèíà l3 � îáðàç ïðÿìîé l3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ èçîêëèíà l4 : a4x+b4y+c4 = 0 ëèáî ïðîõîäèò
÷åðåç A, ëèáî ñîâïàäàåò ñ l2, àíàëîãè÷íî, ïðÿìàÿ èçîêëèíà l3 : a3x +

b3y+ c3 = 0 ëèáî ïðîõîäèò ÷åðåç A, ëèáî ñîâïàäàåò ñ l1. Òàêèì îáðàçîì,
ñèñòåìà (1.5.15) èìååò âèä:





dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)

2,

dy

dt
= (a2x+ b2y + c2)

2,

(1.5.16)

èëè 



dx

dt
= (a1x+ b1y + c1)

2,

dy

dt
= (a2x+ b2y + c2)(a4x+ b4y + c4).

(1.5.17)
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Åñëè îñóùåñòâèòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò â îñîáóþ
òî÷êó A â ñèñòåìàõ (1.5.16) è (1.5.17), òî âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû â ïðàâûõ
÷àñòÿõ óðàâíåíèé ýòèõ ñèñòåì îáðàòÿòñÿ â íóëü. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
ëþáàÿ ïðÿìàÿ y = kx � èçîêëèíà ýòèõ ñèñòåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.16) ((1.5.17)) èçîáðàæå-
íî íà ðèñ. 18 (ðèñ. 19).

A
A

Ðèñ. 18. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.16)

Ðèñ. 19. Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.5.17)

1.6 Ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èçîêëèíû êóáè÷åñêîé äèôôåðåí-
öèàëüíîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1.2.1) ïðè n = 3, à èìåííî ñèñòåìó




dx

dt
=

3∑
i+j=0

aijx
iyj,

dy

dt
=

3∑
i+j=0

bijx
iyj.

(1.6.1)

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.2.7 ñèñòåìà (1.6.1) èìååò íå áîëåå ïÿòè ïàðàë-
ëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðè íàëè÷èè ó íåå õîòÿ áû îäíîé
îñîáîé òî÷êè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïÿòè ïàðàëëåëüíûõ
ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.6.1). Ëîãè÷åñêè âîçìîæíûìè
ñïîñîáàìè ðàçáèåíèÿ M íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà
áóäóò ñëåäóþùèå (ñì. òåîðåìó 1.1.5):
1) M = {lm1

1 , lm1
2 , lm1

3 } ∪ {lm2
4 , lm2

5 }, m1 6= m2;
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2) M = {lm1
1 , lm1

2 , lm1
3 } ∪ {lm2

4 } ∪ {lm3
5 }, mi 6= mj, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3};

3) M = {lm1
1 , lm1

2 } ∪ {lm2
3 , lm2

4 } ∪ {lm3
5 },mi 6= mj, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3};

4) M = {lm1

1 , lm1

2 } ∪ {lm2

3 } ∪ {lm3

4 } ∪ {lm4

5 },mi 6= mj, åñëè i 6= j,

i, j ∈ {1, 2, 3, 4};
5) M =

5⋃
i=1
{lmi

i }, mi 6= mj, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.
Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò íå ìåíåå îäíîé îñî-

áîé òî÷êè è ïÿòü ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí. Òîãäà
ìíîæåñòâîM, ñîñòîÿùåå èç ïÿòè ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ
èçîêëèí ýòîé ñèñòåìû, ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà íåïóñòûå íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà òîëüêî îäíèì èç ñïîñîáîâ 1)�5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèêàêèõ äðóãèõ ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
M íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, êðîìå ñïîñîáîâ 1)�5),
íå ñóùåñòâóåò.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ýòè ñïîñîáû ðåàëèçóþòñÿ.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó





dx

dt
= (y − kx− b1)(y − kx− b2)(y − kx− b3),

dy

dt
= (y − kx− b4)(y − kx− b5)(y − k0x− b6),

(1.6.2)

ãäå bi 6= bj, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, k 6= k0.

Ñèñòåìà (1.6.2) èìååò ïÿòü ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçî-
êëèí, â òîì ÷èñëå òðè èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè è äâå èçîêëèíû íóëÿ, à
òàêæå òðè îñîáûå òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ñïîñîá 1) ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
M ðåàëèçóåòñÿ.

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ è ñïîñîá 2) ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
M íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= (y − kx− b1)(y − kx− b2)(y − kx− b3),

dy

dt
= (y − kx− b4)Q2(x, y).

(1.6.3)

ãäå Q2(x, y) =
2∑

i+j=0
bijx

iyj.
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Ñèñòåìà (1.6.3) èìååò ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èçîêëèíû, â òîì
÷èñëå òðè èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè è îäíà èçîêëèíà íóëÿ. Ïîêàæåì, ÷òî
ñèñòåìà (1.6.3) ìîæåò èìåòü è ïÿòóþ ïðÿìóþ èçîêëèíó y − kx − b = 0,
íå ÿâëÿþùóþñÿ ãëàâíîé.

Ïðÿìàÿ y − kx − b = 0, b 6= bi, ãäå i = 1, 4, ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé
ñèñòåìû (1.6.3), íî íå ãëàâíîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

Q2(x, y) ≡ (y − kx− b)(Ax+By + C) + L, ãäå L ∈ R\{0}. (1.6.4)

Èç (1.6.4) ïîëó÷àåì, ÷òî L = b00 + b01b+ b02b
2, A = b11 + b02k, B = b02,

C = b01 + b02b, òî åñòü ñèñòåìà (1.6.3) èìååò âèä:




dx

dt
= (y − kx− b1)(y − kx− b2)(y − kx− b3),

dy

dt
= (y − kx− b4)[(y − kx− b)(b02y + (b11 + b02k)x+ b01+

+ b02) + b00 + b01b+ b02b
2].

(1.6.5)

Èç (1.6.5) âèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ y − kx − b = 0 � èçîêëèíà ñèñòåìû,
íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãëàâíîé. Òåì ñàìûì äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà M ñïîñîáîì 2).

Ïðèìåð 13.




dx

dt
= (y + x− 1)(y + x− 2)(y + x− 3),

dy

dt
= (y + x− 5)[(y + x− 10)(y − x) + 20].

Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ïÿòü ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçî-
êëèí, â òîì ÷èñëå òðè èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè, îäíà èçîêëèíà íóëÿ è
ïðÿìàÿ y+x− 10 = 0, íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m = 25/6.

Ïîêàæåì âîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâàM ñïîñîáîì 3), äëÿ ÷åãî
ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:





dx

dt
= (y − kx− b1)(y − kx− b2)(Ax+By + C),

dy

dt
= (y − kx− b3)(y − kx− b4)(Rx+Ny +K),

(1.6.6)

ãäå bi � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà, i = 1, 4, AN −BR 6= 0.
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Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (1.6.6) ìîæåò èìåòü ïðÿìóþ èçîêëèíó
l : y − kx− b = 0, b 6= bi, i = 1, 4, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé.

Ïðÿìàÿ l ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé ñèñòåìû (1.6.6) â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà

(
Rx+Ny +K

Ax+By + C

)

y=kx+b
≡ m = const.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò òîæäåñòâî

Rx+Ny +K ≡ α(y − kx− b) +m(Ax+By + C),

òî åñòü ñèñòåìà (1.6.6) èìååò âèä:




dx

dt
= (y − kx− b1)(y − kx− b2)(Ax+By + C),

dy

dt
= (y − kx− b3)(y − kx− b4)[α(y − kx− b)+

+m(Ax+By + C)],

(1.6.7)

ãäå α, m ∈ R\{0}.
Î÷åâèäíî, l � èçîêëèíà ñèñòåìû (1.6.7), è îíà íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîçìîæíîñòè ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà M ñïîñîáîì

4) ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= (y − kx− b1)(y − kx− b2)(Ax+By + C),

dy

dt
= (y − kx− b3)Q2(x, y),

(1.6.8)

ãäå Q2(x, y) =
2∑

i+j=0
bijx

iyj, bi � ïîïàðíî ðàçëè÷íû, i = 1, 3.

Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.8) èíäóöèðóåò íà ïðÿìûõ l4 : y − kx − b4 = 0

è l5 : y − kx − b5 = 0 íàïðàâëåíèÿ m4 è m5 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì
m4 ·m5 6= 0,m4 6= m5, âñå bi � ïîïàðíî ðàçëè÷íû, i = 1, 5.

Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

Q2(x, y)−m4(Ax+By + C) ≡ (y − kx− b4)R1(x, y), (1.6.9)

Q2(x, y)−m5(Ax+By + C) ≡ (y − kx− b5)S1(x, y), (1.6.10)
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ãäå R1 è S1 � ëèíåéíûå ôóíêöèè.
Ðåøèâ ñèñòåìó (1.6.9), (1.6.10) îòíîñèòåëüíî Q2(x, y) è Ax + by + C,

ïîëó÷àåì:

Q2(x, y) ≡ 1

m4 −m5

[
m4(y − kx− b5)S1(x, y)−

−m5(y − kx− b4)R1(x, y)

]
,

(1.6.11)

Ax+By + C ≡ 1

m4 −m5

[
(y − kx− b5)S1(x, y)−

−(y − kx− b4)R1(x, y)

]
.

(1.6.12)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî S1(x, y) = αx+ βy + γ,

R1(x, y) = αx+ βy + ω, γ 6= ω.

Çàìåíà ïåðåìåííîé
dτ =

dt

m4 −m5

ñ ó÷åòîì (1.6.11) è (1.6.12) ïðèäàåò ñèñòåìå (1.6.8) âèä




dx

dτ
= (y − kx− b1)(y − kx− b2)[(y − kx− b5)×

×(αx+ βy + γ)− (y − kx− b4)(αx+ βy + ω)],

dy

dτ
= (y − kx− b3)[m4(y − kx− b5)(αx+ βy + γ)−

−m5(y − kx− b4)(αx+ βy + ω)].

(1.6.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìûå l4 è l5 � èçîêëèíû ñèñòåìû (1.6.13), íî íå
ãëàâíûå. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæåí ñïîñîá 4) ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà M.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:




dx

dt
= (y − kx− b1)P2(x, y),

dy

dt
= (y − kx− b2)Q2(x, y), b1 6= b2,

(1.6.14)

ê êîòîðîé ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ñèñòåìà (1.6.1) â ñèëó òåîðåìû 1.1.5 è
ñëåäñòâèÿ 1.1.1.
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Åñëè ïðÿìûå l3 : y−kx−b3 = 0 è l4 : y−kx−b4 = 0, ãäå bi � ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå ÷èñëà, i = 1, 4, èçîêëèíû ñèñòåìû (1.6.14), òî èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà:

Q2(x, y)−m3P2(x, y) ≡ (y − kx− b3)R1(x, y), (1.6.15)

Q2(x, y)−m4P2(x, y) ≡ (y − kx− b4)S1(x, y), (1.6.16)

ãäå R1 è S1 � ëèíåéíûå ôóíêöèè, m3 6= m4.
Ñ ó÷åòîì (1.6.15) è (1.6.16) è çàìåíû dτ = dt/(m3 − m4) çàïèøåì

ñèñòåìó (1.6.14) â âèäå:




dx

dτ
= (y − kx− b1)[(y − kx− b4)S1(x, y)−
− (y − kx− b3)R1(x, y)] ≡ (y − kx− b1)P 2(x, y),

dy

dτ
= (y − kx− b2)[m3(y − kx− b4)S1(x, y)−
−m4(y − kx− b3)R1(x, y)] ≡ (y − kx− b2)Q2(x, y).

(1.6.17)

Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.17) èìååò ïðÿìóþ èçîêëèíó l5 : y − kx − b5 = 0,

ãäå b5 6= bi, i = 1, 4.

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

Q2(x, y)−m5P 2(x, y) ≡ (y − kx− b5)T1(x, y),

ãäå T1 � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì ñîîòíî-
øåíèå:

(y − kx− b4)S1(x, y) ≡ m4 −m5

m3 −m5
(y − kx− b3)R1(x, y)+

+
1

m3 −m5
(y − kx− b5)T1(x, y).

(1.6.18)

Ïîñëå çàìåíû dµ = dτ/(m3 −m5) ñ ó÷åòîì (1.6.18) ñèñòåìà (1.6.17)
ïðèìåò âèä:




dx

dµ
= (y − kx− b1)[(m4 −m3)(y − kx− b3)R1(x, y)+

+ (y − kx− b5)T1(x, y)],

dy

dµ
= (y − kx− b2)[m5(m4 −m3)(y − kx− b3)R1(x, y)+

+m3(y − kx− b5)T1(x, y)].

(1.6.19)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðÿìûå l3, l4, l5 ÿâëÿþòñÿ èçîêëèíàìè ñèñòåìû
(1.6.19), âìåñòå ñ òåì ýòî íå èçîêëèíû íóëÿ è íå èçîêëèíû áåñêîíå÷íî-
ñòè. Êðîìå ýòîãî, m3,m4,m5 ìîãóò áûòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè, òî åñòü
âîçìîæåí ñïîñîá 5) ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà M. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 14.




dx

dt
= (y − x− 1)(12 + x− 7y − 3x2 + 2xy + y2),

dy

dt
= (y − x− 2)(12 + 26x− 7y + 2x2 − 3xy + y2).

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî, êðîìå ïðÿìî-
ëèíåéíûõ ãëàâíûõ èçîêëèí äàííàÿ ñèñòåìà èìååò åùå òðè èçîêëèíû:
l3 : y − x− 3 = 0, l4 : y − x− 4 = 0, l5 : y − x− 5 = 0, íà êîòîðûõ èíäó-
öèðîâàíû íàïðàâëåíèÿ: m3 = 4/3, m4 = 1, m5 = 3/4 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1.6.2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.6.1 ìíîæåñòâîM ðàç-
áèòî íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì 2) èëè 5).
Òîãäà ñèñòåìà (1.6.1) íå èìååò íè îäíîé ïðÿìîé èçîêëèíû, íå ïðèíàä-
ëåæàùåé ìíîæåñòâó M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ðàçáèòî íà íåïóñòûå íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì 2). Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ðàññìîò-
ðèì âìåñòî ñèñòåìû (1.6.1) ñèñòåìó (1.6.5). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L /∈ M è
L � ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.6.5). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.2.7 L ïåðå-
ñåêàåò âñå ïðÿìûå èç ìíîæåñòâà M. Òàê êàê ïðÿìàÿ y − kx − b = 0

íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé èçîêëèíîé ñèñòåìû (1.6.5), òî íà ïðÿìîé L ñèñòåìà
(1.6.5) èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó
êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû èìåòü íà ïðÿìîé íå áîëåå òðåõ
îñîáûõ òî÷åê. Â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâàM íà íåïóñòûå íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì 5) ïðèõîäèì ê òàêîìó æå ïðîòèâîðå÷èþ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.6.3. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.6.1 ìíîæåñòâîM ðàç-
áèòî íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì 1) èëè 4).
Òîãäà ñèñòåìà (1.6.1) èìååò ðîâíî øåñòü ïðÿìûõ èçîêëèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ðàçáèòî íà íåïóñòûå íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì 1). Òîãäà, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ðàññìîòðåòü âìåñòî ñèñòåìû (1.6.1) ñèñòåìó (1.6.2), êîòîðàÿ èìååò
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ðîâíî øåñòü ïðÿìûõ èçîêëèí è òðè îñîáûå òî÷êè. Î÷åâèäíî, íà ïðÿìûõ
èçîêëèíàõ íóëÿ li : y − kx − bi = 0, i = 4, 5, ñèñòåìà (1.6.2) íå èìååò
îñîáûõ òî÷åê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1.6.2) èìååò ïðÿìóþ èçîêëèíó
L1, íå ÿâëÿþùóþñÿ ãëàâíîé èçîêëèíîé. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.2.7 è òåîðå-
ìû 1.1.2 òî÷êà Ai = li ∩L1, i = 4, 5 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ ñèñòåìû (1.6.2),
ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïóñòü ìíîæåñòâî M ðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå ïîäìíî-
æåñòâà ñïîñîáîì 4). Òîãäà âìåñòî ñèñòåìû (1.6.1) ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó
(1.6.13). Î÷åâèäíî, ïðÿìûå l4 : y − kx − b4 = 0, l5 : y − kx − b5 = 0 �
ïðÿìûå èçîêëèíû ñèñòåìû (1.6.13), ïðè÷åì íà ýòèõ ïðÿìûõ èíäóöèðî-
âàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ ñèñòåìû (1.6.13). Êðîìå ýòîãî, l4 è l5
� íå ãëàâíûå èçîêëèíû ñèñòåìû (1.6.13). Ïîýòîìó, åñëè ïðåäïîëîæèòü
î ñóùåñòâîâàíèè ïðÿìîé èçîêëèíû L2 ñèñòåìû (1.6.13), êîòîðàÿ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ åå èçîêëèíîé áåñêîíå÷íîñòè (ýòà ñèñòåìà óæå èìååò òðè ïðÿìûå
èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè), òî ïî òåîðåìå 1.1.2 è ñëåäñòâèþ 1.2.7 ñèñòåìà
(1.6.13) èìååò íà ïðÿìîé L2 íå ìåíåå ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê. Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò ñâîéñòâó ñèñòåìû (1.6.1) èìåòü íà ïðÿìîé íå áîëåå òðåõ îñîáûõ
òî÷åê. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.6.4. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.6.1 ìíîæåñòâîM ðàç-
áèòî íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì 3). Òîãäà
ñèñòåìà (1.6.1) èìååò ñåìü ïðÿìûõ èçîêëèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ðàçáèòî íà íåïóñòûå íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì 3). Òîãäà âìåñòî ñèñòåìû (1.6.1)
ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó (1.6.7), êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, èìååò ñåìü ïðÿìûõ
èçîêëèí, â òîì ÷èñëå ïÿòü ïðÿìûõ èç ìíîæåñòâà M , îäíó èçîêëèíó áåñ-
êîíå÷íîñòè Ax+By + C = 0 è îäíó èçîêëèíó íóëÿ

α(y − kx− b) +m(Ax+By + C) = 0.

Ïîýòîìó ëþáàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà L3 ñèñòåìû (1.6.7), åñëè áû îíà ñó-
ùåñòâîâàëà è áûëà îòëè÷íà îò óêàçàííûõ ñåìè ïðÿìûõ èçîêëèí, íåïðå-
ìåííî ïåðåñåêàëà áû âñå ïðÿìûå èç ìíîæåñòâà M . Íî ýòî íåâîçìîæíî,
òàê êàê íà L3 ñèñòåìà (1.6.7) íå ìîæåò èìåòü áîëåå òðåõ îñîáûõ òî÷åê.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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1.7 Îöåíêà îáùåãî ÷èñëà ïðÿìûõ èçîêëèí êóáè÷åñêîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

Â ðàáîòàõ [79, 81] ñäåëàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî êóáè÷åñêàÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, îá-
ëàäàåò äåâÿòüþ îñîáûìè òî÷êàìè. Ýòî ïîëîæåíèå ñóùåñòâåííî áûëî èñ-
ïîëüçîâàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ÷èñëå ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòå-
ìû (1.6.1) èç [79, 81]. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äàííîå óòâåðæäå-
íèå î íàëè÷èè äåâÿòè îñîáûõ òî÷åê ó ñèñòåìû (1.6.1), èìåþùåé íå ìåíåå
äåâÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, âåðíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè ïðÿìûõ
èçîêëèí ñèñòåìû íåò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ðàç-
ëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóþò ñèñòåìû âèäà (1.6.1) ñ
äåâÿòüþ è äåñÿòüþ ïðÿìûìè èçîêëèíàìè, íî ñ øåñòüþ è ñåìüþ îñîáûìè
òî÷êàìè.

Òåîðåìà 1.7.1. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ
òî÷êó è íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, òî ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ìåæ-
äó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí íå áîëåå òðåõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåì 1.6.2�1.6.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè
ó ñèñòåìû (1.6.1) ïÿòè ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí è
õîòÿ áû îäíîé îñîáîé òî÷êè, ýòà ñèñòåìà èìååò íå áîëåå ñåìè ïðÿìûõ
èçîêëèí. Ïîýòîìó â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû ñèñòåìà (1.6.1) èìååò íå
áîëåå ÷åòûðåõ ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí.

Ïóñòü âîïðåêè óòâåðæäåíèþ òåîðåìû ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå ïàðàë-
ëåëüíûå ìåæäó ñîáîé ïðÿìûå èçîêëèíû. Ìíîæåñòâî M, ñîñòîÿùåå èç
ýòèõ ÷åòûðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñîãëàñíî [79] ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà íåïó-
ñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà òîëüêî ñëåäóþùèìè òðåìÿ ñïîñî-
áàìè:

a) M = {lm1
1 , lm1

2 , lm1
3 } ∪ {lm2

4 },m1 6= m2;

b) M = {lm1
1 , lm1

2 } ∪ {lm2
3 } ∪ {lm3

4 },mi 6= mj, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3};
c) M =

4⋃
i=1

lmi

i , ãäå âñå mi � ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Òàê êàê ñèñòåìà (1.6.1) èíäóöèðóåò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå íå áî-

ëåå ÷åì íà òðåõ ïðÿìûõ èçîêëèíàõ, òî èç îñòàëüíûõ íå ìåíåå ÷åì ïÿòè
ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.6.1) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà, íà êîòîðîé èí-
äóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m0 6= m1,2. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííàÿ ïðÿìàÿ
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èçîêëèíà â ñëó÷àå à) ïåðåñåêàåò âñå ÷åòûðå, ïàðàëëåëüíûå ìåæäó ñîáîé
ïðÿìûå èçîêëèíû, òî åñòü ñèñòåìà èìååò íà îäíîé ïðÿìîé íå ìåíåå ÷å-
òûðåõ îñîáûõ òî÷åê, ÷òî íåäîïóñòèìî äëÿ ñèñòåìû (1.6.1). Òåì ñàìûì
äîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àé à) íåâîçìîæåí.

Â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâàM ñïîñîáîì b) ñèñòåìà (1.6.1) ïîñðåä-
ñòâîì ïîäõîäÿùåãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
ñèñòåìå:





dx

dt
= (y − kx− b1)(y − kx− b2)(Ax+By + C),

dy

dt
= (y − kx− b3)Q2(x, y),

(1.7.0)

ãäå Q2(x, y) =
2∑

i+j=0
bijx

iyj.

Îáîçíà÷èì ïðÿìûå y−kx−b1 = 0, y−kx−b2 = 0, y−kx−b3 = 0 ÷åðåç
l∞1 , l

∞
2 è l03 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ L : Ax+By +C = 0 ïåðåñåêàåò ïðÿ-

ìûå l∞1 , l∞2 è l03, òàê êàê èíà÷å èìåëè áû ñëó÷àé a). Ñèñòåìà (1.7.0) èìååò
ïðÿìóþ èçîêëèíó lm3

4 (m3 ∈ R\{0}), ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìûì l∞1 , l∞2 , l03. Ïî-
ýòîìó ñèñòåìà (1.7.0) èìååò íà ïðÿìûõ l03 è lm3

4 ïî îäíîé îñîáîé òî÷êå.
Ïóñòü F = l03 ∩ L,G = lm3

4 ∩ L.
Èç íå ìåíåå ÷åì ÷åòûðåõ îñòàëüíûõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.0)

íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà, íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå, îòëè÷-
íîå îò m3. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó G (èíà÷å íà
lm3

4 ðàñïîëîæåíû íå ìåíåå äâóõ îñîáûõ òî÷åê) è ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l03 â
òî÷êå, îòëè÷íîé îò F . Ïîýòîìó ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé íóëÿ (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà l03, êðîìå F åñòü åùå îäíà îñîáàÿ òî÷êà), îáîçíà-
÷èì åå l0G. Ñîãëàñíî [79] íå áîëåå ÷åì íà îäíîé èç îñòàëüíûõ íå ìåíåå ÷åì
òðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.0) èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíåå äâóõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.0), îòëè÷-
íûõ îò ãëàâíûõ, ïåðåñåêàþò l03 â òî÷êå F . Ýòè äâå ïðÿìûå è ïðÿìàÿ l0G
ïåðåñåêàþò õîòÿ áû îäíó èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èçîêëèí áåñêî-
íå÷íîñòè l∞1 è l∞2 â òðåõ îñîáûõ òî÷êàõ. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê l∞1
è l∞2 ïåðåñåêàþòñÿ ñ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà Q2(x, y) = 0 íå áîëåå ÷åì â
äâóõ òî÷êàõ. Òåì ñàìûì äîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
M ñïîñîáîì b).



58

Â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà M íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà ñïîñîáîì ñ) ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå âèäà (1.5.2), ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1.6.1) â ñèñòåìó (1.6.14).
Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèñòåìà (1.6.14) èìååò åùå äâå ïðÿìûå èçîêëèíû
lm3

3 : y − kx − b3 = 0, lm4

4 : y − kx − b4 = 0, êðîìå ïðÿìûõ èçîêëèí
l∞1 : y − kx − b1 = 0, l02 : y − kx − b2 = 0, ãäå âñå bi(i = 1, 4) � ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, ñèñòåìå (1.6.14) ìîæíî ïðèäàòü âèä:





dx

dτ
= (y − kx− b1)[(y − kx− b4)S1(x, y)−

−(y − kx− b3)R1(x, y)],

dy

dτ
= (y − kx− b2)[m3(y − kx− b4)S1(x, y)−

−m4(y − kx− b3)R1(x, y)],

(1.7.1)

ãäå R1 è S1 � ëèíåéíûå ôóíêöèè.
Èç (1.7.1) âèäíî, ÷òî íà êàæäîé èç ïðÿìûõ l∞1 è l02 ðàñïîëîæåíî íå

áîëåå îäíîé îñîáîé òî÷êè. Àíàëîãè÷íî íà êàæäîé èç ïðÿìûõ lm3
3 è lm4

4

ðàñïîëîæåíî íå áîëåå îäíîé îñîáîé òî÷êè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäàÿ èç
íå ìåíåå ÷åì ïÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû ïåðåñåêàåò ïàðàëëåëüíûå
ìåæäó ñîáîé ÷åòûðå ïðÿìûå èçîêëèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîé ïðÿ-
ìîé l∞1 , l

0
2, l

m3
3 , lm4

4 ñèñòåìà (1.7.1) èìååò ðîâíî îäíó îñîáóþ òî÷êó. Ðàñ-
ñìîòðèì îäíó èç ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.1), íå ïðèíàäëåæàùèõ
ìíîæåñòâóM , îáîçíà÷èì åå ÷åðåç LM1

1 . Î÷åâèäíî, íà LM1
1 ñèñòåìà (1.7.1)

èìååò òðè îñîáûå òî÷êè. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî M1 = m4.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îñîáûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà LM1

1 : A = l∞1 ∩
LM1

1 , B = l02 ∩ LM1

1 , C = lm3

3 ∩ LM1

1 . Ïî òåîðåìå 1.1.5 ñðåäè íå ìåíåå ÷åì
÷åòûðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.1), íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó
M, íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ LM2

2 , ãäå M2 6= M1. Òîãäà LM2

2 ïåðåñåêàåò LM1

1 â
îäíîé èç îñîáûõ òî÷åê A, B è C ñèñòåìû (1.7.1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ
áû íà îäíîé èç ïðÿìûõ èçîêëèí l∞1 , l02 è lm3

3 ñèñòåìà (1.7.1) èìååò íå ìåíåå
äâóõ îñîáûõ òî÷åê. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî íà ëþáîé ïðÿìîé
èç ìíîæåñòâàM ñèñòåìà (1.7.1) èìååò ðîâíî îäíó îñîáóþ òî÷êó. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.7.2. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò òðè ïàðàëëåëüíûå ìåæ-
äó ñîáîé ïðÿìûå èçîêëèíû, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå
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íàïðàâëåíèå, òî ëþáàÿ îñîáàÿ òî÷êà ðàñïîëîæåíà íà îäíîé èç ýòèõ
ïðÿìûõ.

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1.1, ñèñòåìó (1.6.1) ìîæíî ïðèâåñòè
ê âèäó:





dx

dt
= (y − kx− b1)(y − kx− b2)(y − kx− b3),

dy

dt
= Q3(x, y),

(1.7.2)

ãäå bi(i = 1, 3) � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà.
Êàê âèäíî èç (1.7.2) ëþáàÿ îñîáàÿ òî÷êà ðàñïîëîæåíà íà îäíîé èç

òðåõ ïðÿìîëèíåéíûõ èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè.
Òåîðåìà 1.7.3. Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò òðè ïàðàëëåëüíûå

ìåæäó ñîáîé ïðÿìûå èçîêëèíû, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî îäíî è òî
æå íàïðàâëåíèå. Òîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò íå áîëåå ñåìè ïðÿìûõ èçî-
êëèí, åñëè õîòÿ áû ÷åðåç îäíó èç îñîáûõ åå òî÷åê ïðîõîäèò íå ìåíåå
äâóõ ïðÿìûõ èçîêëèí, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå íàïðàâ-
ëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò àôôèííîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1.6.1) â ñèñòåìó





dx

dt
= (y − kx)(y − kx− b1)(y − kx− b2),

dy

dt
= (y − k1x)(y − k2x)(Ax+By + C),

(1.7.3)

ãäå b1 · b2 6= 0, b1 6= b2, k1 6= k2, k 6= ki, i = 1, 2.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

l∞1 : y − kx = 0; l∞2 : y − kx− b1 = 0; l∞3 : y − kx− b2 = 0;

l04 : y − k1x = 0; l05 : y − k2x = 0; l06 : Ax+By + C = 0.

Íè îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.7.3), íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãëàâíîé,
íå ïðîõîäèò ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó O(0, 0).

Â ñàìîì äåëå, åñëè áû ñóùåñòâîâàëà ïðÿìàÿ èçîêëèíà y = k3x, íå
ÿâëÿþùàÿñÿ äëÿ ñèñòåìû (1.7.3) ãëàâíîé, òî âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî

(k3 − k1)(k3 − k2)x
2[(A+Bk3)x+ C] ≡

≡ m3(k3 − k)x[(k3 − k)x− b1][(k3 − k)x− b2],
(1.7.4)
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ãäå m3 ∈ R\{0}. Íî ðàâåíñòâî (1.7.4) íå âûïîëíèìî â ñèëó íåðàâåíñòâà
b1 · b2 6= 0.

Åñëè C = 0, òî ñèñòåìà (1.7.4) íå èìååò ïðÿìîé èçîêëèíû, îòëè÷íîé
îò ãëàâíûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òî åñòü ïóñòü ñóùåñòâóåò lm7 �
ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.7.3), íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå
m ∈ R\{0}. Òîãäà ïðèõîäèì ê íåâûïîëíèìîìó ðàâåíñòâó:

(k7 − k1)(k7 − k2)(A+Bk7)x
3 ≡ (k7 − k)[(k7 − k)x− b1][(k7 − k)x− b2]m,

ïîëàãàÿ, ÷òî y − k7x = 0 � óðàâíåíèå èçîêëèíû lm7 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè C = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî. Ïîýòîìó
ïðåäïîëîæèì, ÷òî C 6= 0, òî åñòü ïðÿìàÿ l06 íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò O(0, 0).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà êàæäîé ïðÿìîé èçîêëèíå l04 è l05 ñèñòåìà (1.7.3)
èìååò òðè îñîáûå òî÷êè, ïðè÷åì êàæäàÿ îñîáàÿ òî÷êà ýòîé ñèñòåìû ðàñ-
ïîëîæåíà íà îäíîé èç ïðÿìûõ èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè ïî òåîðåìå 1.7.2.
Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ l06 ïðè C 6= 0 ïðîõîäèò ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïëîñêîñòè,
êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò O(0, 0), òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî l06 ‖ l∞1 .
Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.7.3) èìååò ðîâíî øåñòü ïðÿìûõ èçîêëèí, è âñå
îíè ãëàâíûå èçîêëèíû ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèâ ñóùåñòâîâàíèå
ïðÿìîé èçîêëèíû, íå ÿâëÿþùåéñÿ ãëàâíîé äëÿ ñèñòåìû (1.7.3), ìû òåì
ñàìûì ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåîðåìîé 1.7.2.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ âîçìîæíîñòü äëÿ ïðÿìîé l06 , à èìåííî ñëó-
÷àé åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè èçîêëèíàìè áåñêîíå÷íîñòè, íå ïðîõîäÿ
÷åðåç òî÷êó O(0, 0). Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì W = l06 ∩ l∞1 � îñîáàÿ òî÷êà
ñèñòåìû (1.7.3). Èç (1.7.3) âèäíî, ÷òî íà ïðÿìîé l∞1 ñèñòåìà (1.7.3) èìååò
òîëüêî äâå îñîáûå òî÷êè O(0, 0) è W. Ïîýòîìó ëþáàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà
ñèñòåìû (1.7.3), îòëè÷íàÿ îò ãëàâíûõ åå èçîêëèí, íåïðåìåííî ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó W.

Èçîáðàçèì íà ðèñ. 20 (ðèñ. 21) âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçî-
êëèí ñèñòåìû (1.7.3), êðîìå ïðÿìîé l06.

Íà ðèñ. 20 ïðÿìûå l∞2 è l∞3 ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îò-
íîñèòåëüíî ïðÿìîé l∞1 , à íà ðèñ. 21 � â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî ðàñïîëîæåíà òî÷êà W ñëåâà èëè ñïðàâà îò
òî÷êè O ïðÿìîé èçîêëèííîé ñèñòåìû (1.7.3), ÿâëÿþùåéñÿ ãëàâíîé, ìî-
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l4

l5

A

B
C

D

O

0

0

l 2

l 3

l 1

l4
l5

A

B
C

D

O

0 0

l 2

l 3

l 1

Ðèñ. 20. Ïðÿìûå `∞2 è `∞3 ðàñïîëî-
æåíû â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îò-
íîñèòåëüíî `∞1

Ðèñ. 21. Ïðÿìûå `∞2 è `∞3 ðàñïî-
ëîæåíû â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ
îòíîñèòåëüíî `∞1

æåò áûòü òîëüêî ïðÿìàÿ AC èëè BD, òî åñòü ñèñòåìà (1.7.3) èìååò íå
áîëåå ñåìè ïðÿìûõ èçîêëèí. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.7.4. Ïóñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû
(1.6.1) ðàçáèòî íà ïîäìíîæåñòâà òàê, ÷òî ýëåìåíòàìè îäíîãî è òîãî
æå ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî îäíî
è òî æå íàïðàâëåíèå. Åñëè ñðåäè ýòèõ ïîäìíîæåñòâ åñòü òàêîå, êî-
òîðîå ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ ïðÿìûõ, òî ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ó
ñèñòåìû (1.6.1) ïðè íàëè÷èè ó íåå õîòÿ áû îäíîé îñîáîé òî÷êè íå áî-
ëåå øåñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Mm1
1 � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M âñåõ

ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.6.1), ñîñòîÿùåå èç äâóõ ïðÿìûõ. Îòíîñèòåëü-
íî îñòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ M âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî òðåõýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî;
2) íåò òðåõýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà.
Åñëè íàðÿäó ñMm1

1 ó ñèñòåìû (1.6.1) ñóùåñòâóåò òðåõýëåìåíòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî, òîãäà ñèñòåìó (1.6.1) ïîñðåäñòâîì àôôèííîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:





dx

dt
= (y − k1x− b1)(y − k2x− b2)

2,

dy

dt
= α(y − k3x− b3)(y − k4x− b4)(y − k5x− b5),

(1.7.5)

ãäå α ∈ R\{0}.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

l∞1 : y − k1x− b1 = 0, l∞2 : y − k2x− b2 = 0, l03 : y − k3x− b3 = 0,
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l04 : y − k4x− b4 = 0, l05 : y − k5x− b5 = 0.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: a) l∞1 ‖ l∞2 ; b) l∞1 ∩ l∞2 6= ∅.
Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé a). Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íèêà-

êàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.7.5), îòëè÷íàÿ îò ãëàâíûõ èçîêëèí, íå
ïàðàëëåëüíà íè îäíîé èç ãëàâíûõ èçîêëèí ýòîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå, òî åñòü ïóñòü lm6 � ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.7.5), íà êîòî-
ðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m ∈ R\{0} è êîòîðàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì
y − k6x − b6 = 0, ïðè÷åì k6 = k1. Ïîñêîëüêó õîòÿ áû îäíà èç ïðÿìûõ
èçîêëèí íóëÿ ïåðåñåêàåò îáå ïðÿìûå èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìû
(1.7.5), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1.2 íà ïðÿìîé lm6 ýòà ñèñòåìà èìååò õîòÿ
áû îäíó îñîáóþ òî÷êó. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî âñå îñîáûå
òî÷êè ñèñòåìû (1.7.5) ðàñïîëîæåíû íà èçîêëèíàõ l∞1 è l∞2 . Òàêèì îáðà-
çîì, k6 6= k1. Îòñþäà è èç âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.7.5)
ñëåäóåò, ÷òî k6 6= ki, ∀i ∈ {3, 4, 5}.

Òàê êàê â ñëó÷àå a) ëþáàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.7.5), íå ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ ãëàâíîé, íåïðåìåííî ïåðåñåêàåò âñå åå ãëàâíûå èçîêëèíû, òî
ïðåäïîëîæèì, ÷òî lm6 � îäíà èç òàêèõ èçîêëèí. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ lm6 ñ ïðÿìûìè l∞1 è l∞2 ÷åðåç A è B ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó òîãî,
÷òî lm6 ïåðåñåêàåò âñå èçîêëèíû íóëÿ, à ñèñòåìà (1.7.5) íå èìååò îñîáûõ
òî÷åê, ëåæàùèõ âíå ïðÿìûõ l∞1 è l∞2 , êàæäàÿ èç ïðÿìûõ l03, l04, l05 ïðîõî-
äèò ÷åðåç îäíó èç òî÷åê A è B. Ïðÿìûå l03, l04, l05 � ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
ïîýòîìó äâå èç íèõ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó èç òî÷åê A è B, à òðåòüÿ � ÷åðåç
âòîðóþ îñîáóþ òî÷êó (ñì. ðèñ. 22).

l4

l5

A

B
C

D

0

0

l 2

l 3

l 1

0

l
6

m

E

Ðèñ. 22. Ïðîõîæäåíèå ïðÿìûõ èçîêëèí ÷åðåç îñîáûå òî÷êè

Î÷åâèäíî, ÷åðåç òî÷êó B íå ïðîõîäèò íèêàêàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà, îò-
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ëè÷íàÿ îò èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 22, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòå-
ìà èìåëà áû íà ïðÿìîé l∞1 ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, ÷òî íåäîïóñòèìî äëÿ
êóáè÷åñêîé ñèñòåìû. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå ëþáàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà,
îòëè÷íàÿ îò èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 22, äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
E, A èëè D. Âìåñòå ñ òåì êàæäàÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò, êàê íàìè
óñòàíîâëåíî âûøå, âñå òðè èçîêëèíû íóëÿ. Ïðè ýòîì îäíà èç ýòèõ òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ ðàñïîëîæåíà âíå ïðÿìûõ l∞1 è l∞2 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîé-
ñòâó ñèñòåìû (1.7.5) èìåòü âñå îñîáûå òî÷êè íà ïðÿìûõ l∞1 è l∞2 .

Åñëè áû òî÷êè E è D ëåæàëè ïî îäíó ñòîðîíó îò A èëè òî÷êà C
ëåæàëà ëåâåå òî÷êè B, ìû ðàññóæäàëè áû àíàëîãè÷íî è ïðèøëè áû ê
òàêîìó ïðîòèâîðå÷èþ. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà (1.7.5) â ñëó÷àå
a) íå ìîæåò èìåòü áîëåå øåñòè ïðÿìûõ èçîêëèí.

Ïóñòü äàëåå èìååò ìåñòî ñëó÷àé b). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò
ïðÿìûå èçîêëèíû ñèñòåìû (1.7.5), îòëè÷íûå îò ãëàâíûõ èçîêëèí, è îäíîé
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ lm6 . Îòíîñèòåëüíî ðàñïîëîæåíèÿ lm6 ñóùåñòâóþò
äâå âîçìîæíîñòè: lm6 ïåðåñåêàåò îáå èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè; lm6 ïåðåñå-
êàåò òîëüêî îäíó èç ïðÿìûõ l∞1 è l∞2 . Èç âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé
ñèñòåìû (1.7.5) ñëåäóåò, ÷òî åñëè lm6 ïåðåñåêàåò l∞1 è l∞2 , òî íèêàêàÿ ïðÿ-
ìàÿ èçîêëèíà íóëÿ íå ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé lm6 . Ïîýòîìó ñèñòåìà (1.7.5)
èìååò íå áîëåå øåñòè ïðÿìûõ èçîêëèí.

Ïóñòü lm6 ïåðåñåêàåò òîëüêî îäíó èç ïðÿìûõ l∞1 è l∞2 . Åñëè l∞1 ∩lm6 = A,

lm6 ‖ l∞2 , òî äâå ïðÿìûå èçîêëèíû íóëÿ ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé lm6 , à òðå-
òüÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà íóëÿ ïåðåñåêàåò åå. Î÷åâèäíî, ÷òî íà lm6 ñèñòåìà
(1.7.5) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A. Ïîýòîìó ëþáàÿ äðóãàÿ ïðÿ-
ìàÿ èçîêëèíà (1.7.5) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A è ïåðåñåêàåò äâå ïðÿìûå
èçîêëèíû íóëÿ, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé lm6 . Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ
òåì, ÷òî ñèñòåìà (1.7.5) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê âíå ïðÿìûõ l∞1 è l∞2 . Åñëè
l∞2 ∩ lm6 = A, l∞1 ‖ lm6 , òî ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 2) îòñóòñòâèÿ òðåõýëåìåíòíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà ìíîæåñòâà M. Çäåñü íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ñëó÷àè: ñ) ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíî äâóõýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M, îòëè÷íîå îò
Mm1

1 ; d) íåò íè îäíîãî äâóõýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M,

îòëè÷íîãî îò Mm1
1 .
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Â ñëó÷àå ñ) ñèñòåìó (1.6.1) ïðèâîäèì ê âèäó:




dx

dt
= α(y − k1x− b1)(y − k2x− b2)

2,

dy

dt
= β(y − k3x− b3)(y − k4x− b4)

2.

(1.7.6)

Ïðè íàëè÷èè òðåõ è ìåíüøåãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.7.6)
îòñóòñòâèå ïðÿìîé èçîêëèíû, îòëè÷íîé îò ãëàâíûõ èçîêëèí, î÷åâèäíî.
Ïîýòîìó, ïóñòü ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè. Òîãäà ïðÿìàÿ èçî-
êëèíà ñèñòåìû (1.7.6), îòëè÷íàÿ îò ãëàâíîé èçîêëèíû, äîëæíà ïðîõîäèòü
÷åðåç âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà (âûïóêëîãî èëè íåâûïóêëîãî). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.6) è â ýòîì ñëó÷àå íå áîëåå
øåñòè.

Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé d). Òîãäà ñèñòåìó (1.6.1) ïðèâîäèì ê âèäó:




dx

dt
= (y − k1x− b1)(y − k2x− b2)

2,

dy

dt
= (y − k3x− b3)Q2(x, y),

(1.7.7)

ãäå Q2(x, y) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè.
Åñëè k1 = k2 = k3, òî íà ïðÿìîé l03 : y−k3x− b3 = 0 íåò îñîáûõ òî÷åê

ñèñòåìû (1.7.7), ïîýòîìó ëþáàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà, îòëè÷íàÿ îò ãëàâíûõ
èçîêëèí, åñëè îíà åñòü, ïàðàëëåëüíà òðåì ïðÿìûì l03, l∞1 : y−k1x−b1 = 0,

l∞2 : y − k2x− b2 = 0. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.2.7 ñèñòåìà (1.7.7) èìååò íå
áîëåå ïÿòè ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí.

Ïóñòü äàëåå k1 = k2, k1 6= k3. Òîãäà íà ïðÿìîé l03 ñèñòåìà (1.7.7)
èìååò äâå îñîáûå òî÷êè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì ñèñòåìà íå èìååò
ïðÿìîé èçîêëèíû, ïàðàëëåëüíîé èçîêëèíå íóëÿ l03. Ñëåäîâàòåëüíî, êàêàÿ
áû ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.7.7), îòëè÷íàÿ îò åå ãëàâíûõ èçîêëèí,
íè ñóùåñòâîâàëà, îíà îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò ÷åðåç îäíó èç îñîáûõ òî÷åê
A = l03 ∩ l∞1 è B = l03 ∩ l∞2 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1.7.7) èìååò áîëåå øåñòè ïðÿìûõ èçî-
êëèí. Òîãäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó êóáè÷åñêîé ñèñòåìû ïðî-
õîäèò íå áîëåå ïÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, ìîæíî óòâåðæäàòü: ëèáî ÷åðåç
îäíó èç îñîáûõ òî÷åê A è B ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå èçîêëèíû, îòëè÷íûå
îò ãëàâíûõ èçîêëèí, à ÷åðåç äðóãóþ � íå ìåíåå îäíîé ïðÿìîé èçîêëèíû,
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ëèáî ÷åðåç êàæäóþ èç ýòèõ äâóõ òî÷åê ïðîõîäÿò ïî äâå ïðÿìûå èçîêëè-
íû. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, êîòîðîå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ëèáî íà îäíîé èç èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè l∞1 è l∞2 ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå
îñîáûå òî÷êè, ëèáî ñèñòåìà (1.7.7) èìååò îñîáûå òî÷êè âíå ïðÿìûõ l∞1 è
l∞2 .

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé k1 6= k2, íî k2 = k3 ëèáî k1 = k3. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî l03 ∩ l∞1 = A � åäèíñòâåííàÿ íà ïðÿìîé l03
îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1.7.7). Òàê êàê âñå ïðÿìûå èçîêëèíû, îòëè÷íûå îò
ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.7), ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè îäíîýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M, òî ëþáàÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ ëèáî ïàðàëëåëüíà
ïðÿìîé l03, ëèáî ïåðåñåêàåò åå â òî÷êå A. Íî ïðÿìûõ èçîêëèí, ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìîé l03, íå áîëåå äâóõ, òàê êàê èíà÷å íà ïðÿìîé l∞1 áîëåå òðåõ
îñîáûõ òî÷åê. ×åðåç òî÷êó A ïðîõîäèò òàêæå íå áîëåå äâóõ ïðÿìûõ èçî-
êëèí, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà ïðÿìîé l∞2 ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå
òðåõ îñîáûõ òî÷åê. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïðÿìàÿ l∞2 ïåðåñåêàåòñÿ
ñ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà Q2(x, y) íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíþþ âîçìîæíîñòü âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿ-
ìûõ l∞1 , l∞2 è l03, à èìåííî, A = l03 ∩ l∞1 è B = l03 ∩ l∞2 � îñîáûå òî÷êè
ñèñòåìû (1.7.7). Åñëè A ≡ B, òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.4.1 ÷åðåç òî÷êó
A ïðîõîäèò íå áîëåå ïÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, à äðóãèõ ñèñòåìà íå èìå-
åò. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A è B � íåñîâïàäàþùèå îñîáûå
òî÷êè. Åñëè ÷åðåç îäíó èç îñîáûõ òî÷åê A è B ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûå
èçîêëèíû, îòëè÷íûå îò ãëàâíûõ, òî ÷åðåç äðóãóþ íå ïðîõîäèò íè îäíà
òàêàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà. Â ñàìîì äåëå, åñëè ÷åðåç A ïðîõîäÿò äâå ïðÿ-
ìûå èçîêëèíû, îòëè÷íûå îò l∞1 è l03, à ÷åðåç òî÷êó B ïðîõîäèò õîòÿ áû
îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ãëàâíîé, òî èç ýòèõ òðåõ ïðÿìûõ
õîòÿ áû äâå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, íå ëåæàùåé íà èçîêëèíå l∞1 è l∞2 .
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1.7.1. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò íå ìåíåå ñåìè ïðÿìûõ
èçîêëèí è õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó, òî âî ìíîæåñòâå âñåõ åå ïðÿìûõ
èçîêëèí ñîäåðæàòñÿ ëèøü òðåõýëåìåíòíûå è îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæå-
ñòâà.
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Ïðèìåð 15 [63]. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dy

dx
=
y(y − 1)(y − a)

x(x− 1)(x− a)
, a > 1, a 6= 2,

èìååò ðîâíî ñåìü ïðÿìûõ èçîêëèí (îíè æå èíòåãðàëüíûå ïðÿìûå): x = 0,

x = 1, x = a, y = 0, y = 1, y = a. Ïðè÷åì âñå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ èçîêëèí
ðàçáèòî íà äâà òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâà:

M∞
1 = {x = 0; x = 1;x = a} � ìíîæåñòâî èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè,

M 0
2 = {y = 0; y = 1; y = a} � ìíîæåñòâî èçîêëèí íóëÿ,

M 1
3 = {y = x} � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé

èçîêëèíû, íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m = 1.

Ñëåäñòâèå 1.7.2. Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ôàçîâûõ òðà-
åêòîðèé ñèñòåìû (1.6.1) èìååò âîñåìü èíòåãðàëüíûõ ïðÿìûõ, òî âî ìíî-
æåñòâå åãî ïðÿìûõ èçîêëèí ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå äâóõ òðåõýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 16 [62]. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dy

dx
=
y(y − 1)(3x− 2y − 2)

x(x− 1)(x− 2)

èìååò äåñÿòü ïðÿìûõ èçîêëèí, â òîì ÷èñëå òðè òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíî-
æåñòâà:

M∞
1 = {x = 0; x− 1 = 0; x− 2 = 0},

M 0
2 = {y = 0; y − 1 = 0; 3x− 2y − 2 = 0},

M 1
3 = {y = x; y = x − 1; y = −1

2x + 1} è îäíî îäíîýëåìåíòíîå
ïîäìíîæåñòâî M

1
2
4 = {y = 1

2x}.
Ïðèìåð 17 [62]. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dy

dx
=
y(y − 1)(y − 2)

x(x− 1)(x− 2)

èíòåãðàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðÿìûå: x = 0, x = 1, x = 2, y = 0,

y = 1, y = 2, y = x, y = −x+ 2.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí äàííîãî óðàâíåíèÿ èñ÷åðïûâàåòñÿ
óêàçàííûìè âîñåìüþ èíòåãðàëüíûìè ïðÿìûìè. Îíî èìååò äâà òðåõýëå-
ìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè è ìíîæåñòâî
èçîêëèí íóëÿ, à òàêæå äâà îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâà {y = x} è
{y = −x+ 2}.
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Òåîðåìà 1.7.5. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò òðè ïðÿìûå èçîêëè-
íû, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå, òî ëþáàÿ åå
îñîáàÿ òî÷êà ðàñïîëîæåíà õîòÿ áû íà îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ äàííîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 1.7.2.

Ëåììà 1.7.1. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= (A1x+B1y + C1) · P2(x, y),

dy

dt
= (A2x+B2y + C2) ·Q2(x, y),

(1.7.8)

ãäå P2(x, y) è Q2(x, y) � íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì R ìíîãî÷ëåíû, èìå-
åò ìåíåå äåâÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, åñëè ýòà ñèñòåìà èìååò õîòÿ áû îäíó
îñîáóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòå-
ìû (1.7.8) íå ìåíåå äåâÿòè.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
1) Èçîêëèíà áåñêîíå÷íîñòè l∞1 : A1x+B1y +C1 = 0 è èçîêëèíà íóëÿ

l02 : A2x+B2y + C2 = 0 ïàðàëëåëüíû;
2) l∞1 ∩ l02 6= ∅.
Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1). Òîãäà ïî òåîðåìå 1.2.2 ñèñòåìà (1.7.8)

èìååò íà êàæäîé èç ïðÿìûõ l∞1 è l02 íå áîëåå äâóõ îñîáûõ òî÷åê. Òàê êàê
ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, òî
îíà, êðîìå l∞1 è l02, èìååò åùå íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé èçîêëèíû, ïàðàë-
ëåëüíîé ýòèì äâóì ïðÿìûì. Ïîýòîìó l∞1 è l02 ïåðåñåêàþò íå ìåíåå øåñòè
ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.8).

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.4.1 ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó ñèñòåìû (1.7.8) ïðîõîäèò
íå áîëåå ïÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí. Òàêèì îáðàçîì, äåëàåì âûâîä: à) íà êàæ-
äîé èç ïðÿìûõ l∞1 è l02 ñèñòåìà (1.7.8) èìååò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó;
â) íà êàæäîé èç ïðÿìûõ l∞1 è l02 íàéäåòñÿ îñîáàÿ òî÷êà, êîòîðîé èíöè-
äåíòíû íå ìåíåå òðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí. Ïóñòü A ∈ l∞1 è À � îñîáàÿ òî÷êà
ñèñòåìû (1.7.8), ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò íå ìåíå òðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí.
Òàê êàê, êðîìå l02 ñèñòåìà (1.7.8) íå èìååò íè îäíîé ïðÿìîé èçîêëèíû
íóëÿ, òî ïî òåîðåìå 1.1.2 íà l02 ýòà ñèñòåìà èìååò áîëåå äâóõ îñîáûõ òî-
÷åê. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî ÷òî íà l02 ñèñòåìà (1.7.8) èìååò
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íå áîëåå äâóõ îñîáûõ òî÷åê.
Ïóñòü äàëåå èìååò ìåñòî ñëó÷àé 2). Òàê êàê íà êàæäîé ïðÿìîé ñèñòå-

ìà (1.7.8) èìååò íå áîëåå òðåõ îñîáûõ òî÷åê, òî â ñóììå íà ïðÿìûõ l∞1 è
l02 ñèñòåìà èìååò íå áîëåå ïÿòè. Èçîáðàçèì íà ðèñóíêàõ âñå âîçìîæíûå
êîíôèãóðàöèè îñîáûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðÿìûõ l∞1 è l02.

A

l 2

l 1

0

A B

l 2

l 1

0

Ðèñ. 23. Ðèñ. 24.

A B

l 2

l 1

0

C

A B D

l 2

l 1

0

Ðèñ. 25. Ðèñ. 26.

Â ñëó÷àÿõ êîíôèãóðàöèé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêàõ 23, 24, 26, 27
ëþáàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.7.8), îòëè÷íàÿ îò l∞1 è l02, ïðîõîäèò
òîëüêî ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó A. Åñëè ýòî íå òàê, ïðÿìàÿ èçîêëèíà, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè B è D, ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé l02, òî åñòü èìååì óæå
ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé 1). Íî ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó A ïðîõîäèò íå áîëåå
ïÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, è îáùåå ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.8) íå
áîëåå ïÿòè.

Òàê êàê ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.7.8), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñîáóþ
òî÷êó B, íå ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé l02, à ïðÿìàÿ èçîêëèíà, ïðîõîäÿùàÿ
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A BD

l 2

l 1

0

A B

C

D

l 2

l 1

0

Ðèñ. 27. Ðèñ. 28.

A B

C

D

l 2

l 1

0

A

B

C

D

l 2

l 1

E

0

Ðèñ. 29. Ðèñ. 30.

A

B

C

D

l 2

l 1

E

0

A

B

C

D

l 2

l 1

E

0

Ðèñ. 31. Ðèñ. 32.
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÷åðåç Ñ, íå ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé l∞1 , òî â ñëó÷àå êîíôèãóðàöèè, èçîá-
ðàæåííîé íà ðèñ.25, êðîìå ïðÿìîé BC, êîòîðàÿ, áûòü ìîæåò, ÿâëÿåòñÿ
èçîêëèíîé, ñèñòåìà (1.7.8) ìîæåò èìåòü íå áîëåå ïÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí,
òî åñòü îáùåå ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.8) íå ïðåâîñõîäèò øå-
ñòè.

Â ñëó÷àå êîíôèãóðàöèé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ.28 è 29 âîçìîæíû-
ìè ïðÿìûìè èçîêëèíàìè ñèñòåìû (1.7.8) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå BC, DC è
òå ïðÿìûå. êîòîðûå èíöèäåíòíû òî÷êå A, òî åñòü îáùåå ÷èñëî ïðÿìûõ
èçîêëèí ñèñòåìû íå áîëåå ñåìè. Åñëè èìååò ìåñòî âçàèìíîå ðàñïîëîæå-
íèå ïÿòè îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.7.8) (ñì. ðèñ.30-32), òî îáùåå ÷èñëî
ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû ìåíüøå äåâÿòè. Äåéñòâèòåëüíî, âîçìîæíûìè
ïðÿìûìè èçîêëèíàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå BE,BC,DE,DC,l∞1 ,
l02 è åùå òðè ïðÿìûå èçîêëèíû, óñëîâíî èõ îáîçíà÷èì ÷åðåç L1, L2, L3,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó A. Íà âñåõ òðåõ ïðÿìûõ Li, i = 1, 3, íå
ìîæåò áûòü èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå, òàê êàê â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå âñå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû ïî òåîðåìå 1.7.5 ðàñïîëîæåíû íà
ýòèõ òðåõ ïðÿìûõ, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïóñòü íà äâóõ ïðÿìûõ, íàïðèìåð, L1 è L2 èíäóöèðîâàíî îäíî è òî
æå íàïðàâëåíèå. Òîãäà, õîòÿ áû íà îäíîé èç ïðÿìûõ BE, BC, DE, DC
ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê, ÷òî íåäîïóñòèìî äëÿ êó-
áè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû.

Íàêîíåö, ïóñòü íà âñåõ òðåõ ïðÿìûõ L1, L2, L3 èíäóöèðîâàíû ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ. Òîãäà èìååì ñèòóàöèþ, êîãäà ÷åðåç îñîáóþ
òî÷êó A ïðîõîäÿò ïÿòü ïðÿìûõ èçîêëèí, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ. À òàê êàê ýòà ñèñòåìà (1.7.8) íå èìååò
äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èçîêëèí, òî ñèñòåìà èìååò íà ïðÿìûõ BE,
BC, DE, DC ïÿòü îñîáûõ òî÷åê. Ýòî íåâîçìîæíî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.7.6. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿ-

ìûõ èçîêëèí è õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó, òî âî ìíîæåñòâå åå ïðÿ-
ìûõ èçîêëèí íå ìîæåò áûòü áîëåå îäíîãî îäíîýëåìåíòíîãî ïîäìíî-
æåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âîïðåêè óòâåðæäåíèþ òåîðåìû âî ìíîæå-
ñòâå ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.6.1) èìååòñÿ íå ìåíåå äâóõ îäíîýëåìåíò-
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íûõ ïîäìíîæåñòâ. Âûáåðåì èç íèõ ëþáûå äâà ïîäìíîæåñòâà è îáîçíà÷èì
èõ {lm1

1 } è {lm2
2 }, ãäå m1 6= m2. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.5.2) ñèñòå-

ìà (1.6.1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó (1.6.14), ãäå P2(x, y) è Q2(x, y) �
íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòå-
ïåíè. Ïî ëåììå 1.7.1 òàêàÿ ñèñòåìà èìååò ìåíåå äåâÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí.
Ñëåäîâàòåëüíî. òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.7.7. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò ðîâíî äåâÿòü ïðÿìûõ
èçîêëèí è õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó, òî ìíîæåñòâî âñåõ å¼ ïðÿìûõ
èçîêëèí ñîñòîèò èç òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, â êàæäîì
èç êîòîðûõ òðè ïðÿìûå èçîêëèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n � ÷èñëî âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû
(1.6.1), k � ÷èñëî îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M, ñîñòîÿ-
ùåãî èç n ïðÿìûõ èçîêëèí. Òîãäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.7.1 è òåîðåìû 1.7.6
èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå

n ≡ k(mod 3), k = 0; 1. (1.7.9)

Èç (1.7.9) ïðè n = 9 ñëåäóåò, ÷òî k = 0, òî åñòü ÷èñëî òðåõ ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M ðàâíî 3. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 1.7.8. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò äåñÿòü ïðÿìûõ èçîêëèí

è õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó, òî ìíîæåñòâî ýòèõ äåñÿòè ïðÿìûõ
èçîêëèí ñîñòîèò èç òðåõ òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ è îäíîãî îä-
íîýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 1.7.9. Ïóñòü Mm1
1 è Mm2

2 � ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.6.1), ñîñòîÿùèå èç òðåõ ïðÿìûõ, ïðè-
÷åì m1 è m2 � ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå íà ïðÿìûõ èç
ìíîæåñòâ Mm1

1 è Mm2
2 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò

ìåíåå äåâÿòè îñîáûõ òî÷åê, òî ëèáî ñóùåñòâóþò ïðÿìûå lm1
1 ∈ Mm1

1

è lm2
2 ∈Mm2

2 , òàêèå, ÷òî lm1
1 ‖ lm2

2 , ëèáî õîòÿ áû â îäíîì èç ìíîæåñòâ
Mm1

1 è Mm2
2 íàéäóòñÿ äâå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ â îñîáîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò äâà òðåõ ýëåìåíò-
íûõ ïîäìíîæåñòâàMm1

1 èMm2
2 ìíîæåñòâà âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû
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(1.6.1), òî îíà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ñèñòåìó




dx

dt
= α(y − k1x− b1)(y − k2x− b2)(y − k3x− b3),

dy

dt
= β(y − k4x− b4)(y − k5x− b5)(y − k6x− b6),

(1.7.10)

ãäå α ·β 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, îäíà èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé íóëÿ, à äðóãàÿ � èçîêëèíîé áåñêîíå÷íîñòè,
è íåò äâóõ ïðÿìûõ èçîêëèí íóëÿ èëè èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè, íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ â îñîáîé òî÷êå. Òîãäà íà êàæäîé ïðÿìîé èçîêëèíå ñèñòåìû
(1.7.10) èìååòñÿ òðè îñîáûå òî÷êè, ñðåäè êîòîðûõ íåò îáùèõ äëÿ äâóõ
èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè (èçîêëèí íóëÿ), ò.å. ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû
(1.7.10) ðàâíî äåâÿòè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.7.10. Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò õîòÿ áû îäíó îñî-
áóþ òî÷êó è íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, â òîì ÷èñëå äâå ïàðàë-
ëåëüíûå ïðÿìûå lm1

1 è lm2
2 , íà êîòîðûõ ñèñòåìà èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå

íàïðàâëåíèÿ m1 è m2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ èçî-
êëèíà lm3

3 , ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìûì lm1
1 è lm2

2 , íà êîòîðîé ñèñòåìà (1.6.1)
èíäóöèðóåò íàïðàâëåíèå m3, îòëè÷íîå îò m1 è m2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñèñòåìà (1.6.1) èìååò íå ìåíåå äåâÿòè
ïðÿìûõ èçîêëèí, ïîýòîìó ìíîæåñòâî M âñåõ åå ïðÿìûõ èçîêëèí ñîäåð-
æèò íå áîëåå îäíîãî îäíîýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà è íå ìåíåå òðåõýëå-
ìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Îòíîñèòåëüíî lm1

1 è lm2

2 âîçìîæíû äâà ïðåäïîëîæåíèÿ:
1) îäíà èç íèõ ïðèíàäëåæèò îäíîýëåìåíòíîìó ïîäìíîæåñòâó;
2) îáå ïðÿìûå ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì òðåõýëåìåíòíûì ïîäìíîæå-

ñòâàì ìíîæåñòâà M.

Ïóñòü èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé, à èìåííî, lm1
1 � ýëåìåíò îäíîýëå-

ìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M, à lm2
2 ∈Mm2

2 , ãäå Mm2
2 � òðåõýëå-

ìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâàM. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.5.2)
ïåðåâåäåì lm1

1 â èçîêëèíó áåñêîíå÷íîñòè, à ïðÿìûå ìíîæåñòâà Mm2
2 � â

èçîêëèíó íóëÿ ñèñòåìû:




dx

dt
= (y − kx− b1)P2(x, y),

dy

dt
= (y − kx− b2)(y − k3x− b3)(y − k4x− b4),

(1.7.11)
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ãäå b1 6= b2, P2(x, y) � íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì R ìíîãî÷ëåí âòîðîé
ñòåïåíè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: L∞1 : y − kx − b1 = 0, L0
2 : y − kx − b2 = 0,

L0
3 : y − k3x− b3 = 0, L0

4 : y − k4x− b4 = 0.

Íè îäíà èç ïðÿìûõ L0
3 è L0

4 íå ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé L∞1 . Äîïóñòèì,
÷òî ýòî íå òàê, òî åñòü ïóñòü L0

3 ‖ L∞1 . Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 1.7.1 L0
4 ∩

L∞1 6= ∅, òî åñòü íà ïðÿìîé L∞1 ñèñòåìà (1.7.11) èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.7.1 è òåîðåìå 1.7.6 âî ìíîæåñòâå M âñåõ ïðÿìûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.7.11), êðîìå Mm2

2 èìåþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà
òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâà (îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Mm3

3 è Mm4
4 ), mi 6=

mj, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3, 4}.
Ðàññìîòðèì äâà ïîäìíîæåñòâà {lm1

1 } è Mm3
3 ìíîæåñòâà M. Êàê è ðà-

íåå ïåðåâåäåì ïðÿìóþ lm1
1 â èçîêëèíó áåñêîíå÷íîñòè, à ïðÿìûå èç ìíî-

æåñòâà Mm3
3 â èçîêëèíó íóëÿ ñèñòåìû:





dx

dt
= (y − kx− b1)P̃2(x, y),

dy

dt
= (y − k5x− b5)(y − k6x− b6)(y − k7x− b7),

(1.7.12)

ãäå P̃2(x, y) � íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì R ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè.
Ïî òåîðåìå 1.7.1 âñå òðè ïðÿìûå èçîêëèíû íóëÿ ñèñòåìû (1.7.12) ïðî-

õîäÿò ÷åðåç åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó íà ïðÿìîé L∞1 . Íî ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò òåîðåìå 12 [89]. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîé L∞1 ïàðàëëåëüíà òîëüêî
îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà íóëÿ L0

2 ñèñòåìû (1.7.11). Òàê êàê ÷åðåç îäíó è òó
æå îñîáóþ òî÷êó ñèñòåìû (1.7.11) â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû ïðîõîäèò
òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà íóëÿ è îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà áåñêîíå÷-
íîñòè (ñì. òåîðåìó 12 [89]), òî íà ïðÿìîé L∞1 ñèñòåìà (1.7.11) èìååò äâå
îñîáûå òî÷êè. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå îäíà èç ïðÿìûõ èçîêëèí íóëÿ
ñèñòåìû (1.7.12) ïàðàëëåëüíà L∞1 è âî ìíîæåñòâå Mm4

4 òàêæå íàéäåò-
ñÿ îäíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé L∞1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà
(1.6.1), èìåþùàÿ íå ìåíåå îäíîé îñîáîé òî÷êè è íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿ-
ìûõ èçîêëèí, îáëàäàåò áîëåå ÷åì òðåìÿ ïàðàëëåëüíûìè ìåæäó ñîáîé
ïðÿìûìè èçîêëèíàìè. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåîðåìîé 1.7.1.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-
ìûõ lm1

1 è lm2
2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì îäíîýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ìíî-
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æåñòâà M , íå ðåàëèçóåòñÿ.
Ïóñòü äàëåå èìååò ìåñòî ñëó÷àé 2), òî åñòü lm1

1 ∈ Mm1
1 , lm2

2 ∈ Mm2
2 ,

ãäå Mm1

1 (Mm2

2 ) � òðåõýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M , íà òðåõ
ïðÿìûõ êîòîðîãî èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m1(m2), ïðè÷åì m1 6= m2.

Ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.5.2) ïåðåâåäåì ïðÿ-
ìûå ìíîæåñòâà Mm1

1 â èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè, à ïðÿìûå ìíîæåñòâà
Mm2

2 � â èçîêëèíû íóëÿ ñèñòåìû




dx

dt
= α(y − kx− b1)(y − k2x− b2)(y − k3x− b3)

dy

dt
= β(y − kx− b4)(y − k5x− b5)(y − k6x− b6),

(1.7.13)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:L∞1 : y − kx− b1 = 0, L∞2 : y − k2x− b2 = 0, L∞3 :

y−k3x−b3 = 0, L0
4 : y−kx−b4 = 0, L0

5 : y−k5x−b5 = 0, L0
6 : y−k6x−b6 = 0.

Êàê è â ñëó÷àå 1), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íè îäíà èç ïðÿìûõ L∞2 , L∞3 ,
L0

5, L
0
6 íå ïàðàëëåëüíà ïðÿìûì L∞1 è L0

4. Ðàññìàòðèâàÿ ïàðó ìíîæåñòâ
Mm1

1 è Mm3

3 , ãäå Mm3

3 ÿâëÿåòñÿ òàêæå òðåõýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà M , m1 6= m3, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà èç
Mm3

3 ïàðàëëåëüíà ïðÿìûì L∞1 è L0
4, à îñòàëüíûå äâå ïðÿìûå èçîêëèíû

èç Mm3
3 ïåðåñåêàþò ýòè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èçîêëèíû. Òåîðåìà

äîêàçàíà.
Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.7.10

âûòåêàåò, ÷òî â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû ÷èñëî òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà M íå ìåíåå òð¼õ.

Ïðèìåð 18. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó




dx

dt
= (x− 3)(y − 2)x,

dy

dt
= y

(
y +

2

3
x− 3

)
(y − x− 1).

Êðîìå øåñòè ïðÿìîëèíåéíûõ ãëàâíûõ èçîêëèí äàííàÿ ñèñòåìà èìå-
åò åùå òðè ïðÿìûå èçîêëèíû: y = 1, y = −x + 3, y = 4

3x, íà êîòîðûõ
èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m = 2

3 . Çàìåòèì, ÷òî íà òðåõ ïàðàëëåëüíûõ
ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèíàõ y = 0, y = 1, y = 2 èíäóöèðîâàíû ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, è ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû
1.7.10.
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Ïðèìåð 19. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= y(y + x− 1)(y − x− 2),

dy

dt
= (y − 1)(y + x− 2)(y + 2x),

èìååò äåñÿòü ïðÿìûõ èçîêëèí, â òîì ÷èñëå: òðè èçîêëèíû íóëÿ, òðè èçî-
êëèíû áåñêîíå÷íîñòè, òðè èçîêëèíû: y = 2, y = −x, y = −1

2x+ 1, íà êî-
òîðûõ èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m1 = −1, è îäíà ïðÿìàÿ x = 0, íà êî-
òîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m2 = 1. Â îòëè÷èå îò ñèñòåìû ïðåäû-
äóùåãî ïðèìåðà äàííàÿ ñèñòåìà èìååò äâå òðîéêè ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó
ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 1.7.10. Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû ðàâíî ñåìè.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ïðèìåðîì óìåñòíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î ìàêñè-
ìàëüíîì ÷èñëå òðîåê ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòå-
ìû (1.6.1), âçÿòûõ ïî îäíîé èõ òðåõ ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
M.

Ïîä ñèìâîëîì Mmi

i , êîòîðûé íàìè íåîäíîêðàòíî óïîìèíàëñÿ, áóäåì
ïîíèìàòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû
(1.6.1), ãäå mi � íàïðàâëåíèå, èíäóöèðîâàííîå ýòîé ñèñòåìîé íà ïðÿìûõ
èç ìíîæåñòâà Mmi

i .

Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ
èçîêëèí, âçÿòûõ ïî îäíîé èç ìíîæåñòâMmi

i ,M
mj

j ,Mmk

k , îáîçíà÷èì ÷åðåç
MS

ijk, ïðè÷åì ñ÷èòàåì, ÷òî MS1

ijk 6= MS2

ijk, åñëè s1 6= s2, s1, s2 ∈ N.
Òåîðåìà 1.7.11.Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿ-

ìûõ èçîêëèí è õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó. Òîãäà ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ
âèäà MS

ijk ìíîæåñòâà M íå ïðåâîñõîäèò òðåõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèñòåìû

âèäà (1.6.1), èìåþùèå òðè òðîéêè ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ
èçîêëèí. âçÿòûõ ïî îäíîé èç òðåõ òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà M âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ýòîé æå ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= α(y − k1x− b1)(y − k2x− b2)(y − k3x− b3),

dy

dt
= β(y − k1x− b4)(y − k2x− b5)(y − k3x− b6),

(1.7.14)
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ãäå α · β 6= 0, (b1 − b4)(b2 − b5)(b3 − b6) 6= 0.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:L∞1 : y − k1x − b1 = 0, L∞2 : y − k2x − b2 = 0,

L∞3 : y − k3x − b3 = 0, L0
4 : y − k1x − b4 = 0, L0

5 : y − k2x − b5 = 0,

L0
6 : y − k3x− b6 = 0.

Òàê êàê ñèñòåìà (1.7.14) èìååò íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí è
õîòÿ áû îäíó îñîáóþ òî÷êó, òî ïî òåîðåìå 1.7.10 ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ èçî-
êëèíà Lmk

7 ∈ Mmk

k , òàêàÿ, ÷òî Lmk

7 ‖ L∞1 , òî åñòü âî ìíîæåñòâå M ñó-
ùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî M 1

ijk, ñîñòîÿùåå èç ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé
ïðÿìûõ èçîêëèí L∞1 , L0

4, L
mk
7 . Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ èçîêëèíû L∞2 è

L0
5,à çàòåì L0

3 è L0
6, â ñèëó òåîðåìû 1.7.10 ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî

ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà M 2
ijl è M 3

ijr, ãäå M 2
ijl ñîñòîèò èç ïðÿìûõ

L∞2 , L
0
5, L

ml
8 , à M 3

ijr � èç ìíîæåñòâ L∞3 , L0
6, L

mr
9 . Ñèñòåìà (1.7.14) íå èìååò

ìíîæåñòâà âèäà MS
ijk, îòëè÷íîãî îò òðåõ ìíîæåñòâ M 1

ijk, M
2
ijl, M

3
ijr, ñó-

ùåñòâîâàíèå êîòîðûõ íàìè óñòàíîâëåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå
1.7.1 ëþáàÿ ïðÿìàÿ èç ìíîæåñòâà MS

ijk ïåðåñåêàåò âñå ïðÿìûå ìíîæåñòâ
M 1

ijk, M
2
ijl, M

3
ijr.

Âìåñòå ñ òåì òåîðåìà 12 [89] íå äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ó ñèñòåìû
(1.7.14) îñîáîé òî÷êè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûå èçîêëèíû, íà
êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè-
õîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî íà ïðÿìûõ èç ìíîæåñòâ M 1

ijk,M 2
ijl,M 3

ijr

ñèñòåìà (1.7.14) èìååò äâå îñîáûå òî÷êè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð 20. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= (y − 1)(y − x)(x− 1),

dy

dt
= y(x− 2)(y − x− 1),

èìååò òðè òðîéêè ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí

{y = 0; y = 1; y = 2},

{y − x = 0; y − x− 1 = 0; y − x+ 1 = 0},
{x = 0; x = 1; x = 2}.

Ýòè ïðÿìûå âçÿòû èç ìíîæåñòâ ïðÿìûõ èçîêëèí � áåñêîíå÷íîñòè, íóëÿ
è íàïðàâëåíèÿ m = 2. Ñèñòåìà èìååò øåñòü îñîáûõ òî÷åê.



77

Òåîðåìà 1.7.12. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò ïàðàëëåëüíûå ìåæäó
ñîáîé ïðÿìûå èçîêëèíû l1, l2, l3, òî â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ó ýòîé ñè-
ñòåìû õîòÿ áû îäíîé îñîáîé òî÷êè è íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí
âñå òðè ïðÿìûå li, i = 1, 3, ëèáî ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ïîä-
ìíîæåñòâó Mmj

j ìíîæåñòâà M âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.6.1),
ëèáî îíè ïðèíàäëåæàò òðåì òàêèì ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì.

Äàííàÿ òåîðåìà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.7.10.
Ëåììà 1.7.2. Åñëè ìíîæåñòâî M âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû

(1.6.1) ñîäåðæèò òðè ïîäìíîæåñòâà òèïà MS
ijk, òî M ñîäåðæèò òðè

òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâà òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà,
ïðèíàäëåæàùàÿ îäíîìó èç íèõ, ïàðàëëåëüíà äâóì ïðÿìûì èçîêëèíàì,
âçÿòûì ïî îäíîé èç äâóõ äðóãèõ ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Mα
abc,M

β
def ,M

γ
ghu � ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-

ñòâà M âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.6.1). Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ èçî-
êëèíó lma

1 ∈ Mα
abc. Î÷åâèäíî lma

1 ∈ Mma
a , ãäå Mma

a � òðåõýëåìåíòíîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M, ïðè÷åì íà âñåõ ïðÿìûõ ìíîæåñòâà Mma

a

èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå ma. Ïî òåîðåìå 1.7.1 lma
1 ïåðåñåêàåò âñå ïðÿ-

ìûå èç ìíîæåñòâ Mβ
def è Mγ

ghu. Íî òàê êàê íà ïðÿìîé èçîêëèíå, ïðèíàä-
ëåæàùåé ìíîæåñòâó âèäà MS

ijk, ñèñòåìà èìååò òîëüêî äâå îñîáûå òî÷êè,
òî â ñèëó òåîðåìû 1.1.2 â êàæäîì èç ìíîæåñòâ Mβ

def è Mγ
ghu íàéäåòñÿ

ïî îäíîé ïðÿìîé èçîêëèíå, íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå ma.

Òàêèì îáðàçîì,Mma
a = {lma

1 , lma
2 , lma

3 }, lma
1 ∈Mα

abc, lma
2 ∈Mβ

def , l
ma
3 ∈Mγ

ghu.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òîMmb

b = {lmb

4 , lmb

5 , lmb

6 },
lmb
4 ∈ Mα

abc, lmb
5 ∈ Mβ

def , l
mb
6 ∈ Mγ

ghu, Mmc
c = {lmc

7 , lmc
8 , lmc

9 }, lmc
7 ∈ Mα

abc,
lmc
8 ∈Mβ

def , l
mc
9 ∈Mγ

ghu.

Â ñèëó ââåäåííîãî íàìè îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà MS
i,j,k èìååì: lma

1 ‖
lmb

4 ‖ lmc

7 ; lma

2 ‖ lmb

5 ‖ lmc

8 ; lma

3 ‖ lmb

6 ‖ lmc

9 . Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.7.13. Ïóñòü ìíîæåñòâî M âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñè-

ñòåìû (1.6.1) ñîäåðæèò òðè ïîäìíîæåñòâà òèïà MS
i,j,k. Òîãäà ÷èñëî

ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû ðàâíî äåâÿòè, à êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê
(1.6.1) ðàâíî øåñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.7.2 ñèñòåìó (1.6.1) ìîæíî ïðåîáðà-
çîâàòü â ñèñòåìó (1.7.14) ïîñðåäñòâîì íåîñîáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.5.2).
Âìåñòå ñ òåì ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðÿìîé èçîêëèíû L ñè-
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ñòåìû (1.7.14), íå ïðèíàäëåæàùåé íè îäíîìó èç ïîäìíîæåñòâM 1
ijk,M 2

ijk,
M 3

ijk, äîïóñêàåò íàëè÷èå íà L òðåõ îñîáûõ òî÷åê ýòîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì
õîòÿ áû ÷åðåç îäíó èç ýòèõ òðåõ îñîáûõ òî÷åê ïðîõîäèò ïðÿìàÿ èçîêëè-
íà, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó M 1

ijk ∪M 2
ijk ∪M 3

ijk è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òðè îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (1.7.14). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó ñè-
ñòåìû (1.7.14) èìåòü òîëüêî äâå îñîáûå òî÷êè íà ïðÿìûõ èçîêëèíàõ èç
ïîäìíîæåñòâ MS

ijk, s = 1, 3. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.7.14. Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò õîòÿ áû îäíó îñî-

áóþ òî÷êó, à ìíîæåñòâî M âñåõ åå ïðÿìûõ èçîêëèí ñîäåðæèò õîòÿ
áû îäíî ìíîæåñòâî âèäà MS

i,j,k. Òîãäà ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû
(1.6.1) ìíîæåñòâà M íå ïðåâîñõîäèò äåñÿòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ó ñèñòåìû ìíîæåñòâ âèäà MS
i,j,k òðè, òî ïî

òåîðåìå 1.7.13 ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ðàâíî äåâÿòè. Ïîýòîìó ïîëàãàåì,
÷òî ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ MS

i,j,k ìíîæåñòâà M íå áîëåå äâóõ. Äîïóñòèì,
÷òî ñèñòåìà (1.6.1) èìååò áîëåå äåñÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí. Òîãäà ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 1.7.1 è òåîðåìå 1.7.6 âñå òðè ïîäìíîæåñòâà Mmi

i , Mmj

j , Mmk

k

ìíîæåñòâà M ÿâëÿþòñÿ òðåõýëåìåíòíûìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî M , êðîìå òðåõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ ïîäìíîæåñòâMmi

i ,Mmj

j ,Mmk

k , èìååò åùå õîòÿ áû îäíî òðåõýëåìåíòíîå
ïîäìíîæåñòâî, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåçMmr

r . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâî
âèäà M s

ijk ñîäåðæèò òðè ïàðàëëåëüíûå ìåæäó ñîáîé ïðÿìûå èçîêëèíû,
âçÿòûå ïî îäíîé èç ìíîæåñòâ Mmi

i , Mmj

j , Mmk

k . Ïîýòîìó êàæäàÿ ïðÿìàÿ
èç ìíîæåñòâMmr

r ïåðåñåêàåò âñå òðè ïðÿìûå ìíîæåñòâàM s
ijk, è ñîãëàñíî

òåðåìå 1.1.2 ïðîõîäèò ÷åðåç òðè îñîáûå òî÷êè. Ïî òåîðåìå 12 [89] íèêàêèå
äâå ïðÿìûå èçîêëèíû èç ìíîæåñòâà Mmr

r íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó
æå îñîáóþ òî÷êó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (1.6.1) èìååò äåâÿòü îñîáûõ
òî÷åê. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñî ñëåäñòâèåì 1.2.2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.7.15.Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿ-
ìûõ èçîêëèí. Òîãäà ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê ýòîé ñèñòåìû ðàâíî äåâÿòè,
åñëè âî ìíîæåñòâå M âñåõ åå ïðÿìûõ èçîêëèí íåò äâóõ òðåõýëåìåíò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ Mm1

1 è Mm2
2 , ýëåìåíòû êîòîðûõ � ïðÿìûå lm1

1 è lm2
2

ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå äåâÿòè ïðÿìûõ

èçîêëèí, òî ïî òåîðåìå 12 [89] íåò äâóõ ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðîõîäÿùèõ
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÷åðåç îäíó è òó æå îñîáóþ òî÷êó, è íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî îäíî è òî
æå íàïðàâëåíèå. Ïî óñëîâèþ íåò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èçîêëèí lm1

1

è lm2

2 , íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, ò.å. m1 6= m2.
Òàêèì îáðàçîì, íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.7.9, îòêóäà è ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.7.16.Ïóñòü íèêàêèå äâå ïðÿìûå èçîêëèíû ñèñòåìû (1.6.1),
íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, íå ïàðàëëåëüíû. Òî-
ãäà ÷èñëî òðåõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ 1 ìíîæåñòâàM âñåõ ïðÿìûõ
èçîêëèí ñèñòåìû (1.6.1) íå ïðåâîñõîäèò òðåõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1.6.1) íå èìååò äâóõ
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èçîêëèí, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå
íàïðàâëåíèÿ, íî ïðè ýòîì ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ
òðåõýëåìåíòàðíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïóñòü Mm1

1 , Mm2

2 , Mm3

3 , Mm4

4 òðåõýëå-
ìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M . Çäåñü mi � íàïðàâëåíèå, èíäóöè-
ðîâàííîå ñèñòåìîé (1.6.1) íà ïðÿìûõ ìíîæåñòâà Mmi

i , i = 1, 2, 3, 4.
Â ñèëó òåîðåìû 1.1.5 mi 6= mj, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3, 4}.
Ïî òåîðåìå 1.7.15 ñèñòåìà (1.1.6) èìååò äåâÿòü îñîáûõ òî÷åê. Ïîýòîìó

êàæäàÿ ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòåìû (1.1.6) ïðîõîäèò ÷åðåç òðè îñîáûõ òî÷-
êè (ñì. òåîðåìó 1.2.1). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî òåîðåìå 12 [89] ó ñèñòåìû
(1.1.6) íåò îñîáîé òî÷êè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò äâå ïðÿìûå èçîêëèíû
èç îäíîãî è òîãî æå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç êàæäóþ èç äåâÿòè îñîáûõ òî÷åê ïðîõîäÿò íå
ìåíåå ÷åòûðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí (ïî îäíîé ïðÿìîé èç ìíîæåñòâ M1, M2,

M3, M4).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ èçîêëèíó èç ìíîæåñòâà M4, îáî-

çíà÷èâ å¼ ÷åðåç Lm4

1 . Îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òðè îñîáûå òî÷êè A, B, C.

Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ai, Bi è Ci ïðÿìóþ èçîêëèíó, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç îñîáóþ òî÷êó A, B è C ñîîòâåòñòâåííî è ïðèíàäëåæàùóþ ïîäìíî-
æåñòâó Mmi

i , i = 1, 3 ìíîæåñòâà M. Òîãäà êàæäîé îñîáîé òî÷êå ñèñòåìû
(1.6.1), íå ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìîé èçîêëèíå Lm4

1 ñîîòâåòñòâóåò óïîðÿäî-
÷åííàÿ òðîéêà ñèìâîëîâ Ai, Bj, Ck, ãäå i, j, k � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà
èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3}. Î÷åâèäíî, ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.6.1), íå

1Íà âñåõ ïðÿìûõ òðåõýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå íà-
ïðàâëåíèå.
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ïðèíàäëåæàùèõ ïðÿìîé Lm4
1 ðàâíî 3! = 6, ÷òî ïîäòâåðæäàåò âûøå îò-

ìå÷åííûé ôàêò î íàëè÷èè äåâÿòè îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.6.1).
Ðàññìîòðèì ïðÿìûå èçîêëèíû C1 è C2, à òàêæå A1, A2, A3 (ðèñ. 33).

A B
C

B

B
B

A
A

A

C

C

C

2

3

1

1

1

2
2

3

3

L
m

4

1

Ðèñ. 33. Ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ èçîêëèí C1, C2, A1, A2, A3.

Íà ðèñ. 33 âèäíî, ÷òîW1 = A1∩C2,W2 = A3∩C2,W3 = A3∩C1,W4 =

A2∩C1 � îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (1.6.1). Òàêèì îáðàçîì, îñîáàÿ òî÷êà W1

îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé (A1, B3, C1), îñîáàÿ òî÷êàW4 òðîéêîé (A2, B3, C1).
Ïîýòîìó ïðÿìàÿ B3 âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè W1 è W4, è
ñàìà îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî ïîëîæåíèå îñîáîé òî÷êè B = B3∩Lm4

1 . Îñî-
áàÿ òî÷êà W2 îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé (A3, B1, C2). Ïðîâîäÿ ïðÿìóþ W2B,

ìû íàéäåì îñîáóþ òî÷êó (A2, B1, C3) êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ èçî-
êëèí B1 è A2. Ñîåäèíÿÿ ýòó òî÷êó ñ òî÷êîé C, îïðåäåëÿåì èçîêëèíó C3,

êîòîðàÿ òàêæå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1 è B2.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðÿìóþ èçîêëèíó Lm4

2 ∈M4. Îíà ïåðåñåêàåò êàæ-
äóþ ïðÿìóþ Ai, Bi, Ci, i = 1, 3 â îñîáîé òî÷êå, ëåæàùåé âíå ïðÿìîé Lm4

1

(äâå ïðÿìûå èç îäíîãî è òîãî æå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà M íå èíöè-
äåíòíû îäíîé è òîé æå îñîáîé òî÷êå).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ïðÿìóþ èçîêëèíó A1. Åñëè Lm4
2 ïå-

ðåñåêàåò A1 â òî÷êå (A1, B3, C2), òî Lm4
2 ïåðåñåêàåò A3 òîëüêî â òî÷êå

(A3, B2, C1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ Lm4
2 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìûìè B1 è

C3 â òî÷êàõ, çàâåäîìî íå ÿâëÿþùèõñÿ îñîáûìè äëÿ ñèñòåìû (1.6.1).
Ïî òåîðåìå 1.1.6 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðÿìûõ B1 è C3 ñèñòåìà (1.6.1)

èíäóöèðóåòñÿ òî æå íàïðàâëåíèå, ÷òî è íà Lm4
2 . Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ

ñ òåì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðÿìûå B1 è C3 ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì
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òðåõýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâàM âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí ñè-
ñòåìû (1.6.1).

Åñëè áû ìû ïîìåíÿëè ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-
ìûõ A1, A2, A3 ñ ïðÿìîé C2, òî â ðàññóæäåíèÿõ íè÷åãî íå èçìåíèëîñü áû,
ðàçâå ÷òî ìîãëî áû èçìåíèòüñÿ ïîëîæåíèå îñîáîé òî÷êè B îòíîñèòåëüíî
òî÷åê A è C. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.7.17. Åñëè íèêàêèå äâå ïðÿìûå èçîêëèíû ñèñòåìû (1.6.1),
íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, íå ïàðàëëåëüíû, òî
÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ýòîé ñèñòåìû íå áîëåå äåñÿòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò áîëåå äåñÿòè ïðÿìûõ
èçîêëèí. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.7.1 âî ìíîæåñòâåM âñåõ ïðÿìûõ èçîêëèí
ñèñòåìû (1.6.1) ñîäåðæàòñÿ òîëüêî òðåõ ýëåìåíòíûå è îäíîýëåìåíòíûå
ïîäìíîæåñòâà. Ïî òåîðåìå 1.7.6 âî ìíîæåñòâå M íå ìîæåò áûòü áîëåå
îäíîãî îäíîýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà. Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñè-
ñòåìà (1.6.1) èìååò áîëåå äåñÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí, òî ÷èñëî òðåõýëåìåíò-
íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M áîëåå òðåõ.

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåîðåìîé 1.7.16. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð 21. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= (y − 3x)(y − 3x− 3)(2y + 3x− 3),

dy

dt
= (y + 3x)(y + 3x− 3)(2y − 3x− 3),

êðîìå øåñòè ãëàâíûõ èçîêëèí èìååò åùå òðè ïðÿìûå èçîêëèíû y = 0;

y = 1, 5; y = 3, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m1 = −1 è îäíó
ïðÿìóþ èçîêëèíó x = 0, íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m2 = 1.

Èç òåîðåì 1.7.14 è 1.7.17 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
Òåîðåìà 1.7.18. Ñèñòåìà (1.6.1) ïðè íàëè÷èè ó íåå õîòÿ áû îäíîé

îñîáîé òî÷êè èìååò íå áîëåå äåñÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí.

1.8 Òðàåêòîðèè êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, èìå-
þùåé èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ðàç-
ëè÷íûõ íàïðàâëåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (1.6.1).
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Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðàåêòî-
ðèé ñèñòåìû (1.6.1) ìîæåò èìåòü èíòåãðàëüíûå ïðÿìûå y = kx + b íå
áîëåå ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé [62]. Èíòåðåñ ê ïðîáëåìå èíâà-
ðèàíòíûõ ïðÿìûõ êóáè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè âíîâü ïðîÿâèëñÿ â
ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå. Â ÷àñòíîñòè, âïåðâûå â ðàáîòå [90] äîêàçàíî, ÷òî
òàêèå ñèñòåìû ìîãóò èìåòü äåéñòâèòåëüíûå èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå íå ÷å-
òûðåõ, êàê óòâåðæäàåòñÿ â [62], à øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé. Â ðà-
áîòå [91] ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé ñèñòåìà (1.6.1), èìåþùàÿ
äåéñòâèòåëüíûå èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé, ñ
ïîìîùüþ àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó:





dx

dt
= x(a+ (a+ b)x+ bx2 + y2),

dy

dt
= y(−a+ (a− 1)y + bx2 + y2),

(1.8.1)

ãäå ab(a + 1)(b + 1)(a − b)(a2 + b) 6= 0. Êðîìå ýòîãî, îáùèé èíòåãðàë
ñèñòåìû (1.8.1) ìîæåò áûòü çàïèñàí â ôîðìå Äàðáó:

xy(y − x− 1)−1(y + bx+ a)−1 = const.

Òàì æå (â [91]) ïðèâåäåí ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (1.8.1) â êðóãå Ïó-
àíêàðå. Ðàáîòû [90, 91] èíèöèèðîâàëè èññëåäîâàíèå ñèñòåìû (1.6.1) íà
ïðåäìåò îöåíêè ñâåðõó ÷èñëà ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé äåéñòâèòåëüíûõ
èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ [92].

Òåîðåìà 1.8.1. [92] Ñèñòåìà (1.6.1) íå èìååò îñîáîé òî÷êè, ÷åðåç
êîòîðóþ ïðîõîäÿò áîëåå ÷åòûðåõ äåéñòâèòåëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïðÿ-
ìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìó (1.6.1), èìåþùóþ íå ìåíåå äâóõ èíâàðè-
àíòíûõ ïðÿìûõ ñ ðàçëè÷íûìè óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîñðåäñòâîì
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ
ïðÿìûõ è ïîäõîäÿùåãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê âè-
äó: 




dx

dt
= xP2(x, y),

dy

dt
= yQ2(x, y).

(1.8.2)
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Ïîëàãàÿ, ÷òî ñèñòåìà (1.8.2) èìååò èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå y = k1x,

y = k2x, ãäå k1, k2 ∈ R\{0}, k1 6= k2, ìû äîïóñêàåì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ:

Q2(x, y) ≡ P2(x, y) + (y − k1x)R1(x, y), (1.8.3)

Q2(x, y) ≡ P2(x, y) + (y − k2x)S1(x, y), (1.8.4)

ãäå R1, S1 � ëèíåéíûå ôóíêöèè.
Èç (1.8.3) è (1.8.4) ñëåäóåò, ÷òî

R1(x, y) = α(y − k2x),

S1(x, y) = α(y − k1x),

òî åñòü ñèñòåìà (1.8.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:




dx

dt
= xP2(x, y),

dy

dt
= y[P2(x, y) + α(y − k1x)(y − k2x)],

(1.8.5)

ãäå α ∈ R \ {0}.
Ïóñòü ñèñòåìà (1.8.5) èìååò èíâàðèàíòíóþ ïðÿìóþ y = k3x,

k3 ∈ R \ {0}, (k3 − k1)(k3 − k2) 6= 0. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

P2(x, y) + α(y − k1x)(y − k2x) ≡ P2(x, y) + (y − k3x)T1(x, y),

ãäå T1(x, y) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Íî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî òîëüêî ïðè óñëîâèè (k3 − k1)(k3 − k2) = 0. Ïðèõîäèì ê ïðî-
òèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.8.2. [92] Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò ÷åòûðå èíâàðè-
àíòíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A. Òîãäà ëþáàÿ èíâàðèàíòíàÿ
ïðÿìàÿ ýòîé ñèñòåìû, íå èíöèäåíòíàÿ òî÷êå A, ïàðàëëåëüíà îäíîé èç ÷å-
òûð¼õ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç A.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1.8.5),
÷åðåç îñîáóþ òî÷êó (0, 0) êîòîðîé ïðîõîäÿò ÷åòûðå èíâàðèàíòíûå ïðÿ-
ìûå. Åñëè x = c � èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ, òî ñåòü P2(c, y) ≡ 0, c ∈ R\{0},
òî ýòà ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé x = 0. Åñëè y = k3x + b3 � èíâàðè-
àíòíàÿ ïðÿìàÿ ñèñòåìû (1.8.5), ïðè÷åì b3 ∈ R \ {0}, k3 ∈ R, òî èìååò
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ìåñòî ðàâåíñòâî:

(k3x+ b3)[(k3 − k1)x+ b3][(k3 − k2)x+ b3] ≡
≡ −b3P2(x, k3x+ b3).

(1.8.6)

Èç (1.8.6) ñëåäóåò, ÷òî k3(k3 − k1)(k3 − k2) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1.8.3. [92] Ñèñòåìà (1.6.1) èìååò äåéñòâèòåëüíûå èíâà-

ðèàíòíûå ïðÿìûå íå áîëåå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü âîïðåêè óòâåðæäåíèþ òåîðåìû ñèñòåìà (1.6.1)

èìååò èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå áîëåå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé. Òîãäà
ïî òåîðåìå 1.8.2 ó ñèñòåìû íåò îñîáîé òî÷êè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò
áîëåå òðåõ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ. Âìåñòå ñ òåì êàæäàÿ èíâàðèàíòíàÿ
ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ íå ìåíåå ÷åì ñ øåñòüþ èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè.
Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî êàæäàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òðè îñîáûå òî÷êè, è êàæäîé îñîáîé òî÷êå ñèñòåìû èíöèäåíòíû òðè èí-
âàðèàíòíûå ïðÿìûå. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:





dx

dt
= xP2(x, y),

dy

dt
= y[P2(x, y) + (y − kx)(Ax+By + C)].

(1.8.7)

Î÷åâèäíî, ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó (0, 0) ïðîõîäÿò òðè èíâàðèàíòíûå ïðÿ-
ìûå ñèñòåìû (1.8.7): x = 0, y = 0, y = kx, k ∈ R \ {0}. Íà ïðÿìîé x = 0,

êðîìå îñîáîé òî÷êè (0; 0) ðàñïîëîæåíû åùå äâå îñîáûå òî÷êè. Îáîçíà÷èì
èõ A è B. Êðîìå îñè îðäèíàò, ÷åðåç òî÷êó A(B) ïðîõîäÿò äâå èíâàðèàíò-
íûå ïðÿìûå: l1A : y−k1x−b1 = 0, l2A : y−k2x−b1 = 0(l1B : y−k3x−b3 = 0,

l2B : y − k4x− b3 = 0), ãäå ki ∈ R, i = 1, 4, âñå ki � ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

(k1x+ b1){P2(x, k1x+ b1) + [(k1 − k)x+ b1]×
×[(A+Bk1)x+Bb1 + C]} ≡ k1xP2(x, k1x+ b1),

(1.8.8)

(k2x+ b1){P2(x, k2x+ b1) + [(k2 − k)x+ b1]×
×[(A+Bk2)x+Bb1 + C]} ≡ k2xP2(x, k2x+ b1),

(1.8.9)

(k3x+ b3){P2(x, k3x+ b3) + [(k3 − k)x+ b3]×
×[(A+Bk3)x+Bb3 + C]} ≡ k3xP2(x, k3x+ b3),

(1.8.10)
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(k4x+ b3){P2(x, k4x+ b3) + [(k4 − k)x+ b3]×
×[(A+Bk4)x+Bb3 + C]} ≡ k4xP2(x, k4x+ b3).

(1.8.11)

Èç (1.8.8)�(1.8.11) ñëåäóþò ðàâåíñòâà:

b1P2(x, y) + y(y − kx)C ≡ (y − k1x− b1)R1(x, y), (1.8.12)

b1P2(x, y) + y(y − kx)C ≡ (y − k2x− b1)S1(x, y), (1.8.13)

b3P2(x, y) + y(y − kx)C ≡ (y − k3x− b3)T1(x, y), (1.8.14)

b3P2(x, y) + y(y − kx)C ≡ (y − k4x− b3)U1(x, y), (1.8.15)

ãäå R1, S1, T1, U1 � ëèíåéíûå ôóíêöèè.
Èç (1.8.12)�(1.8.15) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

Cy(b1 − b3)(y − kx) ≡ b1β(y − k3x− b3)(y − k4x− b3)−
−b3α(y − k1x− b1)(y − k2x− b1),

ãäå α, β ∈ R \ {0}.
Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé





b1b3(α− β) = 0,

b1b3β(k3 + k4)− b1b3α(k1 + k2) = 0,

b1βk3k4 − b3αk1k2 = 0,

b1b3(βb3 − αb1) = 0.

(1.8.16)

Ñèñòåìà (1.8.16) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå




α = β,

b1 = b3,

(k3 − k2)(k4 − k2) = 0,

k1 = k3 + k3 − k2.

(1.8.17)

Íî ñèñòåìà (1.8.17) ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî A è B � ðàçëè÷íûå îñî-
áûå òî÷êè è ki, i = 1, 4 � ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå øåñòè ðàçëè÷íûõ
íàïðàâëåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ ïðÿìûõ è ïîêà-
æåì, ÷òî âî ìíîæåñòâå Ω íåò ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Ëåììà 1.8.1.Ìíîæåñòâî Ω ñîäåðæèò ðîâíî øåñòü èíâàðèàíòíûõ
ïðÿìûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.8.1 ÷åðåç ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ (îñîáóþ òî÷êó) ñèñòåìû (1.6.1) ïðîõîäèò íå áîëåå ÷åòûðåõ èíâàðè-
àíòíûõ ïðÿìûõ.

Ïóñòü ΩA � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûðåõ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ,
ïåðåñåêàþùèõñÿ â îñîáîé òî÷êå A ñèñòåìû (1.6.1), l � èíâàðèàíòíàÿ ïðÿ-
ìàÿ ýòîé æå ñèñòåìû, ïðè÷åì l /∈ ΩA. Òîãäà l ïàðàëëåëüíà îäíîé èç
ïðÿìûõ ìíîæåñòâà ΩA (ñì. òåîðåìó 1.8.2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòå-
ìà (1.6.1), îáëàäàþùàÿ äåéñòâèòåëüíûìè èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè íå
ìåíåå ÷åì ïÿòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé, íå ìîæåò èìåòü ñîñòîÿíèå ðàâ-
íîâåñèÿ, â êîòîðîì ïåðåñåêàþòñÿ áîëåå òðåõ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ.

Äàëåå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω0 = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}, ãäå ωi, i = 1, 6

� èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ, ωi ∩ ωj 6= ∅, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Ïóñòü ωs � ïðîèçâîëüíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ èç ìíîæåñòâà Ω0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ïðÿìîé ωs ñèñòåìà (1.6.1) èìååò íå áîëåå òðåõ ñîñòîÿ-
íèé ðàâíîâåñèÿ è ÷åðåç ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ëåæàùåå íà ωs, ïðîõîäèò
íå áîëåå òðåõ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ, ïðèõîäèì ê âûâîäó: íà ïðÿìîé ωs
ñèñòåìà (1.6.1) èìååò ðîâíî òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îáîçíà÷èì èõ B,
C, D.

Ïðè ýòîì, êðîìå ïðÿìîé ωs, ÷åðåç êàæäîå èç äâóõ ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ (B è C) ïðîõîäÿò äâå èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå èç ìíîæåñòâà Ω0, à
÷åðåç òðåòüå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (D) � îäíà èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ èç
ìíîæåñòâà Ω0.

Ïîêàæåì, ÷òî Ω0 = Ω. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíâà-
ðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ l1 ∈ Ω \ Ω0, à çíà÷èò l1 ïàðàëëåëüíà îäíîé èç ïðÿìûõ
ìíîæåñòâà Ω0. Ïóñòü l1 ‖ ωr, ãäå ωr ∈ Ω0.

Îáîçíà÷èì áóêâîé K ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.6.1), ÷åðåç
êîòîðîå, êðîìå ωr ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ
ωg ∈ Ω0. Òàê êàê l1 ïåðåñåêàåò ωg è íà ïðÿìîé ωg, êðîìå K, ðàñïîëîæå-
íû åùå äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ L è M ñèñòåìû (1.6.1), ÷åðåç êàæäîå
èç êîòîðûõ ïðîõîäÿò òðè èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå èç ìíîæåñòâà Ω0, òî
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî êóáè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñè-
ñòåìà èìååò íà ïðÿìîé íå áîëåå òðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è íå èìååò
â óñëîâèÿõ ëåììû ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ÷åðåç êîòîðîå ïðîõîäèò áîëåå
òðåõ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 1.8.2. Ìíîæåñòâî Ω ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà Ω1 = {ω1, ω2, ω3} è Ω2 = {ω4, ω5, ω6}, ãäå ω1∩ω2∩
ω3 6= ∅, ω4 ∩ ω5 ∩ ω6 = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé ëåììû
óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìà (1.6.1) èìååò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ÷åðåç êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ïðîõîäÿò òðè èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå èç ìíîæåñòâà Ω.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî A = ω1∩ω2∩ω3. Òîãäà îñòàëüíûå òðè
èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå ω4, ω5, ω6 íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â îäíîé òî÷êå. Â
ñàìîì äåëå, åñëè áû ñóùåñòâîâàëî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ B = ω4∩ω5∩ω6,
òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ èç ìíîæåñòâà Ω1(Ω2) ïåðåñåêàëà áû âñå òðè ïðÿìûå èç
ìíîæåñòâà Ω2(Ω1). Òàê êàê A /∈ ωi, i = 4, 5, 6(B /∈ ωj, j = 1, 2, 3), òî íà
êàæäîé ïðÿìîé ìíîæåñòâà Ω ðàñïîëîæåíî ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
÷òî íåâîçìîæíî äëÿ êóáè÷åñêîé ñèñòåìû (1.6.1). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.8.4. Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1) èìååò èíâàðèàíòíûå ïðÿ-
ìûå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé. Òîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò ñåìü
îñîáûõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, ÷åðåç êàæäóþ èç êî-
òîðûõ ïðîõîäÿò òðè èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå è òðè îñîáûå òî÷êè, ÷åðåç
êàæäóþ èç êîòîðûõ ïðîõîäÿò äâå èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.8.2 ìíîæåñòâî Ω âñåõ èíâàðèàíò-
íûõ ïðÿìûõ ñèñòåìû (1.6.1) ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâà Ω1 è Ω2, ãäå Ω1 ñîñòîèò èç òðåõ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ,
èíöèäåíòíûõ îäíîé è òîé æå îñîáîé òî÷êå ñèñòåìû (1.6.1), à Ω2 � èç
òðåõ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ, îáðàçóþùèõ òðåóãîëüíèê.

Ïóñòü Ω1 = {ω1, ω2, ω3}, Ω2 = {ω4, ω5, ω6}, Q = ω1∩ω2∩ω3, òðåóãîëü-
íèê MNP îáðàçîâàí ïðÿìûìè èç ìíîæåñòâà Ω2. Òàê êàê Q /∈ ωi, i =

4, 5, 6, òî Q ðàñïîëîæåíà ëèáî âíóòðè òðåóãîëüíèêàMNP , ëèáî âíå åãî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îñîáàÿ òî÷êà Q ðàñïîëîæåíà âíóòðè òðå-

óãîëüíèêà MNP (ðèñ. 34).
Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ωj, j = 1, 2, 3, ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó òðåóãîëüíèêà

MNP , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà òàêîé ïðÿìîé ðàñïîëîæåíû ÷å-
òûðå îñîáûå òî÷êè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó ñèñòåìû (1.6.1) èìåòü íà
ïðÿìîé íå áîëåå òðåõ îñîáûõ òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé èç îñîáûõ òî÷åê M,N,P,Q èíöèäåíòíû òðè
èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå, à ÷åðåç îñòàëüíûå òðè îñîáûå òî÷êè F,G,H ïðî-
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õîäÿò ðîâíî ïî äâå èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå.
Ê òàêîìó æå âûâîäó ïðèõîäèì è â ñëó÷àå, êîãäà Q ðàñïîëîæåíà âíå

òðåóãîëüíèêà MNP , ò.å. Q ïðèíàäëåæèò ëèáî òðàïåöèåâèäíîé îáëàñòè,
ïðèìûêàþùåé ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà MNP , ëèáî îäíîé èç òðåóãîëü-
íûõ îáëàñòåé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìå÷àíèå. Íà ðèñ. 34 è 35 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ïðÿ-
ìûå ìíîæåñòâà Ω2, è ïóíêòèðíûìè � ïðÿìûå ìíîæåñòâà Ω1. Â ñëó÷àå,
êîãäà îñîáàÿ òî÷êà ðàñïîëîæåíà âíóòðè îäíîé èç ÷åòûðåõ òðåóãîëüíûõ
îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ïðÿìûìè MN,MP,NP (âíå ýòèõ òðåóãîëüíûõ
îáëàñòåé), îñîáûå òî÷êè M,N,P,Q îáðàçóþò íåâûïóêëûé (âûïóêëûé)
÷åòûðåõóãîëüíèê.

Òåîðåìà 1.8.5. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò äåéñòâèòåëüíûå èí-
âàðèàíòíûå ïðÿìûå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé, òî ýòà ñèñòåìà
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê îäíîé èç äâóõ ñèñòåì:





dx

dt
= x[k(y − k1x− b1)(y − k2x− b1)−

−(k2 − k1)y(y − kx)],

dy

dt
= y[k(y − k1x− b1)(y − k2x− b1)−

−(k2 − k1)(y − kx)(y − b1)],

(1.8.18)

ãäå k2 > k, k1 < 0, b1 > 0, k3 = kk1

k1−k2+k , b3 = kb1
k1−k2+k , ïðè÷åì èíâà-

ðèàíòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå: x = 0, y = 0, y = k1x + b1, y = kx, y =

k2x+ b1, y = k3x+ b3;





dx

dt
= (y − k3x− b3)(k1k3x

2 − y2 + k3b1x+ b1y)−
−(y − k4x− b3)(k2k4x

2 − y2 + k4b1x+ b1y),

dy

dt
= k4(y − k3x− b3)(k1k3x

2 − y2 + k3b1x+ b1y)−
−k3(y − k4x− b3)(k2k4x

2 − y2 + k4b1x+ b1y),

(1.8.19)

ãäå b1 > 0, b3 = b1k3/k2, k4 = k1k3/k2, k1 < k3 < 0, k2 > 0, k2
2 > k1k3,

ïðè÷åì èíâàðèàíòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå: x = 0, y = 0, y = k1x + b1,

y = k2x+ b1, y = k3x+ b3, y = k4x+ b3.
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Â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû ìîæíî óáåäèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñîáûå òî÷êè M, N, P, Q îáðàçóþò íåâûïóêëûé ÷å-
òûðåõóãîëüíèê, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Ïåðåíåñòè íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó Q (ñì. ðèñ.34).
2. Îñóùåñòâèòü àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå x = αx + βy, y = γx + δy

è çàìåíó âðåìåíè τ = t/(αδ − βγ), ïåðåâîäÿùåå ïðÿìûå QN è QP â
ïðÿìûå x = 0 è y = 0 ñîîòâåòñòâåííî, à ñèñòåìó (1.6.1) â ñèñòåìó:





dx

dτ
= xP2(x, y),

dy

dτ
= yQ2(x, y),

(1.8.20)

ãäå P2(x, y) è Q2(x, y) � ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè.
3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðÿìûå:MN : y = k2x+b1, NP : y = k1x+b1,MG :

y = kx,MP : y = k3x+b3 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ ñèñòåìû (1.8.20),
çàïèñûâàåì (1.8.20) â âèäå (1.8.18) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè
íà êîýôôèöèåíòû.

M

N

F
G

P

Q

H

M

N

F

G

P

Q

H

Ðèñ. 34. Ðèñ. 35.

Àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñèñòåìà (1.6.1) ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå
(1.8.19) â ñëó÷àå, êîãäà îñîáûå òî÷êè M, N, P, Q îáðàçóþò âûïóêëûé
÷åòûðåõóãîëüíèê:

1. Ïåðåíåñòè íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó H (ñì. ðèñ. 35).
2. Âòîðîé øàã äàííîãî àëãîðèòìà îòëè÷àåòñÿ îò âòîðîãî øàãà, ïðè-

âåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà òîëüêî òåì, ÷òî â ïðÿìûå x = 0, y = 0 ïåðå-
âîäÿòñÿ ïðÿìûå HM è HN ñîîòâåòñòâåííî.
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3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðÿìûå: MN : y = k1x + b1, QM : y = k2x + b1,

QP : y = k3x + b3, PN : y = k4x + b3 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ
ñèñòåìû (1.8.20), çàïèñûâàåì (1.8.20) â âèäå (1.8.19) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû.

Òåîðåìà 1.8.6. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò äåéñòâèòåëüíûå èíâà-
ðèàíòíûå ïðÿìûå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé, òî ýòà ñèñòåìà íå
èìååò áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâûõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.8.19) îíà ïðèìåò âèä:





dx

dt
= x[−b1b3 − b1(k4 + k3)x− k1k3x

2 + y2],

dy

dt
= y[b1b3 − (b1 + b3)y − k1k3x

2 + y2].

(1.8.21)

Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå (1.8.21) ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = 1/z, y =

u/z [80], ïîëó÷èì




du

dt
= b1(k4 + k3)u− (b1 + b3)u

2 + 2b1b3uz,

dz

dt
= k1k3 + b1(k4 + k3)z − u2 + b1b3z

2.

(1.8.22)

Åñëè èìååòñÿ ó äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (1.8.22) îñîáàÿ òî÷êà, òî
åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå:





z = 0,

b1(k4 + k3)u− (b1 + b3)u
2 = 0,

k1k3 − u2 = 0.

(1.8.23)

Ïðè b1+b3 = 0, î÷åâèäíî, ñèñòåìà (1.8.23) íåñîâìåñòíà, òàê êàê k1k3 6=
0. Ïîýòîìó ïóñòü b1 + b3 6= 0. Òîãäà äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

k1k3 −
[
b1(k4 + k3)

b1 + b3

]2

= 0.

Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1.8.19) ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

(k1 − k3)(k
2 − k1k3)

(k3 + k2)2 = 0.
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Íî ýòî ðàâåíñòâî íå âûïîëíèìî â ñèëó óñëîâèé: k1 < k3 < 0, k2
2 > k1k3.

Âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ïóàíêàðå x = υ/z, y =

1/z [80] ïðèäàäèì ñèñòåìå (1.8.19) âèä:




dυ

dt
= (b1 + b3)υ − b1(k4 + k3)υ

2 − 2b1b3υz,

dz

dt
= −1 + (b1 + b3)z + k1k3υ

2 − b1b3z
2.

(1.8.24)

Òàê êàê υ = z = 0 íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (1.8.24), òî
ñîãëàñíî [80] âñå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (1.8.19)
îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå, à èìåííî,
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1.8.23). Òåì ñàìûì äîêàçàíî îòñóòñòâèå îñîáûõ
òî÷åê ñèñòåìû (1.8.19) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Ïîêàæåì, ÷òî è
ñèñòåìà (1.8.18) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ
ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Äëÿ ýòîãî, ïðèìåíèâ ê ñèñòåìå (1.8.18) ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå
x = 1/z, y = u/z, ïîëó÷èì





du

dt
= b1(k1 − k2)(k − u)u,

dz

dt
= −k1k2k + 2k1ku+ (k1kb1 − k2k)z−
− (k1 + k − k2)u

2 + 2kb1uz − kb2
1z

2.

(1.8.25)

Òàê êàê k1k2k 6= 0, òî u = z = 0 � íå îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1.8.25).
Íî è òî÷êà z = 0, u = k òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ýòîé ñèñòå-
ìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ, ÷òî z = 0, u = k � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòå-
ìû (1.8.25), ïî íåîáõîäèìîñòè ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (k1 − k2)(k1 − k) = 0,
êîòîðîå íå âûïîëíèìî â ñèëó îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû
(1.8.18). Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå (1.8.18) âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå,
íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî υ = z = 0 ("êîíöû îñè ó") íå ÿâëÿåòñÿ
îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (1.8.18) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåì (1.8.18) è
(1.8.19) íå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüå [93] èçó÷àþòñÿ áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (1.6.1) â ñëó÷àå, êîãäà ýêâàòîð ñôåðû Ïó-
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àíêàðå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé êóáè÷åñêîé ñèñòåìû.
Òåîðåìà 1.8.7. Åñëè ñèñòåìà (1.6.1) èìååò äåéñòâèòåëüíûå èí-

âàðèàíòíûå ïðÿìûå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé, òî ñðåäè åå ñåìè
îñîáûõ òî÷åê ÷åòûðå ÿâëÿþòñÿ äèêðèòè÷åñêèìè óçëàìè, à òðè � ïðî-
ñòûìè ñåäëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
òåîðåìû ëþáàÿ èç ñåìè îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.6.1) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ Ïóàíêàðå [80] êàæäîé èç íèõ ðàâåí 1 èëè −1.

Ïîñêîëüêó âñå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû ëåæàò íà èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ,
òî èñêëþ÷àþòñÿ ñëó÷àè öåíòðîâ è ôîêóñîâ. Òå, ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè,
÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò òðè èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå (ñì. òåîðåìó 1.8.4),
íå ìîãóò áûòü ñåäëàìè. Îíè íå ìîãóò áûòü òàêæå îáû÷íûìè óçëàìè
(ñ ðàçëè÷íûìè äåéñòâèòåëüíûìè êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ), òàê êàê êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ, âõîäÿùàÿ â îñîáóþ òî÷êó òèïà ¾îáû÷-
íûé óçåë¿, êàñàåòñÿ â ýòîé òî÷êå îäíîé èç äâóõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ
â óçëå [81]. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå âñåõ îñîáûõ òî÷åê
ñèñòåìû (1.6.1) ðàâíà 1 [93], ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îñòàëüíûå òðè îñî-
áûå òî÷êè � ñåäëà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ñèñòåìà (1.6.1)
èìååò èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé, ïðè÷åì M,

N, P, Q � îñîáûå òî÷êè òèïà ¾äèêðèòè÷åñêèé óçåë¿. Åñëè ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêMNPQ âûïóêëûé, òî äâå åãî ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû ñóòü
óñòîé÷èâûå óçëû, à äâå äðóãèå - íåóñòîé÷èâûå óçëû. Åñëè ÷åòûðåõóãîëü-
íèê MNPQ íåâûïóêëûé, ïðè÷åì Q ≡ (0, 0), òî íà÷àëî êîîðäèíàò �
óñòîé÷èâûé (íåóñòîé÷èâûé) äèêðèòè÷åñêèé óçåë, à òî÷êè M, N, P �
íåóñòîé÷èâûå (óñòîé÷èâûå) äèêðèòè÷åñêèå óçëû.

Äàííîå óòâåðæäåíèå â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñò-
íîé òåîðåìû À.Í. Áåðëèíñêîãî [57] î ðàñïðåäåëåíèè îñîáûõ òî÷åê êâàä-
ðàòè÷íîé ñèñòåìû.

Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (1.6.1) ïðè íàëè÷èè äåéñòâèòåëüíûõ èíâàðèàíò-
íûõ ïðÿìûõ øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèê-
ëîâ. Âïðî÷åì, ýòî ñëåäóåò òàêæå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [75].

Ñëåäóÿ ðàáîòàì [9, 69], ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îáùèé èíòåãðàë
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â ôîðìå Äàðáó ñèñòåì (1.8.18) è (1.8.19) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

y(y − k2x− b1)

(y − k1x− b1)(y − kx)
= C, (1.8.26)

è
(y − k2x− b1)(y − k4x− b3)

(y − k1x− b1)(y − k3x− b3)
= C, (1.8.27)

ñîîòâåòñòâåííî.
Â ôîðìóëå (1.8.26) èíâàðèàíòíûì ïðÿìûì x = 0 è y = k3x + b3

ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå C = 1. Àíàëîãè÷íî, èíâàðèàíòíûì ïðÿìûì x =

0 è y = 0 â ôîðìóëå (1.8.27) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå C = 1.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñèñòåì (1.6.1), èìåþùèõ øåñòü äåéñòâèòåëüíûõ

èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé.
Ïðèìåð 22.





dx

dt
= x[(y + x− 2)(y − 2x− 2)− 3y(y − x)],

dy

dt
= y[(y + x− 2)(y − 2x− 2)− 3(y − x)(y − 2)].

Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå x = 0, y = 0, y = −x+2,

y = x, y = 2x+ 2, y = 1
2x− 1 è ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ñèñòåìû (1.8.18). Íà

ðèñ. 36 èçîáðàæåí ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû.
Ïðèìåð 23.





dx

dt
= (y + x+ 1)(4x2 − y2 − 8x+ 8y)−

−(y − 1

2
x+ 1)(4x2 − y2 + 4x+ 8y),

dy

dt
=

1

2
(y + x+ 1)(4x2 − y2 − 8x+ 8y)+

+(y − 1

2
x+ 1)(4x2 − y2 + 4x+ 8y).

Ýòî ñèñòåìà âèäà (1.8.19), è îíà èìååò øåñòü èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ:
x = 0, y = 0, y = −x− 1, y = 1

2x− 1, y = −4x+ 8, y = 8x+ 8. Íà ðèñ 37
èçîáðàæåí ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû.

Çàìå÷àíèå 1.8.1. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ ñèñòåìû
(1.6.1) ÿâëÿåòñÿ òàêæå èçîêëèíîé ýòîé ñèñòåìû. Ïî ëåììå 1.8.1 è òåîðåìå



94

Ðèñ. 36. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû
èç ïðèìåðà 22

Ðèñ. 37. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû
èç ïðèìåðà 23

1.8.3 ñèñòåìà (1.6.1) èìååò èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå íå áîëåå øåñòè ðàçëè÷-
íûõ íàïðàâëåíèé. Åñëè ýòà ñèñòåìà èìååò øåñòü èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé, òî ó íåå îòñóòñòâóþò ëþáûå ïðÿìûå
èçîêëèíû, îòëè÷íûå îò óêàçàííûõ øåñòè èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ. Âîçíè-
êàåò âîïðîñ: êàêîâî íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé ïðÿìûõ
èçîêëèí êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû. Îòâåò äàåò òåîðåìà
1.7.18 è ïðèìåð ñèñòåìû, ïðèâåäåííûé íèæå.

Ïðèìåð 24. ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= 8(9y − 7x)(y + x− 10)(y + 2x− 6),

dy

dt
= 9x(2y − 5x+ 15)(4y + x− 10)

èìååò äåñÿòü ïðÿìûõ èçîêëèí, â òîì ÷èñëå òðè èçîêëèíû íóëÿ è ñòîëü-
êî æå èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè, òðè ïðÿìûå: y = x, y = −10

3 x + 10,

y = −3
5x + 6, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m1 = −45

32 , è îäíà
ïðÿìàÿ y = 0, íà êîòîðîé èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m2 = 45

112 . Ñðåäè
ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû íåò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ. Âçàèìíîå ðàñïîëîæå-
íèå ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû èçîáðàæåíî íà ðèñ. 38.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íàìè îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ íàïðàâ-
ëåíèé èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ êóáè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü
íåêîòîðûå âûâîäû î íåêîòîðûõ àñïåêòàõ òåîðèè êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿä-
êà.

Çàìå÷àíèå 1.8.2.Ïóñòü P3(x, y) =
3∑

i+j=0
aijx

iyj,Q3(x, y) =
3∑

i+j=0
bijx

iyj,
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Ðèñ. 38. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ èçîêëèí
ñèñòåìû èç ïðèìåðà 24

aij, bij ∈ R.
Åñëè Q3(x, kix+ bi)− kiP3(x, kix+ bi) ≡ 0 , ãäå i = 1, 6, kr 6= ks, åñëè

r 6= s, r, s,∈ 1, 6, òî â ïó÷êå êðèâûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà

Q3(x, y)−mP3(x, y) = 0 (1.8.28)

èìååòñÿ ðîâíî øåñòü êðèâûõ, ðàñïàäàþùèõñÿ íà ïðÿìóþ è íåïðèâîäè-
ìóþ êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Âñå îñòàëüíûå êðèâûå ýòîãî ïó÷êà íåâû-
ðîæäåííûå.

Òåîðåìà 1.7.18 òàêæå äîïóñêàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ òðàêòîâêó, òî åñòü
èìååò ìåñòî

Çàìå÷àíèå 1.8.3. Ïóñòü êðèâûå P3(x, y) = 0 è Q3(, y) = 0 èìåþò
õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó, ïðè÷åì òàêóþ, â êîòîðîé

|P ′x(x, y)|+ |P ′y(x, y)|+ |Q′x(x, y)|+ |Q′x(x, y)|+ |P ′′xy(x, y)|+
+|P ′′x2(x, y)|+ |P ′′y2(x, y)|+ |Q′′x2(x, y)|+ |Q′′y2(x, y)|+ |Q′′y(x, y)| > 0.

Òîãäà â ïó÷êå êðèâûõ (1.8.28) èìåþòñÿ íå áîëåå ÷åòûðåõ ðàñïàäàþ-
ùèõñÿ êðèâûõ. Åñëè ðàñïàäàþùèõñÿ êðèâûõ ðîâíî ÷åòûðå, òðè èç íèõ
ðàñïàäàþòñÿ íà òðè ïðÿìûå, à îäíà � íà ïðÿìóþ è íåïðèâîäèìóþ êðè-
âóþ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ â ïåð-
âîé ãëàâå.
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1. Ñâîéñòâî êðèâîé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè áûòü èçîêëèíîé äèôôåðåí-
öèàëüíîé ñèñòåìû èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî íåâûðîæäåííî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïåðåâåñòè ëþáóþ èçî-
êëèíó ñèñòåìû â îäíó èç å¼ ãëàâíûõ èçîêëèí.

2. Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç n îñîáûõ òî÷åê óðàâíåíèÿ

dy

dx
=
Qn(x, y)

Pn(x, y)
,

ãäå Qn(x, y) è Pn(x, y) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n, òî
ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó óðàâ-
íåíèþ.

3. Ïóñòü O(0, 0) � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû




dx

dt
= Pn(x, y) + ϕ(x, y),

dy

dt
= Qn(x, y) + ψ(x, y),

(A)

ãäå P 2
n(x, y)+Q2

n(x, y) 6≡ 0, Qn(x, y) è Pn(x, y) � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû,
ϕ(x, y) è ψ(x, y) � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ â ðÿä
íà÷èíàþòñÿ ñ ÷ëåíîâ ñòåïåíè íå íèæå n + 1. Åñëè ê âûøåíàçâàííîé ñè-
ñòåìå ïðèìåíèòü ëèíåéíîå íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ
x è y, òî ýòà ñèñòåìà ïåðåéäåò â ñèñòåìó





dx

dt
= P n(x, y) + ϕ(x, y),

dy

dt
= Qn(x, y) + ψ(x, y),

(B)

â êîòîðîé P 2
n(x, y) + Q

2
n(x, y) 6≡ 0, ãäå óæå P n(x, y) è Qn(x, y) ÿâëÿþòñÿ

îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè n.
4. Êàêèå áû n+ 1 ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû





dx

dt
= Pn(x, y),

dy

dt
= Qn(x, y),

(Pn, Qn) = 1,

íè âçÿòü, ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå, íà êîòîðûõ äàííàÿ
ñèñòåìà èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì äàííàÿ ñèñòåìà
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íå ìîæåò èìåòü áîëåå n ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé èíâàðèàíòíûõ ïðÿ-
ìûõ.

5. Ïóñòü ïðÿìàÿ `1 ïðîõîäèò ÷åðåç n ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ A1, A2, . . .

An ñèñòåìû (B), `2 � ïðÿìàÿ èçîêëèíà ýòîé ñèñòåìû, ïðè÷åì Ai 6∈ `2

(i = 1, n. Òîãäà ñèñòåìà (B) èíäóöèðóåò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå íà
ïðÿìûõ `1 è `2.

6. Ïóñòü `1 : y− kx− b1 = 0 è `2 : y− kx− b2 = 0, ãäå b1 6= b2 ïðÿìûå
èçîêëèíû ñèñòåìû





dx

dt
=

n∑
i+j=0

aijx
iyj ≡ P (x, y),

dy

dt
=

n∑
i+j=0

bijx
iyj ≡ Q(x, y),

(P,Q) = 1, (C)

ïðè÷åì íà `1 è `2 èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ m1 è m2. Òîãäà
k � êîðåíü óðàâíåíèé:

an,0 + an−1,1λ+ an−2,2λ
2 + . . .+ a1,n−1λ

n−1 + a0,nλ
n = 0, (α)

bn,0 + an−1,1λ+ bn−2,2λ
2 + . . .+ b1,n−1λ

n−1 + b0,nλ
n = 0. (β)

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè íåò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ó õîòÿ áû îäíîãî èç
óðàâíåíèé (α) è (β), òî ñèñòåìà (C) íå èìååò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
èçîêëèí, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Êâàäðàòè÷íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (ñèñòåìà
(C) ïðè n = 2) íå èìååò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èçîêëèí, íà êîòîðûõ
èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî
èç íåðàâåíñòâ a2

11 − 4a20a02 < 0 èëè b2
11 − 4b20b02 < 0.

7. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (C) èìååò íå áîëåå n ðàç-
ëè÷íûõ ìíîæåñòâ M(k). Çäåñü M(k) � ýòî ìíîæåñòâî ïàðàëëåëüíûõ
ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (C) ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
k, â êîòîðîì íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå ïðÿìûå, íà êîòîðûõ ýòà ñèñòåìà èí-
äóöèðóåò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ.

8. ×èñëî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (C) íà ïðÿìîé ` ∈ M(k) íå
ïðåâîñõîäèò n− 1.
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9. Åñëè ñèñòåìà (C) èìååò n2 ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, òî ëþáàÿ åå ïðÿ-
ìàÿ èçîêëèíà ïðîõîäèò ÷åðåç n ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Êðîìå òîãî, â
ýòîì ñëó÷àå ñðåäè åå ïðÿìûõ èçîêëèí íåò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó
ñîáîé ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíû ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ.

10. Ïóñòü M(k1,m1) ((M(k2,m2)) � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ïà-
ðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
k1(k2), íà êîòîðûõ èíäóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå m1(m2). Òîãäà ÷èñëî ïðÿ-
ìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (C) íå ïðåâîñõîäèò 2n+ 2.

Ñëåäñòâèå. Åñëè M(k1, k1) ((M(k2, k2)) � ìíîæåñòâî ïàðàëëåëüíûõ
ìåæäó ñîáîé èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñèñòåìû (C) ñ óãëîâûì êîýôôè-
öèåíòîì k1(k2), òî ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ýòîé ñèñòåìû íå áîëåå
2n+ 1(2n+ 2) ïðè n ÷åòíîì (íå÷¼òíîì).

11. Åñëè ñèñòåìà (C) èìååò õîòÿ áû îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, òî
÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí ýòîé ñèñòåìû íå áîëåå
2n− 1.

12. Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà




dx

dt
=

n∑
i=r

Pi(x, y) ≡ P (x, y),

dy

dt
=

n∑

i=s

Qj(x, y) ≡ Q(x, y)

(D)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (µ) : (P,Q) = 1, P,Q � íåîäíîðîäíûå ìíî-
ãî÷ëåíû, degP = degQ = n, n ≥ 2, Pi(Qj) � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû
ñòåïåíåé i(j), i, j ∈ N.

Åñëè ñèñòåìà (D) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (µ) è, êðîìå ýòîãî, Pr(x, y) 6≡
0, r ≤ s (Qs(x, y) 6≡ 0, s ≤ r). Òîãäà ÷åðåç ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O(0, 0)

ñèñòåìû (D) ïðîõîäèò íå áîëåå n = r (n+ s) ïðÿìûõ èçîêëèí.
Ñëåäñòâèå. ×èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (D), èíöèäåíòíûõ òî÷-

êå O(0, 0) íå áîëåå 2n− 1.

13.Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìûõ èçîêëèí
êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû íå ïðåâîñõîäèò ïÿòè.

14. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç `mj

j ïðÿìóþ èçîêëèíó `j, íà êîòîðîé èí-
äóöèðîâàíî íàïðàâëåíèå mj.
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Ïóñòü M � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïÿòè ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñî-
áîé ïðÿìûõ èçîêëèí êóáè÷åñêîé ñèñòåìû. Òîãäà M ìîæíî ðàçáèòü íà
íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñî-
áîâ:

1). M = {`m1

1 , `m1

2 , `m1

3 }
⋃{`m2

4 , `m2

5 },m1 6= m2;

2). M = {`m1

1 , `m1

2 , `m1

3 }
⋃{`m2

4 }{`m3

5 },mi 6= mj, åñëè i 6= j, i, j ∈
{1, 2, 3};

3). M = {`m1
1 , `m1

2 }
⋃{`m2

3 , `m2
4 }

⋃{`m3
5 },mi 6= mj, åñëè i 6= j, i, j ∈

{1, 2, 3};
4). M = {`m1

1 , `m1
2 }

⋃{`m2
3 }

⋃{`m3
4 }

⋃{`m4
5 },mi 6= mj, åñëè i 6= j, i, j ∈

{1, 2, 3, 4};
5). M =

5⋃
i=1
{`mi

i }, mi 6= mj, åñëè i 6= j, i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.
15. Åñëè êóáè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò ïÿòü ïàðàëëåëüíûõ ìåæäó ñîáîé

ïðÿìûõ èçîêëèí, òî îáùåå ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ýòîé ñèñòåìû íå áîëåå
ñåìè.

16. Åñëè êóáè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò õîòÿ áû îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ, òî îíà èìååò íå áîëåå äåñÿòè ïðÿìûõ èçîêëèí. Ýòà îöåíêà íå óëó÷-
øàåìà.

17. Êóáè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò äåéñòâèòåëüíûå
èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå íå áîëåå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé.

Â äàííîé ãëàâå ïîëíîñòüþ èçó÷åíî ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, èìåþùåé èíâàðèàíòíûå ïðÿ-
ìûå øåñòè ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé.
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Ãëàâà 2. Îñè ñèììåòðèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé êâàäðàòè÷íûõ è
êóáè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè

Â ðàáîòå [60] èçó÷åíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dx
= −Y (x, y)

X(x, y)
, (2.0.1)

ãäå X(x, y) è Y (x, y) � ñóòü àíàëèòè÷åñêèå â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîð-
äèíàò ôóíêöèè, ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ â ðÿäû

X(x, y) = Pn(x, y) + Pn+1(x, y) + ...,

Y (x, y) = Qn(x, y) +Qn+1(x, y) + ....

íà÷èíàþòñÿ ñ ÷ëåíîâ íå íèæå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè óñëîâèè, ÷òî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

Qn(cosϕ, sinϕ) · cosϕ+ Pn(cosϕ, sinϕ) · sinϕ = 0 (2.0.2)

íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.
Îòñóòñòâèå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (2.0.2), êàê èçâåñòíî

[80], ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî íè îäíà èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (2.0.2) íå âõîäèò â íà÷àëî êîîðäèíàò ñ îïðåäåëåííûì
óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, òî åñòü O(0, 0) � îñîáàÿ òî÷êà âòîðîé ãðóïïû
(öåíòð èëè ôîêóñ). Èìåííî â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ðàçëè÷åíèÿ öåíòðà è ôî-
êóñà àâòîðîì ðàáîòû [60] èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îñåé ñèì-
ìåòðèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.0.1), ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå ê ýòîé ïðîáëåìå îáðàùàëèñü À. Ïóàíêàðå [7] è
À.Ì. Ëÿïóíîâ [8]. Èìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò O(0, 0)

� öåíòð äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
dy

dx
= −x+Q2(x, y) +Q3(x, y) + ...

y + P2(x, y) + P3(x, y) + ...
,

åñëè ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïîëå íàïðàâëåíèé, ñèììåòðè÷íîå îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé y = 0.
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Òåîðåìà 1 [60], êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðîõîäÿùåé
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò îñè ñèììåòðèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.0.1) ïðè îòñóòñòâèè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâ-
íåíèÿ (2.0.2) ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå öåíòðà â íà÷àëå êîîðäèíàò O(0, 0),
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê ïðèíöèï ñèììåòðèè â åãî ïðèìåíå-
íèè ê óðàâíåíèþ (2.0.1).

Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå [60] â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ
íàëè÷èÿ ó êâàäðàòè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dy

dx
= −x+ c20x

2 + c11xy + c02y
2

y + b20x2 + b11xy + b02y2

åäèíñòâåííîé îñè ñèììåòðèè è òðåõ îñåé ñèììåòðèè.
Èçó÷åíèåì âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñèììåòðèåé èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ

óðàâíåíèÿ (2.0.1) çàíèìàëèñü Ì.È. Àëüìóõàìåäîâ [95], È.Ñ. Êóêëåñ [96],
Í.À. Ñàõàðíèêîâ [97]. Â ÷àñòíîñòè, Ì.È. Àëüìóõàìåäîâ ïîêàçàë [95] äëÿ
óðàâíåíèÿ (2.0.1) ïðè óñëîâèè (2.0.2), ÷òî:

1) åñëè bmk = 0 ïðè k ≡ 0,

cmk = 0 ïðè k ≡ 1

}
(mod 2), òî åñòü X(x,−y) = −X(x, y)

è Y (x,−y) = Y (x, y), íà÷àëî êîîðäèíàò åñòü öåíòð è â äîñòàòî÷íî ìà-
ëîé åãî îêðåñòíîñòè èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé y = 0;

2) åñëè bmk = 0 ïðè m ≡ 1,

cmk = 0 ïðè m ≡ 0

}
(mod 2), òî åñòü X(−x, y) = X(x, y)

è Y (−x, y) = −Y (x, y), íà÷àëî êîîðäèíàò åñòü öåíòð, è èíòåãðàëüíûå
êðèâûå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = 0;

3) åñëè bmk = ckm, òî åñòü X(x, y) = Y (y, x), òî íà÷àëî êîîðäèíàò
åñòü öåíòð, èìåþùèé â êà÷åñòâå îñè ñèììåòðèè ïðÿìóþ x− y = 0 è

4) åñëè bmk = (−1)q+1ckm, (q = m+k), òî åñòü X(x, y) = −Y (−y,−x),
òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñ îñüþ ñèììåòðèè x+ y = 0.

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îñåé ñèììåòðèè
êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé ñèñòåì äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íà ïëîñêîñòè. Â îòëè÷èå îò [60] ïðè ýòîì ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû íà÷àëî
êîîðäèíàò áûëî òîëüêî îñîáîé òî÷êîé âòîðîé ãðóïïû.
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2.1 Îñè ñèììåòðèè N�òèïà ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9), ãäå Pn(x, y)

è Qn(x, y) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n(n ≥ 2) ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå

x = x+ ky, y = −kx+ y (2.1.1)

ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1.1.9) â ñèñòåìó




dx

dt
= P n(x, y),

dy

dt
= Qn(x, y).

(2.1.2)

Ïðÿìóþ y = kx íàçîâåì îñüþ ñèììåòðèè N�òèïà ïîëÿ íàïðàâëåíèé
ñèñòåìû (1.1.9), åñëè

P n(x, y) ≡ yP n−1(x, y), Qn(x,−y) ≡ Qn(x, y), P n−1(x,−y) ≡ P n−1(x, y),

ãäå P i(x, y) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè i(i = n, n − 1), Qn(x, y) � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n.

Òåîðåìà 2.1.1. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx � îñü ñèììåòðèè N�òèïà
âåêòîðíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîãî ñèñòåìîé (1.1.9), òî ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ èçîêëèíîé ñèñòåìû (1.1.9), ïðè÷åì, åñëè k 6= 0, òî

Qn(x, kx)

Pn(x, kx)
≡ −1

k
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.1.1) ñèñòåìà (1.1.9)
ïåðåéäåò â ñèñòåìó (2.1.2), ãäå

P n(x, y) ≡ Pn(x, y) + kQn(x, y),

Qn(x, y) ≡ −kPn(x, y) + kQn(x, y),
(2.1.3)

à x è y ñëåäóåò çàìåíèòü ïî ôîðìóëàì:

x =
x

k2 + 1
− ky

k2 + 1
, y =

kx

k2 + 1
+

y

k2 + 1
. (2.1.4)



103

Òàê êàê ïî óñëîâèþ y = kx � îñü ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû (1.1.9),
òî P n(x, 0) ≡ 0. Ïîýòîìó èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (2.1.3) ïîëó÷èì
Pn(x, kx) + kQn(x, kx) ≡ 0. Îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

Qn(x, kx)

Pn(x, kx)
≡ −1

k
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 2.1.1. Ëþáóþ îñü ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû (1.1.9)

ïåðåñåêàþò òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû ïîä ïðÿìûì óãëîì (ðàçóìååòñÿ. â
òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ). Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 0, îñü
ñèììåòðèè y = 0 ÿâëÿåòñÿ åå èçîêëèíîé áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 2.1.2. Ëþáàÿ ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1.1.9), ðàñ-
ïîëîæåííàÿ íà îñè ñèììåòðèè N�òèïà, ìîæåò áûòü ëèáî öåíòðîì,
ëèáî ñåäëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1.1.9)
ìîæåò áûòü ëèáî öåíòðîì, ëèáî ôîêóñîì, ëèáî óçëîì, ëèáî ñåäëîì [80].
Î÷åâèäíî, ñëó÷àé ôîêóñà èñêëþ÷àåòñÿ, òàê êàê ñïèðàëåâèäíàÿ òðàåê-
òîðèÿ íå ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà ñèììåòðè÷íî, îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó òèïà ¾ôîêóñ¿. èñêëþ÷àåòñÿ òàêæå ñëó-
÷àé îñîáîé òî÷êè òèïà ¾óçåë¿. Ñîøëåìñÿ íà ìîíîãðàôèþ [80], ñîãëàñíî
êîòîðîé âñåãäà ìîæíî óêàçàòü öèêë áåç êîíòåêñòà òàêîé, ÷òî îí ðàñïî-
ëîæåí â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè óçëà, è âñå òðàåêòîðèè, ïåðåñå-
êàþùèå åãî, ñòðåìÿòñÿ ê óçëó ïðè t→ +∞ èëè ïðè t→ −∞.

Âìåñòå ñ òåì, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 2.1.1 â ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðîêîëî-
òîé îêðåñòíîñòè óçëà òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò îñü ñèììåòðèè N�òèïà ïîä
ïðÿìûì óãëîì, òî åñòü íå âñå òðàåêòîðèè âõîäÿò â óçåë. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1.1.9), ðàñïîëîæåííàÿ íà îñè ñèììåòðèè
N�òèïà, ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì èëè ñåäëîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü ñèñòåìà (1.1.9) èìååò äâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà y = k1x, y =

k2x, k1 6= k2, k1, k2 ∈ R. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.1 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Pn(x, k1x) + k1Qn(x, k1x) ≡ 0, (2.1.5)

Pn(x, k2x) + k2Qn(x, k2x) ≡ 0. (2.1.6)



104

Èç (2.1.5) è (2.1.6) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

Pn(x, k1x) + k1Qn(x, k1x) ≡ (y − k1x)Rn−1(x, y), (2.1.7)

Pn(x, k2x) + k2Qn(x, k2x) ≡ (y − k2x)Sn−1(x, y), (2.1.8)

ãäå

Rn−1(x, y) =
n−1∑
i+j=0

rijx
iyj, Sn−1(x, y) =

n−1∑
i+j=0

sijx
iyj. (2.1.9)

Ðàçðåøèâ ñèñòåìó (2.1.7) è (2.1.8) îòíîñèòåëüíî Pn(x, y) è Qn(x, y),

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:




Pn(x, y) =
1

k2 − k1
[k2(y − k1x)Rn−1(x, y)−

− k1(y − k2x)Sn−1(x, y)],

Qn(x, y) =
1

k2 − k1
[(y − k2x)Sn−1(x, y)−

− (y − k1x)Rn−1(x, y)].

(2.1.10)

Äåëàÿ çàìåíó dτ = dt
k2−k1

è ó÷èòûâàÿ (2.1.10), ïðèâåäåì ñèñòåìó (1.1.9)
ê âèäó:





dx

dτ
= k2(y − k1x)Rn−1(x, y)− k1(y − k2x)Sn−1(x, y),

dy

dτ
= −(y − k1x)Rn−1(x, y) + (y − k2x)Sn−1(x, y).

(2.1.11)

Åñëè îñè ñèììåòðèè N�òèïà y = k1x è y = k2x âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû, òî

k1 · k2 + 1 = 0. (2.1.12)

Ïîëàãàÿ k1 = k, ñ ó÷åòîì (2.1.12) ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.1.11) â âèäå:




dx

dµ
= (y − kx)Rn−1(x, y) + k(x+ ky)Sn−1(x, y),

dy

dµ
= k(y − kx)Rn−1(x, y)− (x+ ky)Sn−1(x, y).

(2.1.13)

Çäåñü dµ = dτ/k, k 6= 0.
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Åñëè ê ñèñòåìå (2.1.13) ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå (2.1.1) è çàìåíó
âðåìåíè dη = (k2 + 1)dµ, òî îíà ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó





dx

dη
= yRn−1(x, y),

dy

dη
= −xSn−1(x, y).

(2.1.14)

ãäå
Rn−1(x, y) = Rn−1

(
x

k2 + 1
− ky

k2 + 1
,

kx

k2 + 1
+

y

k2 + 1

)
,

Sn−1(x, y) = Sn−1

(
x

k2 + 1
− ky

k2 + 1
,

kx

k2 + 1
+

y

k2 + 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
Òåîðåìà 2.1.3. Åñëè ñèñòåìà (1.1.9) èìååò äâå âçàèìíî ïåðïåíäè-

êóëÿðíûå îñè ñèììåòðèè N�òèïà, òî ïîäõîäÿùèì ëèíåéíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì (2.1.1) ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (2.1.14), ãäå

Rn−1(x,−y) = Rn−1(x, y), Sn−1(x,−y) = Sn−1(x, y),

Rn−1(−x, y) = Rn−1(x, y), Sn−1(−x, y) = Sn−1(x, y).
(2.1.15)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñèñòåìîé (2.1.14) è óñëîâèÿìè (2.1.15) äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ÿâíîãî âèäà ôóíêöèé (2.1.9) â ñèñòåìå (2.1.13) ïðè n = 3.

Â ñèëó (2.1.9) èìååì

R2(x, y) = r00 + r10x+ r01y + r20x
2 + r11xy + r02y

2, (2.1.16)

S2(x, y) = s00 + s10x+ s01y + s20x
2 + s11xy + s02y

2. (2.1.17)

Çàìåíÿÿ â âûðàæåíèÿõ (2.1.16), (2.1.17) x è y ïî ôîðìóëàì (2.1.4), à
çàòåì, èñïîëüçóÿ (2.1.15), ìîæíî óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé
íà êîýôôèöèåíòû:

r10 = r01 = s10 = s01 = 0,

r11k
2 − 2(r02 − r20)k − r11 = 0,

s11k
2 − 2(s02 − s20)k − s11 = 0.

(2.1.18)

Åñëè r11 = s11 = 0, (r02 − r20)
2 + (s02 − s20)

2 > 0, òî êîîðäèíàòíûå
ïðÿìûå x = 0 è y = 0 ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèèN�òèïà ñèñòåìû (1.1.9)
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ïðè n = 3. Ïðè ýòîì ñèñòåìà (1.1.9) èìååò âèä:




dx

dt
= y(r00 + r20x

2 + r02y
2),

dy

dt
= −x(s00 + s20x

2 + s02y
2).

(2.1.19)

Åñëè r11 6= 0, s11 = s02−s20 = 0, òî îñÿìè ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû
(1.1.9) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå y = kx è y = −(1/k)x, ãäå k � êîðåíü óðàâíåíèÿ
r11k

2 − 2(r02 − r20)k − r11 = 0. Ïðè ýòîì ñèñòåìà (1.1.9) èìååò âèä




dx

dt
= (y − kx)(r00 + r20x

2 + r11xy + r02y
2)+

+k(x+ ky)(s00 + s20x
2 + s20y

2),

dy

dt
= k(y − kx)(r00 + r20x

2 + r11xy + r02y
2)−

−(x+ ky)(s00 + s20x
2 + s20y

2).

(2.1.20)

Åñëè s11 6= 0, r11 = r02 − r20 = 0, òî ïðÿìûå y = kx è y = −(1/k)x

ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû (1.1.9), ãäå k � êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ s11k

2− 2(s02− s20)k− s11 = 0. Ïðè ýòîì ñèñòåìà (1.1.9) èìååò âèä:




dx

dt
= (y − kx)(r00 + r20x

2 + r20y
2)+

+ k(x+ ky)(s00 + s20x
2 + s11xy + s02y

2),

dy

dt
= k(y − kx)(r00 + r20x

2 + r20y
2)−

− (x+ ky)(s00 + s20x
2 + s11xy + s02y

2).

(2.1.21)

Åñëè

r11 · s11 6= 0,
r02 − r20

r11
=
s02 − s20

s11
,

òî îñÿìè ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû (1.1.9) ïðè n = 3 ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå
y = kx è y = −1/kx, ãäå k � êîðåíü óðàâíåíèÿ

s11k
2 − 2(s02 − s20)k − s11 = 0.
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Ïðè ýòîì ñèñòåìà (1.1.9) èìååò âèä:




dx

dt
= (y − kx)

[
r00 + r20x

2 + r11xy+

+

(
r20 +

r11(s02 − s20)

s11

)
y2
]
+

+ k(x+ ky)[s00 + s20x
2 + s11xy + s02y

2],

dy

dt
= k(y − kx)

[
r00 + r20x

2 + r11xy+

+

(
r20 +

r11(s02 − s20)

s11

)
y2
]
−

− (x+ ky)[s00 + s20x
2 + s11xy + s02y

2].

(2.1.22)

Åñëè r11 = s11 = 0, r02 = r20 6= 0, s02 = s20 6= 0, òî îñÿìè ñèììåòðèè
ñèñòåìû (1.1.9) ïðè n = 3 ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå y = kx è x = −ky, k ∈ R, à
ñèñòåìà (1.1.9) èìååò âèä:





dx

dt
= (y − kx)(r00 + r20x

2 + r20y
2)+

+ k(x+ ky)(s00 + s20x
2 + s20y

2),

dy

dt
= k(y − kx)(r00 + r20x

2 + r20y
2)−

− (x+ ky)(s00 + s20x
2 + s20y

2).

(2.1.23)

Òåì ñàìûì äîêàçàíà
Òåîðåìà 2.1.4. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè

n = 3 èìååò äâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà y = kx è x = −ky òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò âèä îäíîé èç ñèñòåì (2.1.19)�(2.1.23),
ãäå k óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (2.1.18).

Òåîðåìà 2.1.5. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè
n = 2m,m ∈ N è íàëè÷èè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû
õîòÿ áû îäíîãî îäíî÷ëåíà ðàçìåðíîñòè 2m íå ìîæåò èìåòü äâóõ îñåé
ñèììåòðèè N�òèïà â òî÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü âîïðåêè óòâåðæäåíèþ òåîðåìû ñèñòåìà (1.1.9)
èìååò ðîâíî äâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ðàññìîò-
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ðèì ñèñòåìó 



dx

dη
= yR2m−1(x, y),

dy

dη
= −xS2m−1(x, y),

(2.1.24)

ãäå

R2m−1(x, y) =
2m−1∑
i+j=0

rijx
iyj, S2m−1(x, y) =

2m−1∑
i+j=0

sijx
iyj. (2.1.25)

Â ñèëó ñèììåòðèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû (2.1.24) îòíîñèòåëüíî
ïðÿìûõ x = 0 è y = 0 äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

R2m−1(x,−y) = R2m−1(x, y), S2m−1(x,−y) = S2m−1(x, y),

R2m−1(−x, y) = R2m−1(x, y), S2m−1(−x, y) = S2m−1(x, y).
(2.1.26)

Êàæäîå ñëàãàåìîå ñòåïåíè 2m− 1 â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (2.1.25)
ñîäåðæèò ëèáî x â íå÷åòíîé ñòåïåíè, ëèáî y â íå÷åòíîé ñòåïåíè. Ïîýòîìó
ñîãëàñíî óñëîâèÿì (2.1.26) âñå îäíî÷ëåíû ðàçìåðíîñòè 2m− 1 â ïðàâûõ
÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (2.1.25) îòñóòñòâóþò. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì,
÷òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1.24) ñîäåðæàò õîòÿ áû îäèí
îäíî÷ëåí ðàçìåðíîñòè 2m. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1.1. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé êâàäðàòè÷íîé ñè-
ñòåìû ñîäåðæàò õîòÿ áû îäèí êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí, òî ýòà ñèñòåìà íå
ìîæåò èìåòü â òî÷íîñòè äâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà.

Çàìå÷àíèå 2.1.2. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè
óñëîâèè (Pn, Qn) = 1 èìååò íå áîëåå n + 1 îñåé ñèììåòðèè N�òèïà. Ýòî
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà P (x, kx) + kQ(x, kx) ≡ 0.

Òåîðåìà 2.1.6. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè
n = 2m, m ∈ N íå ìîæåò èìåòü ÷åòíîãî ÷èñëà îñåé ñèììåòðèè N�
òèïà, åñëè ïðàâûå ÷àñòè ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæàò õîòÿ áû îäèí îäíî-
÷ëåí ðàçìåðíîñòè 2m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷èñëî îñåé ñèììåòðèèN�òèïà ïîëÿ íàïðàâ-
ëåíèé ñèñòåìû (1.1.9) ïðè n = 2m,m ∈ N ðàâíî 2l, ãäå 1 ≤ l ≤ [n+1

2

]
.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî îñüþ ñèììåòðèè N�òèïà ÿâëÿåò-
ñÿ ïðÿìàÿ y = 0 (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
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(2.1.1)). Î÷åâèäíî, ëþáóþ èç 2l èç îñåé ñèììåòðèè N�òèïà ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïîâîðîòîì ïðÿìîé y = 0 íà óãîë, êðàòíûé óãëó ϕ = (π/2)l [60].
Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè îñåé ñèììåòðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1.1.9)
íåïðåìåííî íàõîäèòñÿ è ïðÿìàÿ x = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (1.1.9)
èìååò âèä ñèñòåìû (2.1.24). Â îñòàëüíîì ðàññóæäåíèÿ ñîâïàäàþò ñ òå-
ìè, êîòîðûå ïðîâåäåíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, òåì è
äîêàçàíà íàñòîÿùàÿ òåîðåìà.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé òðåõ îñåé ñèììåòðèè N�òèïà âåêòîðíîãî
ïîëÿ ñèñòåìû (1.1.9) ïðè n = 3.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

k1 = tgϕ1, k2 = tgϕ2, k3 = tgϕ3, 0 ≤ ϕ1 < ϕ2 < ϕ3 < π.

Ñîãëàñíî ðàáîòå [60] ϕ3 − ϕ2 = ϕ2 − ϕ1 = π
3 .

tg(ϕ2 − ϕ1) =
tgϕ2 − tgϕ1

1 + tgϕ1 · tgϕ2
, tg(ϕ3 − ϕ2) =

tgϕ3 − tgϕ2

1 + tgϕ2 · tgϕ3
.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ôîðìóë ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:

k2 =
k1 +

√
3

1− k1
√

3
, k3 =

k1 −
√

3

1 + k1
√

3
. (2.1.27)

Òàê êàê k3 < 0, òî èç (2.1.27) ïî íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî k1 ∈[
0; 1√

3

) ∪ ( 1√
3
;
√

3
)
, ðàçóìååòñÿ, ïðè k1 ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè k1 = 1√
3

(ϕ1 = π
6 ) èìååì k2 = ∞ (ϕ1 = π

2 ) è
k3 = − 1√

3
(ϕ3 = 5π

6 ).

Ïóñòü ñèñòåìà (2.1.11) ïðè n = 3 èìååò, íàðÿäó ñ ïðÿìûìè y = k1x

è y = k2x, îñü ñèììåòðèè N�òèïà y = k3x. Òîãäà ïî òåîðåìå 2.1.1 èìååò
ìåñòî òîæäåñòâî:

{
k2(y − k1x)R2(x, y)− k1(y − k2x)S2(x, y)+

+k3[(y − k2x)S2(x, y)− (y − k1x)R2(x, y)]

}

y=k3x

≡ 0,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

S2(x, y) = (y − k3x)T1(x, y) +R2(x, y). (2.1.28)
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Ñ ó÷åòîì (2.1.28) ñèñòåìà (2.1.11) ïðè n = 3 çàïèøåòñÿ â âèäå:




dx

dτ
= (k2 − k1)yR2(x, y)− k1(y − k2x)(y − k3x)T1(x, y),

dy

dτ
= −(k2 − k1)xR2(x, y) + (y − k2x)(y − k3x)T1(x, y),

(2.1.29)

ãäå R2(x, y) =
2∑

i+j=0
rijx

iyj, T1(x, y) = t00 + t10x+ t01y.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå (2.1.29) ïðåîáðàçîâàíèÿ
x = x+kiy, y = −kix+y (i = 1, 2, 3) è ó÷èòûâàÿ ïîñëå êàæäîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0 � îñü ñèììåòðèè N�òèïà ïîëÿ íàïðàâëåíèé
ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåì, óáåæäàåìñÿ
â âûïîëíåíèè óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû:

t10 = t01 = 0, r11 = 0, r02 = r20 6= 0,

r10 =
t00(k2k3 + 1)

k2 − k1
, r01 =

t00(k2k3 + 1)k1

k2 − k1
, t00 ∈ R\{0},

(2.1.30)

ãäå k1 ∈
[
0; 1√

3

) ∪ ( 1√
3
;
√

3
)
, k2 è k3 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.1.27).

Ñ ó÷åòîì (2.1.30) ïðèäàäèì ñèñòåìå (2.1.29) âèä:




dx

dτ
= (k2 − k1)y

[
r00 +

t00(k2k3 + 1)

k2 − k1
(x+ k1y)+

+ r20(x
2 + y2)

]
− k1(y − k2x)(y − k3x)t00,

dy

dτ
= −(k2 − k1)x

[
r00 +

t00(k2k3 + 1)

k2 − k1
(x+ k1y)+

+ r20(x
2 + y2)

]
+ (y − k2x)(y − k3x)t00.

(2.1.31)

Òåì ñàìûì äîêàçàíà
Òåîðåìà 2.1.7. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè

n = 3 èìååò òðè îñè ñèììåòðèè N�òèïà y = k1x, y = k2x, y = k3x,

ãäå k1 ∈
[
0; 1√

3

) ∪ ( 1√
3
;
√

3
)
, k2 è k3 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.1.27),

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä (2.1.31).
Çàìå÷àíèå 2.1.3. t00 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðàâûå ÷àñòè

óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1.31) íå áóäóò âçàèìíî ïðîñòûìè, à òàêæå r20 6= 0

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.1.31) âûðîæäàåòñÿ â êâàäðàòè÷íóþ).
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷åòûðåõ îñåé ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû (1.1.9)
ïðè n = 3.

Ïóñòü y = k1x, y = k2x, y = k3x, y = k4x � îñè ñèììåòðèè N�òèïà
ñèñòåìû (1.1.9), ïðè÷åì k1 = tgϕ1, k2 = tgϕ2, k3 = tgϕ3, k4 = tgϕ4,

0 ≤ ϕ1 < ϕ2 < ϕ3 < ϕ4 < π.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ≤ ϕ1 <
π
4 , òî åñòü 0 ≤ k1 < 1.

Â ñèëó ðàáîòû [60] ϕ2 − ϕ1 = ϕ3 − ϕ2 = ϕ4 − ϕ3 = π
4 .

Ïîëàãàÿ, ÷òî ÷åòûðå óêàçàííûå ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè
N�òèïà ñèñòåìû (1.1.9), ìîæíî ïðèâåñòè ýòó ñèñòåìó ê âèäó:





dx

dτ
= (k2 − k1)yRn−1(x, y)−
− k1(y − k2x)(y − k3x)(y − k4x)Tn−3(x, y),

dy

dτ
= −(k2 − k1)xRn−1(x, y)+

+ (y − k2x)(y − k3x)(y − k4x)Tn−3(x, y),

(2.1.32)

ãäå

Rn−1(x, y) =
n−1∑
i+j=0

rijx
iyj, Tn−3(x, y) =

n−3∑
i+j=0

tijx
iyj. (2.1.33)

Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå (2.1.32) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ
{
x = x+ k1y,

y = −k1x+ y,

è {
x = x+ k2y,

y = −k2x+ y,

è êàæäûé ðàç ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ïîëó÷àåìûõ ñèñòåì ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ x = 0 è y = 0, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè n = 3 è
k1 ∈ (0; 1) èìåþò ìåñòî îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû

r10 = r01 = 0,

2(r02 − r20)k1 + r11(1− k2
1) = 0,

2(r02 − r20)k2 + r11(1− k2
2) + t00(k2 + k3 + k3k

2
2 − k4) = 0,

(2.1.34)

ãäå t00 ∈ R\{0}.
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Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2.1.8. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè

n = 3 èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè N�òèïà: y = k1x, y = k2x,

y = k3x, y = k4x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:




dx

dt
= (k2 − k1)y(r00 + r20x

2 + r11xy + r02y
2)−

−k1(y − k2x)(y − k3x)(y − k4x)t00,

dy

dt
= −(k2 − k1)x(r00 + r20x

2 + r11xy + r02y
2)+

+(y − k2x)(y − k3x)(y − k4x)t00,

(2.1.35)

ãäå k1 ∈ (0; 1),

k2 =
1 + k1

1− k1
, k3 = − 1

k1
, k4 =

k1 − 1

k1 + 1
, 2(r02 − r20)k1 + r11(1− k2

1) = 0,

2(r02 − r20)k2 + r11(1− k2
2) + t00(k2 + k3 + k2

2k3 − k4) = 0, t00 ∈ R\{0}.
Çàìå÷àíèå 2.1.4. Â ñèñòåìå (2.1.35) ïî íåîáõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå (r02− r20)r11 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç (2.1.34) ñëåäóåò
ðàâåíñòâî t00 = 0, è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1.35) íå âçàèìíî
ïðîñòûå.

Òåîðåìà 2.1.9. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè
n = 3 èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè N�òèïà: y = 0, x = 0, y = x, y = −x
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:





dx

dt
= y(r00 + r20x

2 + r02y
2),

dy

dt
= −x[(r00 + r20x

2 + r02y
2)− t00(y

2 − x2)],

(2.1.36)

ãäå t00 ∈ R\{0}, r02 = r20 + t00.

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé
{
x = x,

y = y,

è {
x = x+ y,

y = −x+ y,
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ïîñëåäîâàòåëüíî ê ñèñòåìå (2.1.32).
Äëÿ ñèñòåìû (2.1.36) àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå r02−r20 6= 0

â ñèëó íåðàâåíñòâà t00 6= 0.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (2.1.36) ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ïîëó÷åíà èç
ñèñòåìû (2.1.35) ïðè k1 = 0, k2 = 1, k3 = 0, k4 = −1.

Äàëåå, ïîëàãàÿ, ÷òî ïðÿìàÿ y = kx � îñü ñèììåòðèè N�òèïà âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ñèñòåìû (1.1.9) ïðè n = 3, ñîãëàñíî òåîðåìå (2.1.1) ïðèäàäèì
ñèñòåìå (1.1.9) âèä:





dx

dt
= (y − kx)R2(x, y)− kQ3(x, y),

dy

dt
= Q3(x, y),

(2.1.37)

ãäå R2(x, y) =
2∑

i+j=0
rijx

iyj, Q3(x, y) =
3∑

i+j=0
bijx

iyj.

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (2.1.37) ïðåîáðàçîâàíèå (2.1.1) è, ñ÷èòàÿ ïðÿìóþ
y = 0 îñüþ ñèììåòðèè N�òèïà äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, óáåäèìñÿ â
âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû:

r01 = r10k, r11k
2 − 2(r02 − r20)k − r11 = 0, b01 = (b10 + r00)k,

r10k
3 + b11k

2 + (2b20 − 2b02 + r10)k − b11 = 0,

(b12 + r02)k
3 + (r11 − 3b03 + 2b21)k

2+

+(r20 − 2b12 + 3b30)k − b21 = 0,

(b30 + r20)k
3 − (r11 + b21)k

2 + (r02 + b12)k − b03 = 0.

(2.1.38)

Òåîðåìà 2.1.10. Ïðÿìàÿ y = kx ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè N�
òèïà ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè n = 3 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:




dx

dt
= (y − kx)(r00 + r10x+ r01y + r20x

2 + r11xy + r02y
2)−

−k(b00 + b10x+ b01y + b20x
2 + b11xy + b02y

2+

+b30x
3 + b21x

2y + b12xy
2 + b03y

3),

dy

dt
= b00 + b10x+ b01y + b20x

2 + b11xy + b02y
2+

+b30x
3 + b21x

2y + b12xy
2 + b03y

3,

(2.1.39)

ãäå k ∈ R è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.1.38).
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Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îñÿõ ñèììåòðèè N�òèïà êâàäðàòè÷íîé ñèñòå-
ìû. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.6 è çàìå÷àíèþ 2.1.2 êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà ìî-
æåò èìåòü ëèáî îäíó îñü ñèììåòðèè, ëèáî òðè îñè ñèììåòðèè N�òèïà.

Ïóñòü ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 2 èìååò îñü ñèììåòðèè N�òèïà y = kx.
Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1.1 ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:





dx

dt
= (y − kx)R1(x, y)− kQ2(x, y),

dy

dt
= Q2(x, y),

(2.1.40)

ãäå R1(x, y) = r00 + r10x+ r01y, Q2(x, y) =
2∑

i+j=0
bijx

iyj.

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (2.1.40) ïðåîáðàçîâàíèå (2.1.1) è, ñ÷èòàÿ ïðÿìóþ
y = 0 îñüþ ñèììåòðèè N -òèïà âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû,
óáåäèìñÿ â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû:

{
r01 = r10k, b01 = (r00 + b10)k,

r10k
3 + b11k

2 + (2b20 − 2b02 + r10)k − b11 = 0.
(2.1.41)

Òåîðåìà 2.1.11. Ïðÿìàÿ y = kx ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè N�òèïà
ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû (1.1.9) ïðè n = 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:





dx

dt
= (y − kx)R1(x, y)− kQ̃2(x, y),

dy

dt
= Q̃2(x, y),

(1.4.42)

ãäå Q̃2(x, y) = b00 + b10x + b01y + b20x
2 + b11xy + b02y

2 è êîýôôèöèåíòû
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (2.1.41).

Ïóñòü äàëåå ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 2 èìååò òðè îñè ñèììåòðèè N�
òèïà: y = k1x, y = k2x, y = k3x, ãäå k1 ∈

[
0; 1√

3

) ∪ ( 1√
3
;
√

3
)
, k2 è k3

îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì (2.1.27).
Òîãäà ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 2 ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó:





dx

dτ
= (k2 − k1)y(r00 + r10x+ r01y)− k1(y − k2x)(y − k3x)t00,

dy

dτ
= −(k2 − k1)x(r00 + r10x+ r01y) + (y − k2x)(y − k3x)t00,

(2.1.43)
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ãäå t00 ∈ R\{0}.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå (2.1.43) ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = x+kiy, y = −kix+y (i = 1, 2, 3) è ó÷èòûâàÿ ïîñëå êàæäîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0 � îñü ñèììåòðèè N�òèïà ïîëÿ íàïðàâëåíèé
ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåì, óáåæäàåìñÿ
â âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (2.1.43):

r01 = r10k1, r01 − r10k2 + t00(1 + k2k3) = 0,

(k2 − k1)(r01 − r10k3) + t00(k3 − k1)(1 + k2k3) = 0.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû, à òàêæå ôîð-
ìóëû (2.1.27), çàïèøåì ñèñòåìó (2.1.43) â âèäå:





dx

dµ
= y[(

√
3 + 3k1)r00 − 2t00(x+ k1y)]−

− t00k1

k2
1 + 1

[(1− k1
√

3)y − (k1 +
√

3)x]×

×[(1 + k1
√

3)y − (k1 −
√

3)x],

dy

dµ
= −x[(

√
3 + 3k1)r00 − 2t00(x+ k1y)]+

+
t00

k2
1 + 1

[(1− k1
√

3)y − (k1 +
√

3)x]×

×[(1 + k1
√

3)y − (k1 −
√

3)x].

(2.1.44)

ãäå

dµ =
(k2

1 + 1)

1− 3k2
1
dτ.

Òåîðåìà 2.1.12. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè
n = 2 èìååò òðè îñè ñèììåòðèè N�òèïà: y = k1x, y = k2x,

y = k3x, ãäå k2 è k3 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.1.27), òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä (2.1.44), ïðè÷åì
k1 ∈

[
0; 1√

3

) ∪ ( 1√
3
;
√

3
)
, t00 ∈ R\{0}.

Â ñâÿçè ñ ðàññìàòðèâàåìûì â íàñòîÿùåì ïóíêòå âîïðîñîì îòìåòèì,
÷òî â ðàáîòå [61] ïðîâåäåíî ïîëíîå èññëåäîâàíèå íà N�ñèììåòðèþ äèô-
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ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dy

dx
= −

x+
3∑

i+j=2
cijx

iyj

y +
3∑

i+j=2
bijxiyj

. (2.1.45)

Êàê âèäíî, íà÷àëî êîîðäèíàò O(0; 0) óðàâíåíèÿ (2.1.45) ÿâëÿåòñÿ îñî-
áîé òî÷êîé âòîðîé ãðóïïû. Â öåëÿõ ðàçëè÷åíèÿ öåíòðà è ôîêóñà â òî÷êå
O(0; 0) èçó÷åíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.1.45) íà ïðåäìåò íàëè-
÷èÿ ó íåãî îñåé ñèììåòðèè N�òèïà. Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [60, 61] íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾îñü ñèììåòðèè N�òèïà¿, ââåäåííûé íàìè, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò çàïèñàòü â áîëåå óäîáíîé ôîðìå ïîëèíîìèàëüíûå ñèñòåìû. À
ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñóùåñòâåííî óïðîùàåò èõ êà÷åñòâåííîå èññëåäîâà-
íèå è êîíñòðóèðîâàíèå ñèñòåì ñ çàäàííûìè îñÿìè ñèììåòðèè.

2.2 Îñè ñèììåòðèè S�òèïà ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îñè ñèììåòðèè N�òèïà
ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû (1.1.9). Îäíàêî, èññëåäóÿ ïîâåäåíèå òðàåê-
òîðèé ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ìîæíî îáíàðóæèòü ñóùåñòâî-
âàíèå îñåé ñèììåòðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû, îòëè÷íûõ îò N�òèïà.
Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ îñè ñèììåòðèè
S�òèïà, îòëè÷íîãî îò ïîíÿòèÿ îñè ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû (1.1.9).

Ïðè ýòîì â ñëó÷àÿõ n = 2; 3 ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ýòîé ñèñòåìû
íà S�ñèììåòðèþ. Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îñåé ñèììåòðèè S�
òèïà è ïðÿìûõ èçîêëèí ñèñòåìû (1.1.9), îòëè÷íûõ îò îñåé ñèììåòðèè è
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå: åñëè ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n ≥ 2 èìååò n2 îñîáûõ òî÷åê â êîíå÷íîé
÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè è n+1 îñåé ñèììåòðèè N�òèïà ïðè îòñóòñòâèè
îñåé ñèììåòðèè S�òèïà èëè n+1 îñåé ñèììåòðèè S�òèïà ïðè îòñóòñòâèè
îñåé ñèììåòðèè N�òèïà, òî âñå îñîáûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ ñèì-
ìåòðèè, ïðè÷åì íà÷àëî êîîðäèíàò � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1.1.9).

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå (2.1.1) ïåðåâîäèò ñèñòå-
ìó (1.1.9) â ñèñòåìó (2.1.2). Ïðÿìóþ y = kx íàçîâåì îñüþ ñèììåòðèè
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S�òèïà ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû (1.1.9), åñëè P n(x,−y) ≡ P n(x, y),

Qn(x, y) ≡ yQn−1(x, y), Qn−1(x,−y) ≡ Qn−1(x, y) ãäå Qi(x, y) � ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè i, (i = n, n− 1), P n(x, y) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n

Òåîðåìà 2.2.1. Åñëè ïðÿìàÿ y = kx � îñü ñèììåòðèè S�òèïà âåê-
òîðíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîãî ñèñòåìîé (1.1.9), òî ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ ñèñòåìû (1.1.9), òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
Qn(x, kx)/Pn(x, kx) ≡ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y = kx, k ∈ R � îñü ñèììåòðèè S�òèïà
ñèñòåìû (1.1.9). Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.1.1) ñèñòåìà (1.1.9) ïå-
ðåéäåò â ñèñòåìó (2.1.2), ãäå

P n(x, y) ≡ Pn(x, y) + kQn(x, y),

Qn(x, y) ≡ −kPn(x, y) + kQn(x, y). (2.2.1)

Â ðàâåíñòâå (2.2.1) ñëåäóåò çàìåíèòü x è y ïî ôîðìóëàì (2.1.4). Ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.2.1 Qn(x, 0) ≡ 0, ò.å. −kPn(x, kx) +Qn(x, kx) ≡ 0.
Îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî Qn(x, kx)/Pn(x, kx) ≡ k. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Åñëè y = kx � îñü ñèììåòðèè S�òèïà ïîëÿ íà-
ïðàâëåíèé ñèñòåìû (1.1.9), òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî:

Qn(x, y) ≡ (y − kx)Rn−1(x, y) + kPn(x, y),

ãäå Rn−1(x, y) =
n−1∑
i+j=0

rijx
iyj.

Íàéäåì êîýôôèöèåíòíûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 3

èìååò â êà÷åñòâå îñè ñèììåòðèè S�òèïà ïðÿìóþ y = kx.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2.1 ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 3 çàïèøåòñÿ â âèäå:





dx

dt
= P3(x, y),

dy

dt
= (y − kx)R2(x, y) + kP3(x, y).

(2.2.2)

Ñäåëàåì â ñèñòåìå (2.2.2) ïðåîáðàçîâàíèå (2.1.1) è ïîòðåáóåì, ÷òîáû
ïðÿìàÿ y = 0 áûëà îñüþ ñèììåòðèè S�òèïà ïîëó÷åííîé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìû.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû:

r01 = r10k, r11k
2 − 2(r02 − r20)k − r11 = 0, a01 = (a10 − r00)k,

(r01 − a11)k
2 + (r10 + 2a02 − 2a20)k + a11 = 0,

(r02 − a12)k
3 + (r11 − 2a21 + 3a03)k

2 + (r20 − 3a30 + 3a12)k+

+a21 = 0,

(r20 − a30)k
3 + (−r11 + a21)k

2 + (r02 − a12)k + a03 = 0.

(2.2.3)

Òåîðåìà 2.2.2. Ïðÿìàÿ y = kx ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè S�òèïà
ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè n =

3, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò âèä




dx

dt
= a00 + a10x+ a01y + a20x

2 + a11xy + a02y
2 + a30x

3+

+a21x
2y + a12xy

2 + a03y
3,

dy

dt
= (y − kx)(r00 + r10x+ r01y + r20x

2 + r11xy + r02y
2)+

+k(a00 + a10x+ a01y + a20x
2+

+a11xy + a02y
2 + a30x

3 + a21x
2y + a12xy

2 + a03y
3),

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (2.2.3) (k ∈ R).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ îñåé ñèììåòðèè S�òèïà êóáè÷åñêîé äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû.

Åñëè ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 3 èìååò äâå îñè ñèììåòðèè S�òèïà:
y = k1x, y = k2x, òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2.1 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

Q3(x, y)− k1P3(x, y) ≡ (y − k1x)R2(x, y), (2.2.4)

Q3(x, y)− k2P3(x, y) ≡ (y − k2x)S2(x, y), (2.2.5)

Ðàçðåøèâ ñèñòåìó (2.2.4), (2.2.5) îòíîñèòåëüíî P3 è Q3, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

P3(x, y) = [(y − k1x)R2(x, y)− (y − k2x)S2(x, y)]/(k2 − k1), (2.2.6)

Q3(x, y) = [k2(y − k1x)R2(x, y)− k1(y − k2x)S2(x, y)]/(k2 − k1). (2.2.7)

Ó÷èòûâàÿ (2.2.6) è (2.2.7), à òàêæå çàìåíó ïåðåìåííîé

dτ = dt/(k2 − k1)



119

ñèñòåìó (1.1.9) ïðè n = 3 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:




dx

dτ
= (y − k1x)R2(x, y)− (y − k2x)S2(x, y),

dy

dτ
= k2(y − k1x)R2(x, y)− k1(y − k2x)S2(x, y).

(2.2.8)

Åñëè ñèñòåìà (2.2.8) èìååò äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè ñèì-
ìåòðèè S�òèïà, òî, î÷åâèäíî, k1 · k2 = −1 (åñëè k1 = 0, òî k2 = ∞).
Îáîçíà÷èì k1 ÷åðåç k, òîãäà k2 = −1/k(k 6= 0), è ñèñòåìå (2.2.8) ìîæíî
ïðèäàòü âèä:





dx

dτ
= k(y − kx)R2(x, y)− (x+ ky)S2(x, y),

dy

dτ
= −(y − kx)R2(x, y)− k(x+ ky)S2(x, y).

(2.2.9)

Ñèñòåìà (2.2.9) ïîëó÷åíà óìíîæåíèåì îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòå-
ìû (2.2.8) íà k, íî ïðè ýòîì ìû îñòàâèëè ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå ïåðåìåí-
íîé � âðåìåíè τ.

Çäåñü R2(x, y) =
2∑

i+j=0
rijx

iyj, S2(x, y) =
2∑

i+j=0
sijx

iyj.

Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå (2.2.9) ïðåîáðàçîâàíèå (2.1.1) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ïðÿìûå x = 0 è y = 0 � îñè ñèììåòðèè S�òèïà, óáåæäàåìñÿ â âûïîë-
íåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû ýòîé ñèñòåìû: r10 = r01 =

s10 = s01 = 0, r11k
2− 2(r02− r20)k− r11 = 0, s11k

2− 2(s02− s20)k− s11 = 0.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà
Òåîðåìà 2.2.3. Äâå ïðÿìûå y = kx è x = −ky ÿâëÿþòñÿ îñÿìè

ñèììåòðèè S�òèïà ñèñòåìû (1.1.9) ïðè n = 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:




dx

dτ
= k(y − kx)(r00 + r20x

2 + r11xy + r02y
2)−

−(x+ ky)(s00 + s20x
2 + s11xy + s02y

2),

dy

dτ
= −(y − kx)(r00 + r20x

2 + r11xy + r02y
2)−

−k(x+ ky)(s00 + s20x
2 + s11xy + s02y

2),

(2.2.10)

ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

r11k
2 − 2(r02 − r20)k − r11 = 0, s11k

2 − 2(s02 − s20)k − s11 = 0.
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Ïóñòü äàëåå ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 3 èìååò òðè ñèììåòðèè S�òèïà,
òîãäà ñèñòåìà (2.2.8), êðîìå ïðÿìûõ y = k1x è y = k2x èìååò åùå òðåòüþ
îñü ñèììåòðèè S�òèïà y = k3x. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.2.1 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî:

S2(x, y) ≡ (y − k3x)T1(x, y) +R2(x, y). (2.2.11)

Ñ ó÷åòîì (2.2.11) ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.2.8) â âèäå:




dx

dτ
= (k2 − k1)xR2(x, y)− (y − k2x)(y − k3x)T1(x, y),

dy

dτ
= (k2 − k1)yR2(x, y)− k1(y − k2x)(y − k3x)T1(x, y).

(2.2.12)

ãäå T1(x, y) = t00 + t10x+ t01y, k2 è k3 îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì (2.1.27),
R2(x, y) =

2∑
i+j=0

rijx
iyj, k1 ∈

[
0; 1√

3

) ∪ ( 1√
3
;
√

3
)
.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ x = x+ kiy,

y = −kix + y(i = 1, 2, 3) ê ñèñòåìå (2.2.12) è ó÷èòûâàÿ ïîñëå êàæäîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ïðÿìàÿ y = 0 � îñü ñèììåòðèè S�òèïà ïîëÿ íà-
ïðàâëåíèé ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû,
óáåäèìñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèé:





t10 = t01 = 0, r01 = r10k1, r11 = 0,

r02 = r20 6= 0, t00 = −
√

3 + 3k1

2
r10.

(2.2.13)

Ó÷èòûâàÿ (2.2.13) ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2.2.4. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè

n = 3 èìååò òðè îñè ñèììåòðèè S�òèïà: y = k1x, y = k2x, y = k3x,

ãäå k1 ∈ [0, 1/
√

3)∪(1/
√

3,
√

3), k2 è k3 îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì (2.1.27),
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:





dx

dτ
= 2(k2

1 + 1)x[r00 + r10(x+ k1y) + r20(x
2 + y2)]+

+ r10[(1− k1
√

3)y − (k1 +
√

3)x]×
× [(1 + k1

√
3)y − (k1 −

√
3)x],

dy

dτ
= 2(k2

1 + 1)y[r00 + r10(x+ k1y) + r20(x
2 + y2)]+

+ r10k1[(1− k1
√

3)y − (k1 +
√

3)x]×
× [(1 + k1

√
3)y − (k1 −

√
3)x].

(2.2.14)
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Çàìå÷àíèå 2.2.1. Îáå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.2.12) ïðåäâàðè-
òåëüíî ìû ðàçäåëèëè íà

√
3/(2(1 − k1

√
3)), ïðè ýòîì îáîçíà÷åíèå ïåðå-

ìåííîé τ îñòàâèëè áåç èçìåíåíèÿ.
Êðîìå ýòîãî, â ñèñòåìå (2.2.14) r10·r20 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ëèáî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.2.14) èìåþò îáùèé ìíîæèòåëü,
îòëè÷íûé îò ïîñòîÿííîé, ëèáî ýòà ñèñòåìà âûðîæäàåòñÿ â êâàäðàòè÷íóþ
ñèñòåìó.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ ÷åòûðåõ îñåé ñèììåòðèè S�òèïà ñèñòåìû
(1.1.9) ïðè n = 3.

Ïóñòü k1 = tgϕ1, k2 = tgϕ2, k3 = tgϕ3, k4 = tgϕ4, ãäå

0 ≤ ϕ1 < ϕ2 < ϕ3 < ϕ4 < π.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ≤ ϕ1 <
π
4 , òî åñòü 0 ≤ k1 < 1. Â

ñèëó ðàáîòû [60] èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

ϕ2 − ϕ1 = ϕ3 − ϕ2 = ϕ4 − ϕ3 =
π

4
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè k1 = 0 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà k2 = 1, k3 = ∞
(x = 0 � îñü ñèììåòðèè S�òèïà), k4 = −1.

Ïîýòîìó ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî k1 ∈ (0; 1). Òîãäà

k2 =
1 + k1

1− k1
, k3 =

1

k1
, k4 =

k1 − 1

1 + k1
. (2.2.15)

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 3 èìååò ÷åòûðå îñè
ñèììåòðèè S�òèïà, ñèñòåìó (2.2.15) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:




dx

dt
= (k2 − k1)xS2(x, y) + (y − k1x)(y − k3x)(y − k4x)t00,

dy

dt
= (k2 − k1)yS2(x, y) + k2(y − k1x)(y − k3x)(y − k4x)t00,

(2.2.16)

ãäå S2(x, y) =
2∑

i+j=0
sijx

iyj, t00 ∈ R\{0}.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ x = x + kiy, y = −kix +

y(i = 1, 2) ê ñèñòåìå (2.2.16) è ó÷èòûâàÿ ïîñëå êàæäîãî òàêîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ÷òî ïðÿìûå x = 0 è y = 0 ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè S�òèïà
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ïîëÿ íàïðàâëåíèé ïîëó÷àåìîé ñèñòåìû, óáåæäàåìñÿ â âûïîëíåíèè óñëî-
âèé:

s10 = s01 = 0, s11 =
t00(k1 − 1)

k1
, s02 = s20− 2t00

k1 + 1
, t00 ∈ R\{0}. (2.2.17)

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.2.5. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè

n = 3 èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè S�òèïà: y = k1x, y = k2x,

y = k3x, y = k4x, ãäå k1 ∈ (0; 1), k2, k3, k4 çàäàíû ïî ôîðìóëàì (2.2.15),
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:





dx

dt
= (k2 − k1)x[s00 + s20x

2 + s11xy + s02y
2]+

+(y − k1x)(y − k3x)(y − k4x)t00,

dy

dt
= (k2 − k1)y[s00 + s20x

2 + s11xy + s02y
2]+

+k2(y − k1x)(y − k3x)(y − k4x)t00,

ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.2.17).
Òåîðåìà 2.2.6. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè

n = 3 èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè S�òèïà: y = 0, y = x, y = −x,
x = 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:





dx

dt
= x[s00 + s20(x

2 + y2) + t00y
2],

dy

dt
= y[s00 + s20(x

2 + y2) + t00x
2],

ãäå t00 ∈ R\{0}.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ îá óñëîâèÿõ S�ñèììåòðèè ïîëÿ íàïðàâëå-

íèé êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû. Òàê êàê êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà èìååò ëèøü
îäíó èëè òðè îñè ñèììåòðèè S�òèïà, òî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé îä-
íîé îñè ñèììåòðèè.

Çàìå÷àíèå 2.2.2. Òåîðåìû 2.1.5 è 2.1.6, äîêàçàííûå â ñëó÷àå îñåé
ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû (1.1.9), îñòàþòñÿ â ñèëå è â ñëó÷àå îñåé ñèì-
ìåòðèè S�òèïà. Êðîìå òîãî, îöåíêà ÷èñëà îñåé ñèììåòðèè N�òèïà, äàí-
íàÿ â çàìå÷àíèè 2.1.2, òàêæå ñïðàâåäëèâà ïðèìåíèòåëüíî ê îñÿì ñèì-
ìåòðèè S�òèïà.
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Òåîðåìà 2.2.7. Ïðÿìàÿ y = kx ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè S�òèïà
ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè
n = 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:





dx

dt
= a00 + a10x+ a01y + a20x

2 + a11xy + a02y
2,

dy

dt
= (y − kx)(r00 + r10x+ r01y)+

+ k(a00 + a10x+ a01y + a20x
2 + a11xy + a02y

2)

è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

r01 = r10k, a01 = (a10 − r00)k,

2(a02 − a20)k + a11(1− k2) + (k2 + 1)kr10 = 0, k ∈ R.

Ïóñòü ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 2 èìååò òðè îñè ñèììåòðèè S�òèïà:
y = k1x, y = k2x, y = k3x, ãäå k2 è k3 óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (2.1.27).
Òîãäà ïî íåîáõîäèìîñòè ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:





dx

dt
= (k2 − k1)xR1(x, y)− (y − k2x)(y − k3x)t00,

dy

dt
= (k2 − k1)yR1(x, y)− k1(y − k2x)(y − k3x)t00,

(2.2.18)

ãäå t00 ∈ R\{0}, R1(x, y) = r00 + r10x+ r01y.
Íàéäåì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû (2.2.18), äëÿ ÷åãî ïîñëåäîâàòåëüíî

îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèå x = x+ kiy, y = −kix + y(i = 1, 2, 3). Ïîñëå
êàæäîãî òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåáóåì, ÷òîáû ïðÿìàÿ y = 0 áûëà îñüþ
ñèììåòðèè S�òèïà ïîëÿ íàïðàâëåíèé ïîëó÷àåìîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2.2.8. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè
n = 2 èìååò òðè îñè ñèììåòðèè S�òèïà: y = k1x, y = k2x, y = k3x,

ãäå k1 ∈
[
0; 1√

3

)∪ ( 1√
3
;
√

3
)
, k2 è k3 çàäàíû ïî ôîðìóëàì (2.1.27), òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:




dx

dt
= (k2 − k1)x(r00 + r10x+ r01y)− t00(y − k2x)(y − k3x),

dy

dt
= (k2 − k1)y(r00 + r10x+ r01y)− k1t00(y − k2x)(y − k3x),

ïðè÷åì r01 = r10k1, r10(k1 − k2) + t00(1 + k2k3) = 0, t00 ∈ R\{0}.
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Çàìå÷àíèå 2.2.3. Ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 2 èìååò òðè îñè ñèììåò-
ðèè S�òèïà: y = 0, y =

√
3x, y = −√3x â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:




dx

dt
= x(r00

√
3− 2t00x) + t00(3x

2 − y2),

dy

dt
= y(r00

√
3− 2t00x),

ãäå t00 ∈ R\{0}.

2.3 Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì, èìåþùèõ îñè ñèììåòðèè N� è S�òèïà.

Ñóùåñòâóþò ïîëèíîìèàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû (1.1.9), îá-
ëàäàþùèå êàê îñÿìè ñèììåòðèè N�òèïà, òàê è îñÿìè ñèììåòðèè S�òèïà.
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ýòîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 25. Ïîëå íàïðàâëåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé 




dx

dt
= −2xy,

dy

dt
= y2 − x2

èìååò òðè îñè ñèììåòðèè N�òèïà: y = 0, y =
√

3x, y = −√3x è ñòîëüêî
æå îñåé ñèììåòðèè S�òèïà: y = 1√

3
x, y = − 1√

3
x, x = 0.

Ïðèìåð 26. Âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé 




dx

dt
= x(3y2 − x2),

dy

dt
= y(3x2 − y2)

èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè S�òèïà: y = 0, x = 0, y = x, y = −x è
ñòîëüêî æå îñåé ñèììåòðèè N�òèïà: y = (

√
2 + 1)x, y = −(

√
2 + 1)x,

y = (
√

2− 1)x, y = −(
√

2− 1)x.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Ðàíåå äîêàçàííóþ íàìè òåîðåìó 2.1.6 è çàìå÷àíèå
2.2.2 î òîì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 2m (m ∈ N)

íå ìîæåò èìåòü ÷åòíîãî ÷èñëà îñåé ñèììåòðèè, ñëåäóåò ïîíèìàòü â òîì



125

ñìûñëå, ÷òî îíà íå ìîæåò èìåòü ÷åòíîãî ÷èñëà îñåé ñèììåòðèè N�òèïà
è ÷åòíîãî ÷èñëà îñåé ñèììåòðèè S�òèïà.

Â ýòîé ñâÿçè ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî
Óòâåðæäåíèå 2.3.1. Ñóùåñòâóþò ñèñòåìû âèäà (1.1.9), êîòîðûå ïðè

n = 2m(m ∈ N) èìåþò ÷åòíîå ÷èñëî îñåé ñèììåòðèè, ïðè÷åì ïîëîâèíà
èç íèõ îñè ñèììåòðèè N�òèïà, à äðóãàÿ ïîëîâèíà � îñè ñèììåòðèè S�
òèïà.

Ïðèìåð 27. Ïîëå íàïðàâëåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé





dx

dt
= 1− x2 + y2,

dy

dt
= xy

èìååò îäíó îñü ñèììåòðèè N�òèïà x = 0 è îäíó îñü ñèììåòðèè S�òèïà
y = 0. Âïðî÷åì, íèêàêèõ äðóãèõ îñåé ñèììåòðèè äàííàÿ ñèñòåìà íå èìå-
åò. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íèêàêàÿ ïðÿìàÿ y = kx, k ∈ R\{0} íå
ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé. Íî, êàê íàì èçâåñòíî, ëþáàÿ îñü ñèììåòðèè, áóäü
òî N�òèïà èëè S�òèïà, ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé.

Íåòðóäíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî äâà ñî-
ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1, 0) è (−1, 0), è îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñåäëàìè.

Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.1.9) ïðè
n = 3 ñîäåðæàò õîòÿ áû îäèí ëèíåéíûé èëè êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí. Åñëè
ýòà ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå òðåõ îñåé ñèììåòðèè N�òèïà (S�òèïà),
òî îíà íå èìååò îñåé ñèììåòðèè S�òèïà (N�òèïà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, êóáè÷åñêàÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå òðåõ îñåé ñèììåòðèè N�òèïà. Åñëè
áû ïðè ýòîì ñèñòåìà èìåëà òàêæå îñè ñèììåòðèè S�òèïà, òî â ñèëó çàÿâ-
ëåííîé ñèììåòðèè îñåé ñèììåòðèè S�òèïà áûëî áû ñòîëüêî æå, ñêîëüêî
îñåé ñèììåòðèè N�òèïà. Ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
ïðîõîäÿò íå ìåíåå øåñòè ïðÿìûõ èçîêëèí (ëþáàÿ îñü ñèììåòðèè � ïðÿ-
ìàÿ èçîêëèíà). À ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèþ 1.4.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 28. Ïîëå íàïðàâëåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
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íåíèé 



dx

dt
= y(−3− 2x+ x2 + y2),

dy

dt
= −x(−3− 2x+ x2 + y2) + 3x2 − y2

èìååò òðè îñè ñèììåòðèè N�òèïà: y = 0, y =
√

3x, y = −√3x. Êðîìå
ýòèõ òðåõ ïðÿìûõ, äàííàÿ ñèñòåìà íå èìååò ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó ïîêîÿ O(0; 0).

Ïðèìåð 29. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= y(1 + x2 − y2),

dy

dt
= −x(y2 − x2 − 1)

èìååò äâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà: y = 0, x = 0 è ñòîëüêî æå îñåé
ñèììåòðèè S�òèïà: y = x, y = −x. Íèêàêèõ äðóãèõ ïðÿìûõ èçî-
êëèí,ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O(0; 0), ñèñòåìà íå èìååò.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ïðèìåðîì ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî
Óòâåðæäåíèå 2.3.2. Åñëè êóáè÷åñêàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé èìååò íå ìåíåå òðåõ îñåé ñèììåòðèè (íå âàæíî êàêîãî òèïà),
ïðè÷åì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæàò õîòÿ áû îäèí
íåêóáè÷åñêèé ÷ëåí, òî îíà íå èìååò ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò è îòëè÷íûõ îò óêàçàííûõ îñåé ñèììåòðèè.

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.1.9) ïðè
n = 2 ñîäåðæàò õîòÿ îäèí ëèíåéíûé ÷ëåí. Åñëè ýòà ñèñòåìà èìååò
òðè îñè ñèììåòðèè N�òèïà (S�òèïà), òî îíà íå èìååò îñåé ñèììåò-
ðèè S�òèïà (N�òèïà).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 2.3.3.Ïóñòü ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9)

ïðè n = 2 èìååò äâå îñè ñèììåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæàò õîòÿ îäèí íåêâàäðàòè÷íûé ÷ëåí.
Òîãäà îáå îñè ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ èçîêëèíàìè, íà êîòîðûõ èíäóöè-
ðîâàíî îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà íå èìååò ÷åòíîãî
÷èñëà îñåé ñèììåòðèè N�òèïà è ÷åòíîãî ÷èñëà îñåé ñèììåòðèè S�òèïà,
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òî îäíà èç îñåé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè N�òèïà, à äðóãàÿ
� îñüþ ñèììåòðèè S�òèïà.

Ïîâåðíåì êîîðäèíàòíûå îñè òàê, ÷òîáû îñü àáñöèññ ñîâìåñòèëàñü ñ
îñüþ ñèììåòðèè S�òèïà (N�òèïà). Òîãäà ïðÿìàÿ y = 0 èçîêëèíà íóëÿ
(èçîêëèíà áåñêîíå÷íîñòè), à ïðÿìàÿ x = 0 îñü ñèììåòðèè N�òèïà (S�
òèïà). Ïî òåîðåìå 2.1.1 (ïî òåîðåìå 2.2.1) ïðÿìàÿ x = 0 èçîêëèíà íóëÿ
(èçîêëèíà áåñêîíå÷íîñòè). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 30. Âåêòîðíîå ïîëå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= xy,

dy

dt
= 1− x2 + y2

èìååò äâå îñè ñèììåòðèè: x = 0 � îñü ñèììåòðèè S�òèïà, y = 0 � îñü
ñèììåòðèè N�òèïà. Äðóãèõ îñåé ñèììåòðèè äàííàÿ ñèñòåìà íå èìååò.
Îáîñíóåì ýòî óòâåðæäåíèå. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå
òðåõ ïðÿìûõ èçîêëèí, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, íà äâóõ èç íèõ ýòà ñèñòåìà
èíäóöèðóåò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ (ñì. òåîðåìó 1.1.5). Òàê êàê âñå îñè
ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ èçîêëèíàìè è ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
O(0; 0), òî O(0; 0) � îñîáàÿ òî÷êà ïî òåîðåìå 1.1.2. Íî â íàøåì ñëó÷àå
ýòî íå òàê. Çàìåòèì, ÷òî îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ öåíòðû
(−1; 0) è (1; 0).

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà, ïðèâåäåííàÿ â ïðèìåðå 27, òàêæå óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.3.3.

Èç òåîðåì 2.3.2 è 2.3.3 ñëåäóåò
Óòâåðæäåíèå 2.3.3. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà äâóõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé èìååò íå ìåíåå äâóõ îñåé ñèììåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæàò õîòÿ áû îäèí íåêâàäðà-
òè÷íûé ÷ëåí, òî îíà íå èìååò ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò O(0; 0) è îòëè÷íûõ îò óêàçàííûõ îñåé ñèììåòðèè.

Ïðèìåð 31. Ïîëå íàïðàâëåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé 




dx

dt
= x(1− 2x) + 3x2 − y2,

dy

dt
= y(1− 2x)
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èìååò òðè îñè ñèììåòðèè S�òèïà: y = 0, y =
√

3x, y = −√3x. ×åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò O(0; 0) íå ïðîõîäèò íè îäíà ïðÿìàÿ èçîêëèíà ýòîé
ñèñòåìû, îòëè÷íàÿ îò óêàçàííûõ îñåé ñèììåòðèè.

Òåîðåìà 2.3.4. Åñëè ïîëå íàïðàâëåíèé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû
(1.1.9) èìååò ìàêñèìàëüíîå (êîíå÷íîå) ÷èñëî îñåé ñèììåòðèè N�òèïà
è òàêîå æå ÷èñëî îñåé ñèììåòðèè S�òèïà, òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíå-
íèé ýòîé ñèñòåìû ñóòü âçàèìíî ïðîñòûå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû n-îé
ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà (1.1.9) èìååò n+ 1 îñåé ñèììåòðèè
N�òèïà è ñòîëüêî æå îñåé ñèììåòðèè S�òèïà. Òîãäà îáùåå ÷èñëî îñåé
ñèììåòðèè ñèñòåìû ðàâíî 2n + 2, ò.å. ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò O(0; 0)

ïðîõîäÿò íå ìåíåå ÷åì 2n + 2 ïðÿìûõ èçîêëèí. Åñëè áû ïðàâûå ÷àñòè
óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.1.9) ñîäåðæàëè õîòÿ áû îäèí îäíî÷ëåí ðàçìåðíî-
ñòè m(1 ≤ m ≤ n), òî ÷èñëî ïðÿìûõ èçîêëèí ýòîé ñèñòåìû, èíöèäåíò-
íûõ òî÷êå O(0; 0), ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4.1 íå ïðåâîñõîäèëî áû m + n, íî
m+ n < 2n+ 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåðû 25 è 26 èëëþñòðèðóþò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.3.4.
Äàëåå äîêàæåì íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ îá îñîáûõ òî÷êàõ ïîëèíîìè-

àëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, èìåþùèõ îñè ñèììåòðèè.
Òåîðåìà 2.3.5.Ïóñòü ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9)

ïðè n ≥ 2 èìååò n2 îñîáûõ òî÷åê â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè,
à ïîëå åå íàïðàâëåíèé ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî n+ 1 îñåé ñèììåò-
ðèè N�òèïà (îñåé ñèììåòðèè S�òèïà íåò) èëè îòíîñèòåëüíî n + 1

îñåé ñèììåòðèè S�òèïà (îñåé ñèììåòðèè N�òèïà íåò). Òîãäà âñå îñî-
áûå òî÷êè ñèñòåìû (1.1.9) ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ ñèììåòðèè, ïðè÷åì
O(0; 0) � îñîáàÿ òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ëþáàÿ îñü ñèììåòðèè ñèñòåìû (1.1.9) ÿâ-
ëÿåòñÿ åå èçîêëèíîé, òî â ñèëó òåîðåì 1.1.2 è 1.1.5 O(0; 0) - îñîáàÿ òî÷êà
ñèñòåìû (1.1.9). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñèñòåìà èìååò n2 îñîáûõ òî÷åê, ïî-
ýòîìó êàæäàÿ îñü ñèììåòðèè ïðîõîäèò ÷åðåç n îñîáûõ òî÷åê (Ò.1.2.3).
Îáùåå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.1.9), ïðèíàäëåæàùèõ n + 1 îñÿì
ñèììåòðèè, òàêèì îáðàçîì, ðàâíî (n+ 1)n− n = n2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñè-
ñòåìà (1.1.9) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âíå îñåé ñèììåòðèè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð 32. Ïîëå íàïðàâëåíèé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû




dx

dt
= y(4 + x2 − 4y2),

dy

dt
= −x(4− 4x2 + y2)

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ îñåé ñèììåòðèè N�òèïà: y = 0,

x = 0, y = x, y = −x, à ñàìà ñèñòåìà èìååò äåâÿòü îñîáûõ òî÷åê: O(0; 0),

A(0; 1), B(0;−1), C(1; 0), D(−1; 0), E
( 2√

3
; 2√

3

)
, G
(− 2√

3
;− 2√

3

)
, H
( 2√

3
;− 2√

3

)
,

F
(− 2√

3
; 2√

3

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå óêàçàííûå îñîáûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ
ñèììåòðèè, òî åñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3.5.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî O, E, G, H, F � öåíòðû, à îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ � ïðîñòûå ñåäëà.

Óòâåðæäåíèå 2.3.4. Ëþáàÿ ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1.1.9),
ðàñïîëîæåííàÿ íà îñè ñèììåòðèè S�òèïà, ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñåäëîì, ëèáî
óçëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.2.
Ïðèìåð 33. Ïðÿìàÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè S�òèïà ïîëÿ

íàïðàâëåíèé ñèñòåìû




dx

dt
= x+ y2 − x3,

dy

dt
= y(1 + y2),

O(0; 0) � íåóñòîé÷èâûé ïðîñòîé äèêðèòè÷åñêèé óçåë, (±1; 0) � ïðîñòûå
ñåäëà.

Ïðèìåð 34. Ïðÿìàÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè S�òèïà ïîëÿ
íàïðàâëåíèé ñèñòåìû





dx

dt
= −x+ y2 + x3,

dy

dt
= y(1 + y2),

O(0; 0) � ïðîñòîå ñåäëî, (±1; 0) � ïðîñòûå óçëû.
Òåîðåìà 2.3.6. Ïóñòü l � îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà

ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0), è ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n ÷åòíîì èìååò n2



130

îñîáûõ òî÷åê è n + 1 îñåé ñèììåòðèè N -òèïà (îñåé ñèììåòðèè S-
òèïà íåò) èëè n + 1 îñåé ñèììåòðèè S-òèïà (îñåé ñèììåòðèè N -
òèïà íåò). Ïóñòü li è lj � îñè ñèììåòðèè, Mi = li∩ l,Mj = lj ∩ l. Åñëè
∠MiOMj = π/(n+1) è íà îäíîì èç ëó÷åé [O;Mi) è [O;Mj) ðàñïîëîæåíû
k îñîáûõ òî÷åê (1 ≤ k ≤ n), òî íà äðóãîì ëó÷å ðàñïîëîæåíû n− k + 1

îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.1.9).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿMi(Mj) � òî÷êà, äèàìåòðàëü-

íî ïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êå Mi(Mj) íà îêðóæíîñòè l. Ñîãëàñíî ðàáîòå
[60] ðàçâåðíóòûé óãîë ∠MiOMi äåëèòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè íà n + 1 ðàâ-
íûõ ÷àñòåé òàê, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ ðàâíÿåòñÿ π/(n + 1). Ïî óñëîâèþ
∠MiOMj = π/(n+1). Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ∠MjOMi, äîïîëíÿþùèé óãîë
∠MiOMj äî ðàçâåðíóòîãî, äåëèòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè íà n ðàâíûõ ÷àñòåé.
Òàê êàê n � ÷åòíîå ÷èñëî, òî ñðåäè ýòèõ îñåé ñèììåòðèè íàõîäèòñÿ è
áèññåêòðèñà óãëà ∠MjOMi. Îáîçíà÷èì ýòó îñü ñèììåòðèè ÷åðåç ls. Òàê
êàê ëó÷è [O;Mi) è [O;Mj) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ls, òî íà ëó÷å
[O;Mj) ðàñïîëîæåíû òàêæå k îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.1.9). Òàê êàê ïî
óñëîâèþ òåîðåìû ñèñòåìà (1.1.9) èìååò n2 îñîáûõ òî÷åê, òî ëþáàÿ åå îñü
ñèììåòðèè êàê ïðÿìàÿ èçîêëèíà ïðîõîäèò ÷åðåç n îñîáûõ òî÷åê. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî íà ëó÷å [O;Mj) ðàñïîëîæåíû n − k + 1 îñîáûõ òî÷åê.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.7. Ïóñòü l � îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèó-
ñà ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0), à ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n íå÷åòíîì èìå-
åò n îñåé ñèììåòðèè N�òèïà (îñåé ñèììåòðèè S-òèïà íåò) èëè n

îñåé ñèììåòðèè S�òèïà (îñåé ñèììåòðèè N -òèïà íåò). Ïóñòü li è
lj � îñè ñèììåòðèè ñèñòåìû (1.1.9), Mi = li ∩ l, Mj = lj ∩ l. Åñëè
óãîë ∠MiOMj = π/n è íà ïðÿìîé li ðàñïîëîæåíû n îñîáûõ òî÷åê, â
òîì ÷èñëå k îñîáûõ òî÷åê ðàñïîëîæåíû íà ëó÷å [O;Mi). Òîãäà íà ëó÷å
[O;Mj) ðàñïîëîæåíû n − k + 1 îñîáûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì îáùåå ÷èñëî
îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.1.9) ðàâíî n2 − n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîò ôàêò, ÷òî íà ëó÷å [O;Mj) ðàñïîëîæåíû
n− k + 1 îñîáûõ òî÷åê, äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæ-
äåíèé, êîòîðûå áûëè ïðîâåäåíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3.6. Ïî-
ýòîìó ýòîò ôàêò áóäåì ñ÷èòàòü äîêàçàííûì. Òàê êàê áèññåêòðèñà óãëà
∠MjOMi, äîïîëíÿþùåãî óãîë ∠MiOMj äî ðàçâåðíóòîãî, ÿâëÿåòñÿ îäíîé
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èç îñåé ñèììåòðèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû (1.1.9), òî íà êàæäîì èç
ëó÷åé (O;Mj) è (O;Mi) ðàñïîëîæåíû k − 1 îñîáûõ òî÷åê, è íà êàæäîì
èç ëó÷åé (OMj) è (OMi) ðàñïîëîæåíû n − k îñîáûõ òî÷åê. Çäåñü Mj è
Mi èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3.6.

Òàê êàê ñèñòåìà ïî óñëîâèþ èìååò n îñåé ñèììåòðèè, òî îáùåå êîëè-
÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà îñÿõ ñèììåòðèè, ðàâíî
n(k−1)+n(n−k)+1 = n2−n+1. Ñèñòåìà íå ìîæåò èìåòü íè îäíîé îñî-
áîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà îñè ñèììåòðèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà
èìåëà áû åùå íå ìåíåå 2n îñîáûõ òî÷åê (íå ìåíåå îäíîé âíóòðè êàæäîãî
èç 2n óãëîâ MiOMj). Ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ñèñòåìà (1.1.9) â óñëîâèÿõ
äàííîé òåîðåìû èìååò n2 − n + 1 + 2n = n2 + n + 1 îñîáûõ òî÷åê. Íî
÷èñëî n2 + n + 1 áîëüøå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê
ñèñòåìû (1.1.9), êîòîðîå ðàâíî n2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.8. Åñëè n2 − n îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.1.9) ðàñïîëî-
æåíû íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé n− 1�ãî ïîðÿäêà

Ln−1 : Ln−1(x, y) = 0, (2.3.1)

òî êðèâàÿ (2.3.1) ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé ñèñòåìû (1.1.9).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M0(x0, y0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êðèâîé

(2.3.1), íå ÿâëÿþùàÿñÿ îñîáîé äëÿ ñèñòåìû (1.1.9). Î÷åâèäíî, ÷åðåç òî÷êó
M0(x0, y0) ïðîõîäèò èçîêëèíà L, íà êîòîðîé ñèñòåìà (1.1.9) èíäóöèðóåò
íàïðàâëåíèå m = Qn(x0, y0)/Pn(x0, y0). Ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèì â ñëó÷àå,
êîãäà m ∈ R\{0}.

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (1.1.9) ïðåîáðàçîâàíèå

x = x+ y,

y = my,
(2.3.2)

ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó (1.1.9) â ñèñòåìó




dx

dt
= P n(x, y),

dy

dt
= Qn(x, y),

(2.3.3)

ãäå

P n(x, y) = Pn(x+ y,my)− 1

m
Qn(x+ y,my), Qn(x, y) =

1

m
Qn(x+ y,my).
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Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå (2.3.2) ïåðåâîäèò êðèâóþ L â êðèâóþ L, à êðè-
âóþ Ln−1 � â êðèâóþ Ln−1, òî÷êóM0 � â òî÷êóM 0. Òîãäà â ñèëó ðàáîòû
[79] P n(x, y) |(x,y)∈L≡ 0. Ïî óñëîâèþ, ñèñòåìà (1.1.9) èìååò n2− n îñîáûõ
òî÷åê íà êðèâîé Ln−1, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.3.3) èìååò íà Ln−1 n

2−n
îñîáûõ òî÷åê. Êðîìå ýòîãî, íà Ln−1 ðàñïîëîæåíà òî÷êà M 0, çàâåäîìî íå
ÿâëÿþùàÿñÿ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (2.3.3).

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ n�ãî ïîðÿäêà P n(x, y) = 0 è êðèâàÿ Ln−1 n�ãî
ïîðÿäêà èìåþò áîëåå n(n − 1) îáùèõ òî÷åê. Ïî òåîðåìå Áåçó [98, ñ. 72]
êðèâàÿ Ln−1 ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé êðèâîé P n(x, y) = 0. Ïîñêîëüêó ñâîé-
ñòâî êðèâîé áûòü èçîêëèíîé ñèñòåìû (1.1.9), èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ëèíåéíîãî íåîñîáåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [79, 81], òî Ln−1 � èçîêëèíà ñè-
ñòåìû (1.1.9). Åñëè Qn(x, y) |(x,y)∈L≡ 0 èëè Pn(x, y) |(x,y)∈L≡ 0, òî ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå âûøå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî Ln−1

� èçîêëèíà íóëÿ èëè èçîêëèíà áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Â ñòàòüå [99] äîêàçàíà òåîðåìà 3, ñîãëàñíî êîòî-
ðîé êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé êóáè÷åñêîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, åñëè îíà èìååò íà êðèâîé øåñòü îñîáûõ
òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, óïîìÿíóòàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
òåîðåìû 2.3.8.

Ñëåäñòâèå 2.3.1. Åñëè n2−n îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (1.1.9) ïðèíàä-
ëåæàò àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé n−1�ãî ïîðÿäêà, òî âñå îñòàëüíûå îñîáûå
òî÷êè ýòîé ñèñòåìû ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 2.3.9. Ïóñòü ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 3 èìååò äåâÿòü
îñîáûõ òî÷åê è ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè N�òèïà (îñåé ñèììåòðèè S�
òèïà íåò) èëè ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè S�òèïà (îñåé ñèììåòðèè N�
òèïà íåò). Òîãäà âñå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò
O(0, 0) íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì â òî÷êå O(0, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ñèñòåìà èìååò äåâÿòü ñîñòî-
ÿíèé ðàâíîâåñèÿ, òî ïî òåîðåìå 2.3.5 âñå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðèíàä-
ëåæàò îñÿì ñèììåòðèè, ïðè÷åì O(0, 0) � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ îñü ñèììåòðèè êàê ïðÿìàÿ èçîêëèíà ñèñòå-
ìû ïðîõîäèò ÷åðåç òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (îñîáûå òî÷êè), ïðè÷åì
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íà êàæäîé îñè ñèììåòðèè äâå îñîáûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷-
íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò O(0, 0). Ïîýòîìó ëîãè÷åñêè íåëüçÿ
èñêëþ÷èòü ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ âñåõ âîñüìè îñîáûõ òî÷åê íà îêðóæ-
íîñòè l ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0, 0). Ïóñòü âîïðåêè óòâåðæäåíèþ òåîðåìû
âñå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû, êðîìå òî÷êè O(0, 0), ëåæàò íà îêðóæíîñòè l.
Òîãäà ìîæíî âûáðàòü íà îêðóæíîñòè äâå îñîáûå òî÷êè A è B òàê, ÷òî
A, B è O íå ëåæàò íà îäíîé îñè ñèììåòðèè. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñî
ñëåäñòâèåì 2.3.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.3.3.Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 2.3.9. ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè ó ñèñòåìû (1.1.9) â ñëó÷àå n = 3

äåâÿòè îñîáûõ òî÷åê è ÷åòûðåõ îñåé ñèììåòðèè âîñåìü îñîáûõ òî÷åê
ðàñïîëîæåíû íà êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ l1 è l2 (ïî ÷åòûðå íà
êàæäîé).

Íèæå ñôîðìóëèðóåì âàæíûå óòâåðæäåíèÿ â âèäå òåîðåì.
Òåîðåìà 2.3.10. Ïóñòü ñèñòåìà (1.1.9) èìååò k îñåé ñèììåòðèè

(2 ≤ k ≤ n+1. Òîãäà âñå îíè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè N�òèïà (èëè
S�òèïà) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè îñåé ñèììåòðèè
íàéäóòñÿ äâå îñè ñèììåòðèè li è lj N�òèïà (èëè S�òèïà) ñîîòâåò-
ñòâåííî, òàêèå, ÷òî ∠MiOMj = π/k, ãäå Mj = lj ∩ l, Mi = li ∩ l,
l � îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0).

Òåîðåìà 2.3.11. Ïóñòü ñèñòåìà (1.1.9) èìååò k îñåé ñèììåòðèè
(2 ≤ k ≤ n + 1). Òîãäà ñðåäè ýòèõ îñåé ñèììåòðèè åñòü êàê îñè ñèì-
ìåòðèè N�òèïà, òàê è îñè ñèììåòðèè S�òèïà â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà êàêèå áû äâå îñè ñèììåòðèè li è lj ìû íè âçÿëè òàêèå,
÷òî ∠MiOMj = π/k, ãäå Mj = lj ∩ l, Mi = li ∩ l, l � îêðóæíîñòü
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå O(0; 0), îäíà èç íèõ îñü
ñèììåòðèè N�òèïà, à äðóãàÿ � îñü ñèììåòðèè S�òèïà.

Ñëåäñòâèå 2.3.2. Åñëè ñèñòåìà (1.1.9) èìååò îñè ñèììåòðèè êàê N�
òèïà, òàê è S�òèïà, òî îáùåå èõ ÷èñëî ÷åòíîå. Ïðè ýòîì îäíà ïîëîâèíà
èç íèõ îñè ñèììåòðèè N�òèïà, à äðóãàÿ � îñè ñèììåòðèè S�òèïà.

Äàëåå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷å-
ñêîé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, èìåþùèõ îñè ñèììåòðèè îáîèõ òèïîâ.
Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.3.2 äëÿ êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü: îäíà îñü ñèììåòðèè N�òèïà è îäíà îñü ñèììåò-
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ðèè S�òèïà. Äëÿ êóáè÷åñêîé ñèñòåìû ëîãè÷åñêè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) îäíà îñü ñèììåòðèè N�òèïà è îäíà îñü ñèììåòðèè S�òèïà;
2) äâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà è ñòîëüêî æå îñåé ñèììåòðèè S�òèïà.
Ðàçóìååòñÿ, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå êâàäðàòè÷íûå è êóáè÷åñêèå

äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû, ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé êîòîðûõ ñîäåðæàò
õîòÿ áû îäèí íåêâàäðàòè÷íûé è íåêóáè÷åñêèé ÷ëåí ñîîòâåòñòâåííî.

Ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 2 èìååò â êà÷åñòâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà
ïðÿìóþ y = kx òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò âèä ñèñòåìû
(2.1.42), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.1.41). Ïðè-
ìåíèì ê ñèñòåìå (2.1.42) ïðåîáðàçîâàíèå (2.1.1) è â ïîëó÷åííîé â ðåçóëü-
òàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìå ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðÿìàÿ x = 0 áûëà
îñüþ ñèììåòðèè S�òèïà. Òåì ñàìûì óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.3.12. Ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 2 èìååò äâå îñè ñèììåò-
ðèè, â òîì ÷èñëå: ïðÿìóþ y = kx � îñü ñèììåòðèè N�òèïà è ïðÿìóþ
x = −ky � îñü ñèììåòðèè S�òèïà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà
ñèñòåìà èìååò âèä:




dx

dt
= (y − kx)(r10x+ r10ky)− k(b00 + b20x

2 + b11xy + b02y
2),

dy

dt
= b00 + b20x

2 + b11xy + b02y
2,

(2.3.4)

ãäå

r10k
3 + b11k

2 + (2b20 − 2b02 + r10)k − b11 = 0, r10 6= 0. (2.3.5)

Çàìå÷àíèå 2.3.4. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.3.3 î òîì, ÷òî íà äâóõ
îñÿõ ñèììåòðèè ðàçíûõ òèïîâ êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû èíäóöèðîâàíî îäíî
è òî æå íàïðàâëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ýòîé ñèñòåìû, ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû (2.3.4).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû íå ðåà-
ëèçóåòñÿ ñëó÷àé îäíîé îñè ñèììåòðèè N�òèïà è îäíîé îñè ñèììåòðèè
S�òèïà.

Òåîðåìà 2.3.13. Ñèñòåìà (1.1.9) íå ìîæåò èìåòü äâóõ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñåé ñèììåòðèè, îäíà èç êîòîðûõ îñü ñèììåòðèè
N�òèïà, à äðóãàÿ � îñü ñèììåòðèè S�òèïà, åñëè n íå÷åòíî, n ≥ 3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y = kx � îñü ñèììåòðèè N�òèïà ïîëÿ íà-
ïðàâëÿåò ñèñòåìû (1.1.9). Â ñèëó òåîðåìû 2.1.1 ñèñòåìå (1.1.9) ìîæíî
ïðèäàòü âèä:





dx

dt
= (y − kx)Rn−1(x, y)− kQn(x, y),

dy

dt
= Qn(x, y),

(2.3.6)

ãäå

Rn−1 =
n−1∑
i+j=0

rijx
iyj, Qn(x, y) =

n∑
i+j=0

bijx
iyj.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.1.1) ñèñòåìó (2.3.6) ïðèâåäåì ê âèäó:




dx

dt
= yRn−1(x, y),

dy

dt
= −kyRn−1(x, y) + (k2 + 1)Qn(x, y),

(2.3.7)

ãäå
Rn−1(x, y) = Rn−1

(
x

k2 + 1
− ky

k2 + 1
;

kx

k2 + 1
+

y

k2 + 1

)
,

Qn(x, y) = Qn

(
x

k2 + 1
− ky

k2 + 1
;

kx

k2 + 1
+

y

k2 + 1

)
.

Ïîñêîëüêó y = kx � îñü ñèììåòðèè N�òèïà, òî

Rn−1(x,−y) = Rn−1(x, y),

kyRn−1(x,−y) + (k2 + 1)Qn(x,−y) =

= −kyRn−1(x, y) + (k2 + 1)Qn(x, y).

(2.3.8)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðÿìàÿ x = 0 áûëà îñüþ ñèììåòðèè S� òèïà ñè-
ñòåìû (2.3.7). Òîãäà ïî íåîáõîäèìîñòè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

Rn−1(0, y) ≡ 0,

Rn−1(−x, y) = −Rn−1(x, y),

−kyRn−1(−x, y) + (k2 + 1)Qn(−x, y) =

= −kyRn−1(x, y) + (k2 + 1)Qn(x, y).

(2.3.9)
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Èç (2.3.8) è (2.3.9) ñëåäóåò, ÷òî â ìíîãî÷ëåíå Rn−1(x, y) îòñóòñòâóþò
âñå îäíî÷ëåíû ðàçìåðíîñòè n − 1, à â ìíîãî÷ëåíå Qn(x, y) îòñóòñòâó-
þò îäíî÷ëåíû ðàçìåðíîñòè n, òî åñòü ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû
(2.3.7) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñèñòåìû íå âûøå n − 1. Âìåñòå ñ òåì
ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó (1.1.9) òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè
óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæàò õîòÿ áû îäèí îäíî÷ëåí ðàçìåðíîñòè
n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû (2.3.13), äåéñòâèòåëüíî, ñëåäóåò, ÷òî êóáè÷åñêàÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò èìåòü äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
îñåé ñèììåòðèè, îäíà èç êîòîðûõ îñü ñèììåòðèè N�òèïà, à äðóãàÿ � îñü
ñèììåòðèè S�òèïà.

Äàëåå íàéäåì âèä êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, èìåþùåé
äâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà è ñòîëüêî æå îñåé ñèììåòðèè S�òèïà.

Ñèñòåìà (1.1.9) ïðè n = 3 èìååò äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè
ñèììåòðèè N�òèïà y = kx è x = −ky òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà
ñèñòåìà èìååò âèä





dx

dt
= (y − kx)(r00 + r20x

2 + r11xy + r02y
2)+

+k(x+ ky)(s00 + s20x
2 + s11xy + s02y

2),

dy

dt
= k(y − kx)(r00 + r20x

2 + r11xy + r02y
2)−

−(x+ ky)(s00 + s20x
2 + s11xy + s02y

2),

(2.3.10)

ãäå {
r11k

2 − 2(r02 − r20)k − r11 = 0,

s11k
2 − 2(s02 − s20)k − s11 = 0.

(2.3.11)

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (2.3.10) ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (2.1.13) ïðè n = 3.

Ïóñòü ïðÿìàÿ y = k1x � îñü ñèììåòðèè S�òèïà ñèñòåìû (2.3.10) è
îáðàçóåò ñ ïðÿìîé y = kx óãîë ϕ = π/4 [60]. Òîãäà

k1 =
1 + k

1− k, (0 ≤ k < 1). (2.3.12)

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (2.3.10) ïðåîáðàçîâàíèå x = x+k1y, y = −k1x+y,

ãäå k1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.3.12). Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ïîòðåáó-
åì, ÷òîáû ïðÿìûå x = 0 è y = 0 áûëè îñÿìè ñèììåòðèè S�òèïà.
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Òåîðåìà 2.3.14. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.9) ïðè
n = 3 èìååò äâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà y = kx è x = −ky, è ñòîëüêî
æå îñåé ñèììåòðèè S�òèïà, à èìåííî y = k1x è x = −k1y, ãäå k1

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.3.12), â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ýòà ñèñòåìà èìååò âèä (2.3.10), ãäå

r00 = −s00,

s02 + r20 = −(s02 + r02),

(s02 + r20)k
2 + (s11 − r11)k − (s02 + r20) = 0,

(s11 + r11)k
2 − 4(s02 + r02)k − (s11 + r11) = 0,

r11k
2 − 2(r02 − r20)k − r11 = 0.

(2.3.13)

Ïðè k = 0, ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà êîýôôèöèåíòû, ñèñòåìó (2.3.10)
çàïèøåì â âèäå:





dx

dt
= −y(s00 + s02x

2 + s20y
2),

dy

dt
= −x(s00 + s20x

2 + s02y
2),

(2.3.14)

ãäå s02 6= s20, s00 6= 0.

Èçó÷èì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòå-
ìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû 2.3.14. Äëÿ ýòîãî, íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè, âîñïîëüçóåìñÿ ñèñòåìîé (2.3.14).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

s00s02 < 0, s00s20 < 0; (2.3.15)

s00s02 < 0, s00s20 > 0; (2.3.16)

s00s02 > 0, s00s20 > 0; (2.3.17)

s00s02 > 0, s00s20 < 0; (2.3.18)

s00s02 < 0, s20 = 0; (2.3.19)

s00s02 > 0, s20 = 0; (2.3.20)

s20s00 > 0, s02 = 0; (2.3.21)

s20s00 < 0, s02 = 0. (2.3.22)
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Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû
(2.3.14) â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = 1/z, y = u/z ïðèâîäèò ñèñòåìó (2.3.14)
ê ñèñòåìå 




du

dt
= −s20 − s00z

2 + s20u
4 + s00u

2z2,

dz

dt
= s02uz + s20u

3z + s00uz
3.

(2.3.23)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (2.3.23) íà ýêâàòîðå ñôå-
ðû Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ òî÷êè W1(u = 1, z = 0) è W2(u = −1, z = 0).

Âûÿñíèì õàðàêòåð îñîáîé òî÷êè W1, äëÿ ÷åãî ïåðåíåñåì íà÷àëî êî-
îðäèíàò â ýòó òî÷êó




du

dt
= 4s20u+ 6s20u

2 + 4s20u
3 + 2s00uz

2 + s20u
4 + s00u

2z2,

dz

dt
= (s02 + s20)z + (s02 + 3s20)uz + s00z

3 + 3s20u
2z+

+ s20u
3z + s00uz

3.

(2.3.24)

Òåîðåìà 2.3.15. Îñîáàÿ òî÷êà W1 ñèñòåìû (2.3.23) ÿâëÿåòñÿ:
a) ïðîñòûì óñòîé÷èâûì óçëîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé

óñëîâèé:
s00 > 0, s02 > 0, s02 + s20 < 0;

s00 > 0, s02 = 0, s20 < 0, s00s02 < 0, s00s20 < 0;

b) ïðîñòûì íåóñòîé÷èâûì óçëîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé
óñëîâèé:

s00 > 0, s02 < 0, s02 + s20 < 0;

s00 > 0, s02 > 0, s20 > 0;

c) ïðîñòûì ñåäëîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

s20(s02 + s20) < 0, s00 > 0;

d) ñëîæíûì òðåõêðàòíûì óçëîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

s00 > 0, s02 < 0, s20 = −s02;
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e) ñëîæíûì òðåõêðàòíûì ñåäëîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

s00 > 0, s02 > 0, s20 = −s02.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû â ñëó÷àÿõ
a), b), è c) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïðåäåëèòåëü 4, ñîñòàâëåííûé èç êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ñèñòåìû
(2.3.24) ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííûì, à èìåííî, ïðè 4 > 0 òî÷êà W1 �
óçåë, ïðè 4 < 0 � ñåäëî.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà ñëîæíîé îñîáîé òî÷êèW1 ñèñòåìû (2.3.23)
â ñèñòåìå (2.3.24) ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå z = u, u = z è çàìåíó âðåìåíè
dτ = 4s20dt. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èì ñèñòåìó





du

dτ
=
u · z

2
+

s00

4s20
u3 +

3

4
u · z3 +

s00

4s20
u3 · z ≡ P2(u, z),

dz

dτ
= z +

3

2
z2 + z3 +

s00

2s20
u2 · z +

1

4
z4 +

s00

4s20
u2 · z2 ≡

≡ z +Q2(u, z).

(2.3.25)

Èç (2.3.25) âèäíî, ÷òî P2(u, 0) ≡ −(s00/s02)u
3.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 65 [80] ïðè s00 · s02 > 0 (s00 · s02 < 0) òî÷êà W1 �
òðåõêðàòíîå ñëîæíîå ñåäëî (òðåõêðàòíûé ñëîæíûé óçåë). Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = v
z , y = 1

z [80],
ïðèìåíåííîå ê ñèñòåìå (2.3.14), ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ñèñòåìà íà áåñêî-
íå÷íîñòè íå èìååò îñîáûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò W1 è W2.

Òåîðåìà 2.3.16. Åñëè s20 = 0, òî ñèñòåìà (2.3.14) èìååò íà ýêâà-
òîðå ñôåðû Ïóàíêàðå äâà öåíòðà W3(u = z = 0), W4(v = z = 0) ïðè
s00 · s02 > 0 è äâà ïðîñòûõ ñåäëà, åñëè s00 · s02 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè s20 = 0, êàê âèäíî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñè-
ñòåìû (2.3.23) f(u) = −s20 + s20u

4 ≡ 0. Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëü-
òàòàìè ðàáîòû [100].

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå x = 1/z, y = u/z,
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(x = v/z, y = 1/z) ñèñòåìà (2.3.14) ïðèìåò âèä:




du

dt
= −s00z + s00u

2z,

dz

dt
= s02u+ s00uz

2,

(2.3.26)





dv

dt
= −s00z + s00v

2z,

dz

dt
= s02v + s00vz

2.

(2.3.27)

Èç (2.3.26) è (2.3.27) âèäíî, ÷òî ïðè s20 = 0 ñèñòåìà (2.3.14) èìååò äâå
îñîáûå òî÷êè W3(u = z = 0) è W4(υ = z = 0), ïðè÷åì ýêâàòîð ñôåðû
Ïóàíêàðå íå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû.

Ñîãëàñíî [100] è â ñèëó ñèììåòðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (2.3.14)
W3 è W4 ìîãóò áûòü òîëüêî îñîáûìè òî÷êàìè âòîðîé ãðóïïû, à èìåííî,
öåíòðîì ïðè s00 · s02 > 0 è ñåäëàìè ïðè s00 · s02 < 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2.3.17. Â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìà (2.3.14)

èìååò:
1) ÷åòûðå öåíòðà è ïÿòü ñåäåë, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé

óñëîâèé:
a) s00 > 0, s20 < s02 < 0;

b) s00 > 0, s02 = 0, s20 < 0;

2) ÷åòûðå óçëà è ïÿòü ñåäåë, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

s00 > 0, s02 < s20 < 0;

3) ÷åòûðå öåíòðà è îäíî ñåäëî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé
óñëîâèé:

c)s00 > 0, s20 < 0, s02 + s20 > 0;

d)s00 > 0, s02 > 0, s20 = −s02;

4) ÷åòûðå óçëà è îäíî ñåäëî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé óñëî-
âèé:

e) s00 > 0, s20 > 0, s02 + s20 < 0;

f) s20 = 0, s00 > 0, s02 < 0;
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5) îäíî ñåäëî O(0, 0), åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé óñëîâèé:

g) s00 > 0, s02 < 0, s20 + s02 > 0;

h) s00 > 0, s20 > 0, s02 = −s20;

s) s02 = 0, s00 > 0, s20 > 0;

r) s00 > 0, s20 = 0, s02 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà òåîðåìå 2.3.16 è íà èçâåñòíîì
ôàêòå î òîì, ÷òî ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå âñåõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû,
âêëþ÷àÿ è áåñêîíå÷íî óäàëåííûå, ðàâíà 1 [94].

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå s00 < 0 ìû ïîëó÷èì òå æå óòâåðæäåíèÿ î
ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.3.14) êàê è ïðè s00 > 0, ñ òîé ëèøü
ðàçíèöåé, ÷òî óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òî÷åê òèïà ¾óçåë¿, ïîìåíÿåòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíóþ.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.14) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 39-45.
Äàëåå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé êâàäðàòè÷íîé ñè-

ñòåìû, èìåþùåé òîëüêî îñè ñèììåòðèè N� òèïà èëè òîëüêî îñè ñèììåò-
ðèè S�òèïà.

Ñíà÷àëà èçó÷èì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.1.9) ïðè n = 2,

èìåþùåé îäíó îñü ñèììåòðèè N�òèïà.
Äëÿ ýòîãî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.1.42)

ïðè k = 0 : 



dx

dt
= y(r00 + r10x),

dy

dt
= b00 + b10x+ b20x

2 + b02y
2.

(2.3.28)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.3.28)
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí è ïðàâàÿ ÷àñòü õîòÿ áû îäíî-
ãî èç óðàâíåíèé ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí íåêâàäðàòè÷íûé ÷ëåí.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.3.28) â áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = 1/z, y = u/z ïåðåâîäèò ýòó ñèñòåìó â
ñèñòåìó:





du

dt
= b20 + b10z + (b02 − r10)u

2 + b00z
2 − r00u

2z,

dz

dt
= −r10uz − r00uz

2.

(2.3.29)
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Ðèñ. 39 Ðèñ. 40

Ðèñ. 41 Ðèñ. 42

Ðèñ. 43 Ðèñ. 44
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Ðèñ. 45

Îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (2.3.29) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû
{
z = 0,

f(u) ≡ b20 + (b02 − r10)u
2 = 0.

Çäåñü ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ:
a) f(u) 6≡ 0, ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ñèñòå-

ìû (2.3.28).
b) f(u) ≡ 0, ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå íå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé

ñèñòåìû (2.3.28).
Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = υ/z, y = 1/z ïåðåâîäèò ñèñòåìó

(2.3.28) â ñèñòåìó




dυ

dt
= (r10 − b02)υ + r00z − b20υ

3 − b10υ
2z − b00υz

2,

dz

dt
= −b02z − b20υ

2z − b10υz
2 − b00z

3.

(2.3.30)

Â ñëó÷àå a) èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2.3.18. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé óñëîâèé

b20 > 0, b02 − r10 < 0, r10 < 0; (2.3.31)

b20 < 0, b02 − r10 > 0, r10 > 0, (2.3.32)

òî íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåìà (2.3.28) èìååò òðè ïðîñòûå
îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå:

(u = ±
√

b20

r10 − b02
, z = 0)− ñåäëà, (υ = z = 0)− óçåë.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.3.31) èëè (2.3.32) ñè-
ñòåìà (2.3.29) èìååò äâå îñîáûå òî÷êè:

u = ±
√

b20

r10 − b02
, z = 0).

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðà îñîáîé òî÷êè

(u =

√
b20

r10 − b02
, z = 0)

â ñèñòåìå (2.3.29) ïðîèçâåäåì çàìåíó

z = z, u+

√
b20

b10 − b02
= u,

íî ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó çàïèøåì â ïðåæíèõ ïåðåìåííûõ:




du

dt
= 2(b02 − r10)

√
b20

r10 − b02
u+ f2(u, z),

dz

dt
= −r10

√
b20

r10 − b02
z + g2(u, z),

(2.3.33)

ãäå f2(u, z) è g2(u, z) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè, íå íèæå âòîðîé.
Èç (2.3.33) âèäíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü èç ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ

4 = 2r10 ·b20. Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîé èç ñåðèè óñëîâèé (2.3.31) è (2.3.32)
4 < 0, ñëåäîâàòåëüíî, îñîáàÿ òî÷êà (u = 0, z = 0) ñèñòåìû (2.3.33)
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñåäëîì. Â ñèëó ñèììåòðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû
(2.3.28) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = 0 îñîáàÿ òî÷êà

(
u = −

√
b20

r10 − b02
, z = 0

)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñåäëîì.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîé èç ñåðèé óñëîâèé (2.3.31) è (2.3.32)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî b02(r01 − b02) < 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îñîáàÿ
òî÷êà (υ = z = 0) ñèñòåìû (2.3.30) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì óçëîì. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.19. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.28) èìå-
åò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå:
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a) òðè ïðîñòûõ óçëà
(
u = ±

√
b20

r10 − b02
, z = 0

)
, (υ = z = 0),

åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b20 > 0, r10 > 0, b02 < 0; (2.3.34)

b) äâà ïðîñòûõ óçëà
(
u = ±

√
b20

r10 − b02
, z = 0

)

è ïðîñòîå ñåäëî (υ = z = 0), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b20 > 0, 0 < b02 < r10; (2.3.35)

c) äâà ïðîñòûõ óçëà
(
u = ±

√
b20

r10
, z = 0

)

è ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó (υ = z = 0), ÿâëÿþùóþñÿ ëèáî ñåäëîì, ëèáî
óçëîì, ëèáî ñåäëîóçëîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b20 > 0, r10 > 0, b02 = 0. (2.3.36)

Äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àÿõ âûïîëíåíèÿ (2.3.34) èëè (2.3.35) ïðîâî-
äèòñÿ òàê æå, êàê è äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Â ñëó÷àå âû-
ïîëíåíèÿ (2.3.36) íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà (υ = z = 0) ñèñòåìû
(2.3.30) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé, è ñîãëàñíî òåîðåìå 65 [80] ìîæåò áûòü ëèáî
ñåäëîì, ëèáî óçëîì, ëèáî ñåäëîóçëîì.

Òåîðåìà 2.3.20. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.28) èìå-
åò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó (υ = z =

0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ:
a) óçëîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

b20(b02 − r10) > 0, b20 · b02 > 0, (2.3.37)
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b) ñåäëîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

b20(b02 − r10) > 0, b20 · b02 < 0, (2.3.38)

c) ñëîæíîé îñîáîé òî÷êîé òèïà ¾ñåäëî¿, èëè ¾óçåë¿ èëè ¾ñåäëî-
óçåë¿, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

b20(b02 − r10) > 0, b02 = 0. (2.3.39)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.3.29) è (2.3.30).
Òåîðåìà 2.3.21. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.28) èìå-

åò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå:
a) îäèí ïðîñòîé óçåë (υ = z = 0) è îäíî òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî (u =

z = 0), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b20 = 0, r10(b02 − r10) > 0, r10 · b02 > 0, (2.3.40)

b) îäíî ïðîñòîå ñåäëî (υ = z = 0) è îäíî òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî (u =

z = 0), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b20 = 0, r10(b02 − r10) > 0, r10 · b02 < 0; (2.3.41)

c) îäèí ïðîñòîé óçåë (υ = z = 0) è îäíó îñîáóþ òî÷êó ñ ýëëèïòè÷å-
ñêîé îáëàñòüþ (u = z = 0), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b20 = 0, r10(b02 − r10) < 0, r10 · b02 < 0; (2.3.42)

d) îäíî ïðîñòîå ñåäëî (υ = z = 0) è îäíó îñîáóþ òî÷êó ñ ýëëèïòè-
÷åñêîé îáëàñòüþ (u = z = 0), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b20 = 0, r10(b02 − r10) < 0, r10 · b02 > 0. (2.3.43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíîé âðåìåíè dτ = b10 · dt ïðèâåäåì ñèñòåìó
(2.3.29) ê âèäó





du

dτ
= z +

(b02 − r10)

b10
u2 +

b00

b10
z2 − r00

b10
u2z ≡ z + P2(u, z),

dz

dτ
= −r10

b10
uz − r00

b10
uz2 ≡ Q2(u, z).

(2.3.44)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z + P2(u, z) = 0 èìååò âèä

ϕ(u) = −(b02 − r10)

b10
· u2 + ...,

ïîýòîìó
Q2(u, ϕ(u)) =

(b02 − r10)r10

b2
10

· u3 + · · · . (2.3.45)

Åñëè èìååò ìåñòî (2.3.40) èëè (2.3.41), òî â ñèëó òåîðåìû 66 [80] òî÷êà
(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî ïî òåðìèíîëîãèè [80]. Âìåñòå ñ òåì
èç ñèñòåìû (2.3.30) âûòåêàåò, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ (2.3.40) ((2.3.41)), òî
òî÷êà (υ = z = 0) � ïðîñòîé óçåë (ïðîñòîå ñåäëî).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (2.3.42) èëè (2.3.43), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 66 [81]
òî÷êà (u = z = 0) � ëèáî òîïîëîãè÷åñêèé óçåë, ëèáî îñîáàÿ òî÷êà âòîðîé
ãðóïïû, ëèáî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñ ýëëèïòè÷åñêîé îáëàñòüþ. Òàê êàê
ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå z = 0 ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.3.29),
òî (u = z = 0) íå ìîæåò áûòü íè ôîêóñîì, íè öåíòðîì. Ýòà îñîáàÿ òî÷êà
íå ìîæåò áûòü òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì òàêæå, òàê êàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
íåå çíàê ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.3.29) íå ìåíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, (u = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêîé îáëàñòüþ
ïî òåðìèíîëîãèè [80].

Õàðàêòåð îñîáîé òî÷êè (υ = z = 0) â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ëåãêî
óñòàíàâëèâàåòñÿ èç ñèñòåìû (2.3.30). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.22. Åñëè b20 = b10 = 0, b00 · b02 > 0, òî ñèñòåìà (2.3.28)
èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå:

a) îäíó îñîáóþ òî÷êó (υ = z = 0) òèïà ¾ïðîñòîå ñåäëî¿ è îäíó
ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó (u = z = 0), ê êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ýëëèï-
òè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, åñëè b02 · (r10 − b02) > 0;

b) îäíó îñîáóþ òî÷êó (υ = z = 0) òèïà ¾ïðîñòîé óçåë¿ è îäíó
ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó (u = z = 0), ê êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, åñëè b02 · (r10 − b02) < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì õàðàêòåð ñëîæíîé îñîáîé òî÷êè (u =

z = 0) ñèñòåìû (2.3.29) èñïîëüçóÿ ìåòîä Ôðîììåðà [2]. Äëÿ ýòîãî îáðà-
çóåì ôóíêöèþ

ψ(u, µ) =
−b02µ− b00µ

3

b02 − r10 + b00µ2 − r00uµ
.
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Ïî óñëîâèÿì äàííîé òåîðåìû â îñîáîé òî÷êå (u = z = 0) (â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé [2]) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êðèòè÷åñêîå íà-
ïðàâëåíèå z = 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

∂ψ(0, 0)

∂µ
=

b02

r10 − b02
. (2.3.46)

Åñëè âûðàæåíèå (2.3.46) ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî), òî ñîãëàñíî ðà-
áîòå [2] (u = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ýëëèï-
òè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà (äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà).
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ b02(r10 − b02) > 0(< 0) â ñèëó (2.3.30) òî÷êà
(u = z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî (ïðîñòîé óçåë). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.3.5. Èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [67] ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ
Ïóàíêàðå îñîáîé òî÷êè (u = z = 0) ñèñòåìû (2.3.29) ïðè b20 = b10 = 0,

b02 − r10 6= 0 ðàâåí íóëþ, èëè −2, èëè +2. Òàê êàê â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè íåò îñîáûõ òî÷åê, òî â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè êðèòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ â îñîáîé òî÷êå (u = z = 0)

èíäåêñ Ïóàíêàðå óêàçàííîé îñîáîé òî÷êè íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ −2. Ñî-
ãëàñíî [67] òî÷êà (u = z = 0) ìîæåò áûòü òîëüêî îñîáîé òî÷êîé, ê êî-
òîðîé ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà èëè
äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Òåîðåìà 2.3.23. Åñëè b20 = b10 = 0, b00b02 < 0, òî ñèñòåìà (2.3.28)
èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå:

a) ïðîñòîå ñåäëî (υ = z = 0) è ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó (u = z =

0), ê êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñåêòîðà, åñëè b02(r10 − b02) > 0;

b) ïðîñòîé óçåë (υ = z = 0) è ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó (u = z = 0), ê
êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà
(øåñòü ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ), åñëè b02r10 < 0 (0 < r10 < b02).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà b02(r10 − b02) > 0

îñîáàÿ òî÷êà (υ = z = 0) ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ïðîñòûì ñåäëîì ñèñòåìû
(2.3.30). Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî b02r10 > 0. Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî

∂ψ

∂µ

(
0,±

√−b02

b00

)
= −2b02

r10
. (2.3.47)
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Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü (2.3.47) îòðèöàòåëüíàÿ, òî ñîãëàñíî [2] â êðè-
òè÷åñêèõ íàïðàâëåíèÿõ z = ±

√
−b02/b00u â òî÷êó (u = z = 0) âõîäèò

ðîâíî ïî îäíîé òðàåêòîðèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ê îñîáîé òî÷êå (u = z = 0)

ïðèìûêàþò äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî b02r10 < 0, òî âûðàæåíèå (2.3.46) îò-

ðèöàòåëüíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (u = z = 0) � ïðîñòîé óçåë è â
íàïðàâëåíèè z = 0 ê òî÷êå (u = z = 0) ñòðåìèòñÿ îäíà òðàåêòîðèÿ. Ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.3.47) ïîëîæèòåëüíà, ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî ê òî÷êå (u = z = 0) ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà
ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà [2].

Åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 0 < r10 < b02, òî â êàæäîì êðèòè÷å-
ñêîì íàïðàâëåíèè z = 0, z = ±

√
−b02/b00u, ê îñîáîé òî÷êå ñòðåìèòñÿ ïî

îäíîé òðàåêòîðèè [2]. Ïîýòîìó (u = z = 0) � øåñòèñåïàðàòðèñíîå ñåäëî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè b02 − r10 = 0, b20 6= 0, òî íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåìà
(2.3.28) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó (υ = z = 0).

Çàìå÷àíèå 2.3.6. Òàê êàê b02 6= 0, òî òèï îñîáîé òî÷êè (υ = z = 0)
ñèñòåìû (2.3.30) âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ åå èíäåêñîì Ïóàíêàðå, à èìåííî,
åñëè J = 0, òî òî÷êà (υ = z = 0) � ñåäëîóçåë, åñëè J = 1(−1), òî òî÷êà
(υ = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë (òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî) [101].

Òåì ñàìûì ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû
(2.3.28) â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðè f(u) 6≡ 0.

Ïóñòü f(u) ≡ 0, òî åñòü b20 = 0, b02 = r10 6= 0. Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå
(2.3.28) ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = 1/z, y = u/z





du

dt
= b10 + b00z − r00u

2,

dz

dt
= −r10u− r00uz.

(2.3.48)

Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = v/z, y = 1/z ïåðåâîäèò ñèñòåìó
(2.3.28) â ñèñòåìó





dv

dt
= r00 − b10v

2 − b00vz,

dz

dt
= −r10 − b10vz − b00z

2.

(2.3.49)
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Òàê êàê r10 6= 0, òî (v = z = 0) � íå îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (2.3.49).
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (2.3.28)
ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû 2.3.48 [80].

Íî ñèñòåìà (2.3.48) íå èìååò íè îäíîé îñîáîé òî÷êè íà ïðÿìîé z = 0,

ëèáî èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó. Î÷åâèäíî, ïðè b10 6= 0 ñèñòåìà
(2.3.48) íå èìååò îñîáîé òî÷êè.

Ïóñòü b10 = 0. Åñëè r10b00 < 0, òî A(u = z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî.
Åñëè r10b00 > 0, òî â ñèëó ñèììåòðèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû (2.3.28)
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = 0 òî÷êà A(u = z = 0) � öåíòð.

Çàìåòèì, ÷òî b00 6= 0 ïðè b10 = 0, b20 = 0, b02 = r10, òàê êàê â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.3.28) èìåþò îáùèé
ìíîæèòåëü y.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.3.24. Åñëè b20 = 0, b02 = r10 6= 0, òî ïðè b10 6= 0 ñèñòåìà

(2.3.28) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, ïðè b10 =

0, b00r10 > 0(< 0) ñèñòåìà (2.3.28) èìååò åäèíñòâåííóþ áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ îñîáóþ òî÷êó A(u = z = 0) òèïà ¾öåíòð¿ (¾ñåäëî¿).

Äàëåå èññëåäóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.3.28) â îãðàíè÷åí-
íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 2.3.25. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.28) èìå-
åò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè:

a) ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå äâà öåíòðà è äâà ñåäëà èëè
äâà óçëà è äâà ñåäëà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20b02 > 0, x1 < −r00

r10
< x2, (2.3.50)

ãäå x1 è x2 � êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà b20x
2 + b10x+ b00;

b) ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå îäèí öåíòð, äâà óçëà è îäíî
ñåäëî èëè îäèí öåíòð è òðè ñåäëà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20b02 < 0, −r00

r10
∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞), (2.3.51)

ãäå x1 è x2 � êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà b20x
2 + b10x+ b00, x1 < x2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.3.50) èëè (2.3.51) ñè-
ñòåìà èìååò äâå îñîáûå òî÷êè íà ïðÿìîé y = 0 è ñòîëüêî æå îñîáûõ
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òî÷åê íà èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé x = −r00/r10, ïðè÷åì îñîáûå òî÷êè, ðàñ-
ïîëîæåííûå íà ïðÿìîé x = −r00/r10 ÿâëÿþòñÿ óçëàìè (ñåäëàìè), åñëè
r10b02 > 0(< 0). Îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû ïðè âûïîëíåíèè ñåðèè óñëîâèé
ïóíêòà a) îáðàçóþò âûïóêëûé (äëÿ ñëó÷àÿ b) íåâûïóêëûé) ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî íà îñè ñèììåòðèè N�òèïà ïðîñòàÿ
îñîáàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü òîëüêî öåíòðîì èëè ñåäëîì (òåîðåìà 2.1.2) è
òåîðåìó Áåðëèíñêîãî [57], óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè äàííîé òåîðå-
ìû.Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.28) â êðóãå Ïóàíêàðå èçîáðàæåíû íà
ðèñ. 46-51 â ñëó÷àå ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé
ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 2.3.26. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.28) èìå-
åò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì
÷èñëå:

a) îäíî ïðîñòîå ñåäëî è äâà ïðîñòûõ óçëà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ
óñëîâèé:

b20 = 0, b10 6= 0, r10b02 > 0, ∆ < 0; (2.3.52)

b) îäèí öåíòð è äâà ïðîñòûõ ñåäëà, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b20 = 0, b10 6= 0, r10b02 < 0, ∆ > 0; (2.3.53)

c) îäíî äâóõñåïàðàòðèñíîå ñåäëî è äâà ïðîñòûõ ñåäëà, åñëè âûïîë-
íÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 = 0, b20b02 < 0, r10b20 > 0; (2.3.54)

d) îäíî äâóõñåïàðàòðèñíîå ñåäëî è äâà ïðîñòûõ óçëà, åñëè âûïîëíÿ-
åòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 = 0, b20b02 < 0, r10b20 < 0; (2.3.55)

ãäå ∆ = b00r10 − r00b10.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðåçóëüòàòå ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó
D(−b10/2b20; 0) ñèñòåìà (2.3.28) ïðèìåò âèä:





dx

dt
=

(2b20r00 − b10r10)

2b02
y + r10xy,

dy

dt
= b20x

2 + b02y
2.

(2.3.56)
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Ðèñ. 46 Ðèñ. 47

Ðèñ. 48 Ðèñ. 49

Ðèñ. 50 Ðèñ. 51
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 67 [80] îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) ñèñòåìû (2.3.56) ÿâëÿåòñÿ
ëèáî äâóõñåïàðàòðèñíûì ñåäëîì (âûðîæäåííûì ñåäëîì ïî òåðìèíîëî-
ãèè [80]), ëèáî ñåäëîóçëîì. Íî â ñèëó òîãî, ÷òî îñü àáñöèññ ÿâëÿåòñÿ îñüþ
ñèììåòðèè N�òèïà, òî÷êà (0, 0) ìîæåò áûòü òîëüêî äâóõñåïàðàòðèñíûì
ñåäëîì.

Ïåðåíîñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò â îñîáóþ òî÷êó

F

(
−r00

r10
,
√
α

)
, ãäå α = −(b10r10 − 2r00b20)

2

4r2
10b20b02

,

ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà (2.3.28) ïðèìåò âèä:




dx

dt
= r10

√
αx+ r10xy,

dy

dt
=

(b10r10 − 2b20r00)

r10
x+ 2b02

√
αy + b20x

2 + b02y
2.

(2.3.57)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (2.3.57)
ðàâåí

−(b10r10 − 2b20r00)
2

2r10b20
. (2.3.58)

Âûðàæåíèå (2.3.58) ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî), åñëè r10b20 < 0

(> 0), òî åñòü ïðè âûïîëíåíèè (2.3.54)((2.3.55)) òî÷êè

F

(
−r00

r10
,
√
α

)
è G
(
−r00

r10
,−√α

)

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñåäëàìè (ïðîñòûìè óçëàìè).
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé óñëîâèé (2.3.52) è (2.3.53), òî îñîáû-

ìè òî÷êàìè ñèñòåìû (2.3.28) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè

A

(
−b00

b10
, 0

)
, B

(
−r00

r10
,

√
− ∆

r10b02

)
, C

(
−r00

r10
,−
√
− ∆

r10b02

)
.

Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó A(−b00/b10, 0) è ïðèäàäèì ñè-
ñòåìå (2.3.28) âèä: 




dx

dt
= − ∆

b10
y + r10xy,

dy

dt
= b10x+ b02y

2.

(2.3.59)
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Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (2.3.59)
ðàâåí ∆, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ∆ > 0 (< 0) òî÷êà A � öåíòð (ïðîñòîå
ñåäëî).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïåðåíîñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò â îñîáóþ òî÷êó B,
ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ëèíåéíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ äëÿ îñîáîé òî÷êè B ðàâåí −∆. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ∆ > 0(< 0)

òî÷êè B è C � ïðîñòûå ñ¼äëà (ïðîñòûå óçëû). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.28) â ñëó÷àå òðåõ îñîáûõ òî÷åê èçîá-

ðàæåíû íà ðèñ. 52-57.
Òåîðåìà 2.3.27. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.28) èìå-

åò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè äâå îñîáûå òî÷êè, â òîì
÷èñëå:

a) îäíî ïðîñòîå ñåäëî è îäíà ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêîé
îáëàñòüþ, ðàñïîëîæåííûå íà ïðÿìîé y = 0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç
ñåðèé óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20 > 0, 0 < b02 < r10, −r00

r10
= x1,2, (2.3.60)

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20(b02 − r10) > 0, b20b02 > 0, −r00

r10
= x1,2; (2.3.61)

b) îäíî ïðîñòîå ñåäëî è îäíî òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî, ðàñïîëîæåííûå
íà ïðÿìîé y = 0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20 > 0, r10 > 0, b02 < 0, −r00

r10
= x1,2; (2.3.62)

c) äâà ïðîñòûõ ñåäëà, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðÿìîé y = 0, åñëè âûïîë-
íÿåòñÿ ñåðèÿ óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20 > 0, r10 > 0, b02 < 0,−r00

r10
ε(x1, x2); (2.3.63)

d) äâà öåíòðà, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðÿìîé y = 0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
îäíà èç ñåðèé óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20(b02 − r10) > 0, b20b02 < 0, −r00

r10
ε(x1, x2), (2.3.64)

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20r10 < 0, (b02 − r10)r10 > 0, −r00

r10
ε(x1, x2); (2.3.65)
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Ðèñ. 52 Ðèñ. 53

Ðèñ. 54 Ðèñ. 55

Ðèñ. 56 Ðèñ. 57
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e) ïðîñòîå ñåäëî è öåíòð, ðàñïîëîæåííûå íà ïðÿìîé y = 0, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20 > 0,

0 < b02 < r10, −r00

r10
∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞),

(2.3.66)

b2
10 − 4b00b20 > 0, b20(b02 − r10) > 0,

b20b02 > 0, −r00

r10
∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞);

(2.3.67)

f) äâà ïðîñòûõ ñåäëà, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðÿìîé x = −r00/r10, åñëè
ñïðàâåäëèâà ñåðèÿ óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 < 0, b20 > 0, r10 > 0, b02 < 0; (2.3.68)

g) äâà ïðîñòûõ óçëà, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðÿìîé x = −r00/r10, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 < 0, b20(b02 − r10) > 0, b20b02 < 0, (2.3.69)

b2
10 − 4b00b20 < 0, (b02 − r10)r10 > 0, b20r10 < 0; (2.3.70)

ãäå x1 è x2 � êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà b20x
2 + b10x + b00, ïðè÷åì

x1 < x2.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 2.3.26.

Çàìå÷àíèå 2.3.7. Ïîä îñîáîé òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêîé îáëàñòüþ ñëå-
äóåò ïîíèìàòü ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò îäèí ýë-
ëèïòè÷åñêèé, îäèí ãèïåðáîëè÷åñêèé è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà [80].

Ïî òåðìèíîëîãèè [80] òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî � ýòî ñëîæíàÿ îñîáàÿ
òî÷êà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò ÷åòûðå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.28) â ñëó÷àå äâóõ îñîáûõ òî÷åê â
êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 58-69.

Òåîðåìà 2.3.28. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.28) èìå-
åò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè îäíó îñîáóþ òî÷êó, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

b2
10 − 4b00b20 = 0, b20b02 > 0,

r00

r10
6= b10

2b20
, (2.3.71)
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Ðèñ. 58 Ðèñ. 59

Ðèñ. 60 Ðèñ. 61

Ðèñ. 62 Ðèñ. 63
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Ðèñ. 64 Ðèñ. 65

Ðèñ. 66 Ðèñ. 67

Ðèñ. 68 Ðèñ. 69
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ïðè÷åì îíà ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì ñåäëîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.3.71) ñèñòåìà (2.3.28)

èìååò åäèíñòâåííóþ êîíå÷íóþ îñîáóþ òî÷êó (−b10/2b20, 0). Äëÿ óñòàíîâ-
ëåíèÿ òèïà ýòîé îñîáîé òî÷êè ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â ýòó òî÷êó
(−b10/2b20, 0) : 




dx

dt
= (r00 − r10b10

2b20
)y + r10xy,

dy

dt
= b20x

2 + b02y
2.

(2.3.72)

Äëÿ îñîáîé òî÷êè (0, 0) ñèñòåìû (2.3.72) σ = 0, ∆ = 0 [80]. Òàê êàê
ïî óñëîâèþ òåîðåìû êîýôôèöèåíò ïðè y â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû
(2.3.72) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 67 [80] òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåò-
ñÿ ëèáî âûðîæäåííûì (äâóõñåïàðàòðèñíûì) ñåäëîì, ëèáî ñåäëîóçëîì, ê
êîòîðîìó ïðèìûêàþò äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ è îäèí ïàðàáîëè÷åñêèé ñåê-
òîð. Òàê êàê äëÿ ñèñòåìû (2.3.28) ïðÿìàÿ y = 0 � îñü ñèììåòðèèN�òèïà,
òî âîçìîæåí òîëüêî ñëó÷àé âûðîæäåííîãî ñåäëà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.28), ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 2.3.28 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 70 è 71.

Ðèñ. 70 Ðèñ. 71

Òåîðåìà 2.3.29. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.28) èìå-
åò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷-
êó, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

b2
10 − 4b00b20 = 0, b20b02 > 0,

r00

r10
=

b10

2b20
, (2.3.73)
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ïðè÷åì îíà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò:
a) äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, åñëè b20(b02 − r10) ≥ 0;

b) äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, åñëè
b20(b02 − r10) < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïåðåíîñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò â îñîáóþ òî÷êó (−b10/2b20; 0)

ñèñòåìó (2.3.28) ïðåîáðàçóåì â ñèñòåìó:




dx

dt
= r10xy,

dy

dt
= b20x

2 + b02y
2.

(2.3.74)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà îñîáîé òî÷êè O(0; 0) ñèñòåìû (2.3.74) âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [67].

Ñëåäóÿ ýòîé ðàáîòå, âû÷èñëèì âåëè÷èíû

∆ = −4b20(b02 − r10),

σ = −4b20(b02 + r10).

Åñëè b02 − r10 = 0 èëè b20(b02 − r10) > 0, òî â íàïðàâëåíèÿõ ëó÷åé
ϕ = π/2 è ϕ = 3π/2 â îñîáóþ òî÷êó O âõîäèò ïî îäíîé òðàåêòîðèè è ê
òî÷êå O ïðèìûêàþò äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà [67].

Åñëè b20(b02 − r10) < 0, òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé ∆ > 0, σ < 0, è
ñîãëàñíî [67] ê ñëîæíîé îñîáîé òî÷êå O(0; 0) ñèñòåìû (2.3.74) ïðèìûêàþò
äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.28), ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 2.3.29 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 72 è 73.

Òåîðåìà 2.3.30. Åñëè b20 = 0, b10b02(b00/b10−r00/r10) > 0, òî ñèñòå-
ìà (2.3.28) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó M(−b00/b10, 0) â îãðà-
íè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì M ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ b10r10(b00/b10 − r00/r10) > 0 è ñåäëîì, åñëè

b10r10(b00/b10 − r00/r10) < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò
â îñîáóþ òî÷êó M ñèñòåìà (2.3.28) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó:




dx

dt
= r10

(
r00

r10
− b00

b10

)
y + r10xy,

dy

dt
= b10x+ b02y

2.

(2.3.75)
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Ðèñ. 72 Ðèñ. 73

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (2.3.75)
ðàâåí ∆ = b10r10(b00/b10 − r00/r10). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ∆ > 0(< 0)

òî÷êà O(0; 0) � öåíòð (ñåäëî) ñèñòåìû (2.3.75). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.28), ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì òåî-

ðåìû (2.3.30) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 74-76 ïðè ∆ > 0 è íà ðèñ. 77, 78 ïðè
∆ < 0.

Òåîðåìà 2.3.31. Åñëè b20 = 0, b00/b10−r00/r10 = 0, òî ñèñòåìà (2.3.28)
èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè åäèíñòâåííóþ îñîáóþ
òî÷êó M(−b00/b10, 0), ÿâëÿþùóþñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì ïðè r10b02 <

0 è îñîáîé òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì ïðè r10b02 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóòåì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò
â òî÷êó M è çàìåíû x = y, y = x, dτ = b10dt, ñèñòåìà (2.3.28) ïðèâî-
äèòñÿ ê ñèñòåìå:





dx

dτ
= y +

b02

b10
x2 ≡ y + P2(x, y),

dy

dτ
=
r10

b10
xy ≡ Q2(x, y),

(2.3.76)

y = −b02/b10x
2 ≡ ϕ(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y + P2(x, y) = 0.

Q2(x, ϕ(x)) = −b02r10

b2
10

x3. (2.3.77)

Èç (2.3.77) ñëåäóåò, ÷òî ïðè b02r10 < 0(> 0) êîýôôèöèåíò ïðè x3 â
ïðàâîé ÷àñòè (2.3.77) ïîëîæèòåëåí (îòðèöàòåëåí). Ïîýòîìó â ñèëó òåî-
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Ðèñ. 74 Ðèñ. 75

Ðèñ. 76 Ðèñ. 77

Ðèñ. 78
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ðåìû 66 [80] òî÷êà O(0, 0) � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî (îñîáàÿ òî÷êà ñ ýë-
ëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôàçîâûå òåîðåìû ñèñòåìû (2.3.28), ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 2.3.31 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 79�81.

Ðèñ. 79 Ðèñ. 80

Ðèñ. 81

Òåîðåìà 2.3.32. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.28) íå
èìååò îñîáûõ òî÷åê â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé óñëîâèé:

b2
10 − 4b00b20 < 0, b20b02 > 0; b10 = b20 = 0, b00b02 > 0. (2.3.78)

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.28), ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 2.3.32 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 82 è 83.
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Ðèñ. 82 Ðèñ. 83

Èçó÷èì òåïåðü ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû, èìå-
þùåé òîëüêî îäíó îñü ñèììåòðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îñüþ
ñèììåòðèè S�òèïà. Äëÿ ýòîãî, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñè-
ñòåìó 




dx

dt
= a00 + a10x+ a20x

2 + a02y
2,

dy

dt
= y(r00 + r10x).

(2.3.79)

Âûÿñíèì ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.3.79) â áåñêîíå÷-
íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàí-
êàðå x = 1/z, y = u/z ïåðåâîäèò ñèñòåìó (2.3.79) â ñèñòåìó:





du

dt
= (r10 − a20)u+ (r00 − a10)uz − a02u

3 − a00uz
2,

dz

dt
= −a20z − a10z

2 − a02u
2z − a00z

3.

(2.3.80)

Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = υ/z, y = 1/z ïåðåâîäèò ñèñòå-
ìó (2.3.79) â ñèñòåìó:





dυ

dt
= a02 + (a20 − r10)v

2 + (a10 − r00)vz + a00z
2,

dz

dt
= −r10vz − r00z

2.

(2.3.81)

Åñëè a02 6= 0, òî âñå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû
(2.3.79) îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé (2.3.80) ïðè z = 0 [80], à èìåííî èç ñè-
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ñòåìû: {
z = 0,

(r10 − a20)u− a02u
3 = 0.

Òåîðåìà 2.3.33. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a02(r10−a20) > 0.

Òîãäà ñèñòåìà (2.3.79) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå òðè îñîáûå
òî÷êè, ïðè÷åì:

a) A(u = z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî, B
(
u =

√
r10−a20

a02
, z = 0

)
è

C
(
u = −

√
r10−a20

a02
, z = 0

)
� ïðîñòûå óçëû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

a20(r10 − a20) > 0, r10(r10 − a20) > 0;

b) A, B è C � ïðîñòûå óçëû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

a20(r10 − a20) < 0, r10(r10 − a20) > 0;

c) A � ïðîñòîé óçåë, B è C � ïðîñòûå ñåäëà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

a20(r10 − a20) < 0, r10(r10 − a20) < 0;

d) A � ñåäëîóçåë, B è C � ïðîñòûå óçëû ïðè a20 = 0, a10 6= 0 è A �
ñåäëî (óçåë), B è C � ïðîñòûå óçëû, åñëè a20 = a10 = 0, a00r10 > 0(< 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àÿõ a)− c) A, B, C � ïðîñòûå îñîáûå òî÷-
êè, à â ñëó÷àå d) B, C � òàêæå ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè. Òèïû ïðîñòûõ
îñîáûõ òî÷åê áåç òðóäà ìîæíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ êîðíåé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì îñîáóþ òî÷êó A â ñëó÷àå d).

Êàê âèäíî èç ñèñòåìû (2.3.80), A � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé
σ 6= 0,∆ = 0 [80]. Ïîýòîìó ñäåëàåì â ñèñòåìå (2.3.80) çàìåíó u = z,

z = u, dτ = r10dt :




du

dτ
= −a10

r10
u2 − a02

r10
uz2 − a00

r10
u3 ≡ P2(u, z),

dz

dτ
= z +

(r00 − a10)

r10
uz − a02

r10
z3 − a00

r10
u2z ≡ z +Q2(u, z).

(2.3.82)

Òàê êàê z = 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

z +Q2(u, z) = 0, P2(u, 0) = −a10

r10
u2 − a00

r10
u3,
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òî ïî òåîðåìå 65 [80] òî÷êà O(0, 0) � ñåäëîóçåë ñèñòåìû (2.3.82).
Ïóñòü äàëåå a02 = 0. Òîãäà a20 6= 0, ïîëîæèì òàêæå a20 6= r10. Îñî-

áàÿ òî÷êà D(υ = z = 0) ñèñòåìû (2.3.81) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé. Ïðè ýòîì
ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
a00 + (a10 − r00)k + (a20 − r10)k

2 = 0,

r00 + r10k = 0

íå èìååò âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðàâûå
÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.3.79) èìåëè áû îáùèé ëèíåéíûé ìíîæèòåëü
r00 + r10x. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òèïà îñîáîé òî÷êè âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòà-
òàìè ðàáîòû [67]. Òàê êàê r10 6= 0 (ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî èç óðàâíåíèé
ñèñòåìû (2.3.79) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí), òî ñëåäóÿ
[67], ìîæíî ñ÷èòàòü r00 = 0. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.3.81):

dυ

dz
=
a00z

2 + a10υz + (a20 − r10)υ
2

−r10υz
. (2.3.83)

Ñëåäóÿ ðàáîòå [67] âû÷èñëèì âåëè÷èíû ∆ = a2
10 − 4a00a20 è σ = a2

10 −
4(a20 − r10)(a00 − r10).

Åñëè ∆ < 0, σ < 0, òî D(υ = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé
ïðèìûêàþò äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà, ëèáî äâà
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Åñëè ∆ < 0, σ = 0, òî D(υ = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé
ïðèìûêàþò äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà, äâà ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Åñëè ∆ < 0, σ > 0, òî D(υ = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé
ïðèìûêàþò äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà, ëèáî äâà
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Åñëè ∆ = 0, σ < 0, òî D(υ = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé
ïðèìûêàþò äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, èëè äâà
ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Åñëè ∆ = 0, σ = 0, òî D(υ = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé
ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, èëè äâà
ãèïåðáîëè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.
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Åñëè ∆ > 0, σ < 0, òî D(υ = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé
ïðèìûêàþò äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, èëè äâà
ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Åñëè ∆ > 0, σ = 0, òî D(υ = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé
ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, èëè äâà
ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Åñëè ∆ > 0, σ > 0, òî D(υ = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé ïðè-
ìûêàþò äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, èëè äâà ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ è äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà, èëè øåñòü ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñåêòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.3.34. Åñëè a02 = 0, (r10−a20)a20 6= 0, òî ñèñòåìà (2.3.79)

èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå äâå îñîáûå òî÷êè: A(u = z = 0) �
ïðîñòîé óçåë èëè ïðîñòîå ñåäëî, D(υ = z = 0) � ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷-
êó, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò ëèáî äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, ëèáî äâà
ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà, ëèáî äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ
è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, ëèáî øåñòü ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ.

Òåîðåìà 2.3.35. Åñëè r10 = a20, a02a20 > 0(< 0), òî ñèñòåìà
(2.3.79) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷-
êó A(u = z = 0), è îíà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì (òîïîëîãè÷å-
ñêèì ñåäëîì).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê a02 6= 0, òî ñèñòåìà (2.3.81) íå èìååò îñîáóþ
òî÷êó (υ = z = 0), ñëåäîâàòåëüíî, âñå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå
òî÷êè ñèñòåìû (2.3.79) ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (2.3.80). Ñè-
ñòåìà (2.3.80) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:





du

dτ
=

(a10 − r00)

a20
uz +

a02

a20
u3 +

a00

a20
uz2 ≡ P2(u, z),

dz

dτ
= z +

a10

a20
z2 +

a02

a20
u2z +

a00

a20
z3 ≡ z +Q2(u, z),

(2.3.84)

ãäå dτ = −a20dt.

Òàê êàê P2(u, 0) = (a02/a20)u
3, òî ïî òåîðåìå 65 [80] òî÷êà O(0, 0) �

òîïîëîãè÷åñêèé óçåë (òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî) ñèñòåìû (2.3.84).
Åñëè a02 = r10 − a20 = 0, òî óðàâíåíèå (r10 − a20)u − a02u

3 = 0 âû-
ðîæäàåòñÿ è ïîýòîìó ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå íå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé
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ñèñòåì (2.3.80) è (2.3.81).
Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = 1/z, y = u/z ïðèâîäèò ñèñòåìó

(2.3.79) ê âèäó: 



du

dt
= (r00 − a10)u− a00uz,

dz

dt
= −a20 + a10z − a00z

2.

(2.3.85)

Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = υ/z, y = 1/z ïåðåâîäèò ñèñòåìó
(2.3.79) â ñèñòåìó 




dυ

dt
= (a10 − r10)υ − a00z,

dz

dt
= −r10υ − r00z.

(2.3.86)

Òàê êàê a20 6= 0, òî íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå z = 0 ñèñòåìà
(2.3.85) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê.

Åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (2.3.79) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå, êàê ñëåäóåò èç (2.3.86), ÿâëÿåòñÿ òî÷êà D(υ = z = 0).

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ∆ =

∣∣∣∣∣
a10 − r00 a00

−r10 −r00

∣∣∣∣∣ îòëè÷åí îò íóëÿ,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.3.79) íå âçàèìíî ïðîñòû.
Âïðî÷åì, íå âçàèìíî ïðîñòû ïðàâûå ÷àñòè è ñèñòåìû (2.3.86).

Åñëè σ ≡ a10 − 2r00 = 0,∆ > 0, òî D(υ = z = 0) � öåíòð ñèñòåìû
(2.3.86). Åñëè ∆ < 0, òî D(υ = z = 0) � ñåäëî.

Åñëè σ 6= 0, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî

σ2 − 4∆ = a2
10 − 4a00r10. (2.3.87)

Åñëè âûðàæåíèå (2.3.87) îòðèöàòåëüíî, òî D(υ = z = 0) � ôîêóñ, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � óçåë.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2.3.36. Åñëè a02 = r10 − a20 = 0, òî ñèñòåìà (2.3.79) èìååò

íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó D(υ = z = 0),

è îíà ÿâëÿåòñÿ:
a) öåíòðîì, åñëè σ = 0, ∆ > 0;

b) ôîêóñîì, åñëè σ 6= 0, σ2 − 4∆ < 0;

c) óçëîì, åñëè σ 6= 0, σ2 − 4∆ ≥ 0;
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d) ñåäëîì, åñëè ∆ < 0.

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñè-
ñòåìû (2.3.79) â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíî äî-
êàæåì òåîðåìó îá îòñóòñòâèè èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
ñèñòåìû (2.3.79).

Òåîðåìà 2.3.37. Åñëè ñèñòåìà (2.3.79) èìååò â êîíå÷íîé ÷àñòè
ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, òî îíà íå èìååò ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà (2.3.79) èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè â
äâóõ ñëó÷àÿõ:

a) a2
10 − 4a00a20 > 0, −r00

r10
∈ (x1, x2), a20a02 > 0; (2.3.88)

b) a2
10 − 4a00a20 > 0, −r00

r10
∈ (−∞;x1) ∪ (x2; +∞), a20a02 < 0; (2.3.89)

ãäå x1 è x2 � êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà a00 + a10x + a20x
2, ïðè÷åì

x1 < x2.

Â ñëó÷àå b) âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Äþëàêà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðÿìóþ
y = 0 íå ïåðåñåêàþò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ:

(
a00 + a10x+ a20x

2

y

)′

x

=
a10 + 2a20x

y
. (2.3.90)

Èç (2.3.90) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (2.3.79),
åñëè îíà ñóùåñòâóåò, íåïðåìåííî ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ x = −a10/2a20. Íî

dx

dt

∣∣∣∣
x=−a10/2a20

=
−(a2

10 − 4a00a20)

4a20
+ a02y

2. (2.3.91)

Âûðàæåíèå (2.3.91) çíàêîïîñòîÿííî â ñèëó óñëîâèÿ (2.3.89), ñëåäîâà-
òåëüíî, çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò ïåðåñåêàòü ïðÿìóþ x = −a10/2a20,

à çíà÷èò äîêàçàíî îòñóòñòâèå íå òîëüêî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, íî è ëþáûõ
çàìêíóòûõ êîíòóðîâ, îáðàçîâàííûõ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (2.3.79), öå-
ëèêîì ðàñïîëîæåííûõ â ïîëóïëîñêîñòÿõ y > 0 è y < 0 ïðè âûïîëíåíèè
(2.3.89). Âïðî÷åì, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà íå èìååò îñîáûõ òî÷åê
òèïà ¾öåíòð¿.
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Ïóñòü èìååò ìåñòî (2.3.88). Åñëè èìåþòñÿ ïðåäåëüíûå öèêëû ñèñòåìû
(2.3.79), òî îíè ðàñïîëîæåíû â ïîëóïëîñêîñòÿõ y > 0 è y < 0 è îêðóæàþò
îñîáûå òî÷êè òèïà ¾ôîêóñ¿ ïî òåîðåìå 22.1 [9].

Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

α = −r00

r10
, β =

√
−a20(α− x1)(α− x2)

a02
.

Îñîáûìè òî÷êàìè òèïà "ôîêóñ" ìîãóò áûòü òî÷êè M(α; β) è N(α;−β).

Â ñèëó òîãî, ÷òî y = 0 � îñü ñèììåòðèè S�òèïà, òî÷êè M è N ÿâ-
ëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè îäíîãî è òîãî æå òèïà. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü îòñóòñòâèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, îêðóæàþùèõ òî÷êó M.

Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êóM, â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (2.3.79)
ïðèìåò âèä (îáîçíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x è y îñòàâëÿåì íåèçìåí-
íûìè):




dx

dt
= (a10 + 2a20α)x+ 2a02βy + a20x

2 + a02y
2 ≡ F (x, y),

dy

dt
= r10x(β + y) ≡ G(x, y).

(2.3.92)

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

∆(x, y) ≡ F (x, y)

G(x, y)
+
F (−x, y)

G(−x, y)
=

2(a10 + 2a20α)

r10(β + y)
, x 6= 0. (2.3.93)

Òàê êàê ïðÿìóþ y = 0 íå ïåðåñåêàþò çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû
(2.3.79), òî âûðàæåíèå (2.3.93) çíàêîïîñòîÿííî ïðè y + β 6= 0 è a10 +

2a20α 6= 0. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ðàáîòå [102] íåò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé,
îêðóæàþùèõ îñîáóþ òî÷êó M. Åñëè æå a10 + 2a20α = 0, òî M è N �
öåíòðû ïðè óñëîâèè, ÷òî −2a02r10β

2 > 0. Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
Òåîðåìà 2.3.38. Åñëè ñèñòåìà (2.3.79) èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷à-

ñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, òî äâå îñîáûå òî÷êè,
ðàñïîëîæåííûå íà ïðÿìîé y = 0(x = −r00/r10), ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè (àí-
òèñåäëàìè) èëè óçëàìè (ñåäëàìè) ïðè âûïîëíåíèè (2.3.88).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.3.88) îñîáûå òî÷êè ñèñòå-
ìû (2.3.79) îáðàçóþò âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Ïîýòîìó ñïðàâåäëè-
âîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç ðàáîòû [57] ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îñîáûå òî÷êè,
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ðàñïîëîæåííûå íà îñè ñèììåòðèè S�òèïà y = 0, ìîãóò áûòü ëèáî óçëà-
ìè, ëèáî ñåäëàìè. Çäåñü ïîä àíòèñåäëîì ìû ïîíèìàåì ïðîñòóþ îñîáóþ
òî÷êó, íå ÿâëÿþùóþñÿ ñåäëîì.

Òåîðåìà 2.3.39. Åñëè ñèñòåìà (2.3.79) èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷à-
ñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, è ïðè ýòîì âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå (2.3.89), òî íà ïðÿìîé y = 0 ðàñïîëîæåíû ñåäëî è óçåë, à íà
ïðÿìîé x = −r00/r10 ëèáî äâà ñåäëà, ëèáî äâà àíòèñåäëà.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.3.89) îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (2.3.79) îá-
ðàçóþò íåâûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, è ñîãëàñíî ðàáîòå [57] âíóòðåí-
íÿÿ îñîáàÿ òî÷êà ñåäëî,à âíåøíèå îñîáûå òî÷êè àíòèñåäëà èëè íàîáîðîò
âíóòðåííÿÿ îñîáàÿ òî÷êà � àíòèñåäëî, à âíåøíèå òî÷êè ñåäëà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.79) â ñëó÷àå ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê â
îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 84-92.

Òåîðåìà 2.3.40. Ñèñòåìà (2.3.79) èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå:

a) A(α; 0) � ïðîñòîå ñåäëî, B(β; γ), C(β;−γ) � ïðîñòûå óçëû (ôî-
êóñû), åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé óñëîâèé:

a20 = 0, r00a10 − a00r10 < 0, a10r10 > 0, a10a02 < 0, (2.3.94)

a20 = 0, r00a10 − a00r10 < 0, a10r10 < 0, a10a02 > 0, (2.3.95)

è êðîìå ýòîãî a2
10 + 8(a10r00 − a00r10) ≥ 0(< 0);

b) A(α; 0) � ïðîñòîé óçåë, B(β; γ), C(β;−γ) � ïðîñòûå ñåäëà, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé óñëîâèé:

a20 = 0, r00a10 − a00r10 > 0, a10r10 < 0, a10a02 < 0, (2.3.96)

a20 = 0, r00a10 − a00r10 > 0, a10r10 > 0, a10a02 > 0. (2.3.97)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåî-
ðåìû, ñèñòåìà (2.3.79) èìååò òðè ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè A(α; 0), B(β; γ)

è C(β;−γ), ãäå

α = −a00

a10
, β = −r00

r10
, γ =

√
a10r00 − a00r10

a02r10
.

Ñëåäóÿ [80], ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

σ = P ′x(x, y) +Q′y(x, y),
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Ðèñ. 86 Ðèñ. 87

Ðèñ. 88 Ðèñ. 89
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Ðèñ. 90 Ðèñ. 91

Ðèñ. 92
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∆(x, y) =

∣∣∣∣∣
P ′x(x, y) P ′y(x, y)

Q′x(x, y) Q′y(x, y)

∣∣∣∣∣ ,

ãäå P (x, y)(Q(x, y)) � ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî (âòîðîãî) óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(2.3.79).

Òîãäà ∆(A) = r00a10− r10a00, σ(B) = a10, ∆(B) = −2(r00a10− r10a00).

Ïðè âûïîëíåíèè (2.3.94) èëè (2.3.95) ∆(A) < 0 è ïîýòîìó òî÷êà A ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì ñåäëîì. Åñëè, êðîìå ýòîãî, a2

10 + 8(a10r00− a00r10) ≥ 0(<

0), òî òî÷êà B � ïðîñòîé óçåë (ôîêóñ) [80]. Â ñèëó ñèììåòðèè âåêòîð-
íîãî ïîëÿ ñèñòåìû (2.3.79) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = 0, òî÷êà C òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì óçëîì (ôîêóñîì). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñåðèé
óñëîâèé (2.3.97), òî ∆(A) > 0, è ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.4 òî÷êà A
� ïðîñòîé óçåë. Òàê êàê ∆(B) < 0, òî òî÷êà B � ïðîñòîå ñåäëî [80].
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3.41. Ñèñòåìà (2.3.79) èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå:

a) ñåäëîóçåë F (δ, 0) è äâà ïðîñòûõ óçëà (ôîêóñà), åñëè âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ: a2

10 − 4a00a20 = 0, a20a02 < 0, è êðîìå ýòîãî n > 0,

m2 − 4n ≥ 0(< 0);

b) ñåäëîóçåë F (δ, 0) è äâà ïðîñòûõ ñåäëà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
a2

10 − 4a00a20 = 0, a20a02 < 0, n < 0, ãäå

δ =
−a10

2a20
, m =

r10a10 − 2r00a20

r10
, n =

(a10r10 − 2r00a20)
2

2a20r10
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî F (δ, 0), G(β, η) è H(β,−η)

îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (2.3.79), ãäå

η =

√
−(a10r10 − 2a10r00)2

4a20r2
10a02

.

.
Òàê êàê σ(F ) = (2r00a20 − a10r10)/2a20 6= 0, ∆(F ) = 0, òî ñîãëàñíî

òåîðåìå 65 [80] F � ñåäëîóçåë. Åñëè n > 0, m2 − 4n ≥ 0, òî êîðíè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îñîáîé òî÷êè G äåéñòâèòåëüíû è îäíîãî
çíàêà, òî åñòü òî÷êà G � óçåë, ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà m2−4n < 0
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êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îñîáîé òî÷êè G � êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûå ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, òî åñòü G �
ïðîñòîé ôîêóñ [80]. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå n < 0, òî íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ â âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà ∆(G) = n, òî åñòü G � ïðîñòîå ñåäëî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.79) â ñëó÷àå òð¼õ îñîáûõ òî÷åê â
îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 93-98.

Çàìå÷àíèå 2.3.8. Ìîæíî ëåãêî âûâåñòè, ÷òî â ñëó÷àå òð¼õ îñîáûõ
òî÷åê â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìà íå èìååò ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ.

Òåîðåìà 2.3.42. Ñèñòåìà 2.3.79 èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè äâå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå:

a) äâà ñåäëà èëè äâà óçëà íà ïðÿìîé y = 0, åñëè

a2
10 − 4a00a20 > 0, −r00

r10
∈ (x1, x2), a20a02 < 0; (2.3.98)

b) ñåäëî è óçåë íà ïðÿìîé y = 0, åñëè

a2
10 − 4a00a20 > 0, −r00

r10
∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞), a20a02 > 0, (2.3.99)

c) äâà ñåäëà èëè äâà ôîêóñà íà ïðÿìîé x = −r00/r10, åñëè

a2
10 − 4a00a20 < 0, a20a02 < 0 (2.3.100)

d) äâà ñåäëà èëè äâà öåíòðà, åñëè

a10 = a20 = 0, a00a02 < 0. (2.3.101)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.3.98) è (2.3.99) îñî-
áûå òî÷êè ñèñòåìû (2.3.79) ïðîñòûå è ðàñïîëîæåíû íà îñè ñèììåòðèè
S�òèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óòâåðæäåíèþ 2.3.4 îíè ìîãóò áûòü óçëàìè
èëè ñåäëàìè. Òàê êàê ìåæäó äâóìÿ ïðîñòûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòå-
ìû (2.3.79) íà ïðÿìîé y = 0 ðàñïîëîæåíà îäíà îñîáàÿ òî÷êà èçîêëèíû
íóëÿ, òî îáå îñîáûå òî÷êè ñåäëà èëè óçëû.

Ïðè âûïîëíåíèè (2.3.100) ëåãêî ïîêàçàòü îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî çà-
ìêíóòûõ òðàåêòîðèé â ïîëóïëîñêîñòÿõ y > 0 è y < 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
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Ðèñ. 93 Ðèñ. 94

Ðèñ. 95 Ðèñ. 96
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òåîðåìû 2.3.37 â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.3.88)). Ïîýòîìó îñîáûå
òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íà ïðÿìîé x = −r00/r10 ëèáî ñåäëà, ëèáî ôîêóñû.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.3.101) ñèñòåìà (2.3.79) ïðèâîäèòñÿ ê ñè-
ñòåìå 




dx

dτ
=
a00 + a02y

2

y
,

dy

dτ
= r00 + r10x.

(2.3.102)

ãäå dt = ydτ. Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (2.3.102) ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, à
çíà÷èò ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ëèáî ñåäëàìè, ëèáî öåíòðàìè
[10]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.79) â êðóãå Ïóàíêàðå èçîáðàæåíû íà
ðèñ. 99�104.

Òåîðåìà 2.3.43. Ñèñòåìà (2.3.79) èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó â îãðà-
íè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

a2
10 − 4a00a02 = 0, a20a02 > 0; (2.3.103)

a20 = 0, a10a02 6= 0, a00r10 − a10r00 = 0. (2.3.104)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.3.103) îñîáàÿ òî÷êà R(−a10/(2a20), 0) ÿâëÿ-
åòñÿ äâóêðàòíûì ñåäëîóçëîì, åñëè 2r00a20 − r10a10 6= 0 è äâóõñåïàðà-
òðèñíûì ñåäëîì èëè îñîáîé òî÷êîé, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ïàðà-
áîëè÷åñêèõ è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, åñëè 2r00a20 − r10a10 = 0.

Åñëè èìååò ìåñòî óñëîâèå (2.3.104), òî îñîáàÿ òî÷êà S(−r00/r10, 0)

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì (ñåäëîì) ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà
a02r10 < 0(> 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååò ìåñòî óñëîâèå (2.3.103). Ïîñëå ïåðå-
íîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó (−a10/2a20; 0) ñèñòåìà (2.3.79) çàïèøåòñÿ
â âèäå: 




dx

dt
= a20x

2 + a02y
2,

dy

dt
=

(2r00a20 − r10a10)y

2a20
+ r10xy.

(2.3.105)

Åñëè 2r00a20 − r10a10 6= 0, òî ïî òåîðåìå 65 èç [80] îñîáàÿ òî÷êà (0, 0)

ñèñòåìû (2.3.105) ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì ñåäëîóçëîì.
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Åñëè 2r00a20 − r10a10 = 0, òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òèïà îñîáîé òî÷êè
(0, 0) ñèñòåìû (2.3.105) âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [67]. Ïðåä-
âàðèòåëüíî ïðîèçâåäåì â ñèñòåìå (2.3.105) çàìåíó x = y, y = x :





dx

dt
= r10x y,

dy

dt
= a02x

2 + a20y
2.

(2.3.106)

Ñëåäóÿ ðàáîòå [67] âû÷èñëèì âåëè÷èíû 4 è δ :

4 = −4a02(a20 − r10), σ = −4a20(a02 + r10).

Åñëè 4 < 0, òî êàê âèäíî èç ñèñòåìû (2.3.80) ñèñòåìà (2.3.79) èìååò
íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A(u = z =

0) òèïà ¾ïðîñòîé óçåë¿. Ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ Ïóàíêàðå [80] îñîáîé
òî÷êè (0, 0) ñèñòåìû (2.3.106) ðàâåí íóëþ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå [67],
ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî (0, 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (2.3.106), ê êîòîðîé
ïðèìûêàþò äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà (äâóõñåïàðàòðèñíîå ñåäëî).

Ïðè 4 > 0 ñèñòåìà (2.3.80) èìååò òðè ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè, â òîì
÷èñëå ñåäëî è äâà óçëà.

Ïðè 4 = 0 ñèñòåìà (2.3.80) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A(u =

z = 0) òèïà òîïîëîãè÷åñêèé óçåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 4 ≥ 0 ñóììà
èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (2.3.79) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå
ðàâíà 1, ïîýòîìó èíäåêñ Ïóàíêàðå îñîáîé òî÷êè (0, 0) ñèñòåìû (2.3.106)
ðàâåí íóëþ. Íåçàâèñèìî îò çíàêà σ, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ðàáîòû
[67], îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) ñèñòåìû (2.3.106) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, ê êîòîðîé
ïðèìûêàþò äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ è äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (2.3.104), òî ïåðåíîñèì íà÷àëî êîîðäèíàò â îñîáóþ
òî÷êó (−r00/r10, 0), à çàòåì ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå x = y, y = x è
çàìåíó âðåìåíè dτ = a10dt :





dx

dτ
=
r10

a10
x y ≡ P2(x, y),

dy

dτ
= y +

a02

a10
x2 ≡ y +Q2(x, y).

(2.3.107)

Èç (2.3.107) âèäíî, ÷òî ϕ(x) = −(a02/a10)x
2 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y +Q2(x, y) = 0.
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Òàê êàê P2(x, ϕ(x)) = −(r10a02/a
2
10)x

3, òî ïðè a02r10 < 0(> 0) ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 65 [80], òî÷êà (0, 0) � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë (òîïîëîãè÷åñêîå
ñåäëî) ñèñòåìû (2.3.107). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.79) â êðóãå Ïóàíêàðå ïðè íàëè÷èè
îäíîé îñîáîé òî÷êè â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè èçîáðàæå-
íû íà ðèñ. 105�112.

Çàìå÷àíèå 2.3.9. Â ñëó÷àå a02 = 0, a20 = r10 ñèñòåìà (2.3.79) èìååò
â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè òàêæå îäíó îñîáóþ òî÷êó òèïà
¾ñåäëîóçåë¿.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñ.110 (ýêâàòîð ñôåðû
Ïóàíêàðå íå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé).

Òåîðåìà 2.3.44. Åñëè a2
10 − 4a00a20 < 0, a20a02 > 0, òî ñèñòåìà

(2.3.79) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè. Ïðè ýòîì íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåìà èìååò ëèáî îäèí
òîïîëîãè÷åñêèé óçåë, ëèáî îäíî ïðîñòîå ñåäëî è äâà ïðîñòûõ óçëà, ëèáî
îäèí ïðîñòîé óçåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

a2
10 − 4a00a02 < 0, a20a02 > 0 (2.3.108)

ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.3.79) îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî
åñòü íåò îñîáûõ òî÷åê ó ýòîé ñèñòåìû.

Åñëè r10 = a20, òî ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (2.3.108), ïî òåîðåìå (2.3.35)
èìååì íà áåñêîíå÷íîñòè åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A(u = z = 0) �
òîïîëîãè÷åñêèé óçåë.

Åñëè a02(r10 − a20) < 0, òî ñèñòåìà (2.3.80), î÷åâèäíî, èìååò îäíó
îñîáóþ òî÷êó A(u = z = 0) � ïðîñòîé óçåë.

Åñëè a02(r10 − a20) > 0, òî ïî òåîðåìå 2.3.33 ñèñòåìà (2.3.80) èìååò
ïðîñòîå ñåäëî A(u = z = 0) è äâà ïðîñòûõ óçëà

B

(
u =

√
r10 − a20

a02
, z = 0

)
, C

(
u = −

√
r10 − a20

a02
, z = 0

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.3.79) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.3.44 èçîá-

ðàæåíû íà ðèñ.113 è 114.
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Ðèñ. 105 Ðèñ. 106

Ðèñ. 107 Ðèñ. 108

Ðèñ. 109 Ðèñ. 110
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Ðèñ. 111 Ðèñ. 112

Ðèñ. 113 Ðèñ. 114
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Íà ýòîì çàâåðøåíî èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé êâàäðàòè÷íîé ñè-
ñòåìû, èìåþùåé îäíó îñü ñèììåòðèè.

Äàëåå ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ñèñòåìó, èìåþùóþ òðè îñè ñèììåò-
ðèè. Ñíà÷àëà çàéìåìñÿ èçó÷åíèåì ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé êâàäðàòè÷íîé
ñèñòåìû, èìåþùåé òðè îñè ñèììåòðèè N�òèïà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:





dx

dt
= y(r00

√
3− 2t00x),

dy

dt
= −x(r00

√
3− 2t00x) + t00(y −

√
3x)(y +

√
3, x).

(2.3.109)

ãäå t00 ∈ R\{0}, ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (2.1.44) (çäåñü
äëÿ óäîáñòâà íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ îáîçíà÷åíà ÷åðåç t). Ñèñòåìà (2.3.109)
èìååò òðè îñè ñèììåòðèè y = 0, y =

√
3x, y = −√3x.

Òàê êàê âñå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (2.3.109) ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ ñèì-
ìåòðèè N�òèïà, òî ýòà ñèñòåìà íå èìååò èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé.

Òåîðåìà 2.3.45. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.109)
èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè,
â òîì ÷èñëå îäèí öåíòð è òðè ïðîñòûõ ñåäëà. Íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïó-
àíêàðå ñèñòåìà èìååò òðè ïðîñòûõ óçëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî r00 6= 0, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü íè îäíîãî èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñèñòåìû (2.3.109) íå ñîäåðæèò íè ëèíåéíîãî, íè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Ïî-
ýòîìó íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0) ñèñòåìû (2.3.109) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì.

Òàê êàê ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû îáðàçóþò íåâûïóêëûé ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê, âíóòðåííÿÿ òî÷êà (0, 0) èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì, òî
ñîãëàñíî ðàáîòå [57] îñòàëüíûå òðè ïðîñòûå ñåäëà.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû â
îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ðàâíà −2.

Òàê êàê ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå âñåõ îñîáûõ òî÷åê (êàê êîíå÷-
íûõ,òàê è áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ) ðàâíà 1 [94], òî íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò òðè ïðîñòûõ óçëà. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñ. 115.
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Ðèñ. 115

Òåïåðü ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ñèñòåìó, èìåþùóþ òðè îñè ñèì-
ìåòðèè S�òèïà. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì.çàìå÷àíèå 2.2.3)





dx

dt
= x(r00

√
3− 2t00x) + t00(3x

2 − y2),

dy

dt
= y(r00

√
3− 2t00x),

(2.3.110)

ãäå t00 ∈ R\{0}.
Îñÿìè ñèììåòðèè S�òèïà ñèñòåìû (2.3.110) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå y = 0,

y =
√

3x, y = −√3x. Âïðî÷åì, â ñèñòåìå (2.3.110) r00 6= 0, òàê êàê â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû îäíîðîäíûå
ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 2.3.46. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3.110)
èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè,
â òîì ÷èñëå îäèí äèêðèòè÷åñêèé óçåë è òðè ïðîñòûõ ñåäëà. Íà áåñêî-
íå÷íîñòè ýòà ñèñòåìà èìååò òðè ïðîñòûõ óçëà.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñ. 116.
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Ðèñ. 116

2.4 Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñè-
ñòåìû â ñëó÷àÿõ: òðåõ îñåé ñèììåòðèè N�òèïà (S�òèïà);
÷åòûðåõ îñåé ñèììåòðèè N�òèïà (S�òèïà)

Â äàííîì ïóíêòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè òðåõ èëè ÷åòûðåõ îñåé
ñèììåòðèèN�òèïà (èëè S�òèïà) ìîæíî óñòàíîâèòü òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó ðàçáèåíèÿ ôàçîâîé ïëîñêîñòè íà òðàåêòîðèè,îïðåäåëÿåìîãî êóáè÷å-
ñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé. Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé
êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, èìåþùåé òðè îñè ñèììåòðèè
N�òèïà, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó





dx

dt
= y[
√

3r00 − 2t00x+ r20(x
2 + y2)],

dy

dt
= −x[

√
3r00 − 2t00x+ r20(x

2 + y2)] + t00(y
2 − 3x2),

(2.4.1)

ãäå r20t00 6= 0.

Ñèñòåìà (2.4.1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (2.1.31). Îñÿìè
ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû (2.4.1) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå y = 0, y =

√
3x,

y = −√3x. Ïðîèçâåäåì çàìåíó âðåìåíè â ñèñòåìå (2.4.1) ïî ôîðìóëå
dτ = t00dt è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

√
3r00/t00 = α, r20/t00 = β :





dx

dτ
= y[α− 2x+ βx2 + βy2)],

dy

dτ
= −x(α− 2x+ βx2 + βy2) + y2 − 3x2,

(2.4.2)

ãäå β ∈ R\{0}.
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Ê ñèñòåìå (2.4.2) ïðèìåíèì ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = 1/z,

y = u/z :




du

dt
= −β − z − 2βu2 − αz2 + 3u2z − βu4 − αu2z2,

dz

dt
= −βuz + 2uz2 − βu3z − αuz3.

(2.4.3)

Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = v/z, y = 1/z ïåðåâîäèò ñèñòåìó
(2.4.2) â ñèñòåìó 




dv

dt
= P (v, z),

dz

dt
= Q(v, z),

(2.4.4)

ãäå P (v, 0) = β 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà (0; 0) íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ
ñèñòåìû (2.4.4), è ñîãëàñíî [80] âñå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå òî÷êè
ñèñòåìû (2.4.2) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

{
z = 0,

u4 + 2u2 + 1 = 0,

êîòîðàÿ íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé. Îòñþäà äåëàåì âûâîä: ñè-
ñòåìà (2.4.2) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå.

Òåîðåìà 2.4.1. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4.2.) èìå-
åò:

a) ñåìü îñîáûõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå ÷åòûðå öåíòðà è òðè ñåäëà, åñëè
1− 4αβ > 0;

b) ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå (0; 0) � öåíòð (øåñòèñåïà-
ðàòðèñíîå ñåäëî) è òðè äâóõñåïàðàòðèñíûõ ñåäëà (òðè öåíòðà), åñëè
1− 4αβ = 0 (α = 0);

c) îäèí öåíòð, åñëè 1− 4αβ < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.4.2)
ñëåäóåò, ÷òî âñå îñîáûå òî÷êè ýòîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæàò îñÿì ñèììåò-
ðèè N�òèïà. Ïîýòîìó äëÿ âûÿñíåíèÿ ÷èñëà è õàðàêòåðà îñîáûõ òî÷åê
ñèñòåìû (2.4.2) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ÷èñëî è òèï îñîáûõ òî÷åê íà ïðÿ-
ìîé y = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ïðÿìîé y = 0 ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè,
è âñå îíè ïðîñòûå. Î÷åâèäíî, íà÷àëî êîîðäèíàò (0; 0) ñèñòåìû (2.4.2)
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ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì. Ïî òåîðåìå 2.1.2 ëþáàÿ ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà, ðàñ-
ïîëîæåííàÿ íà îñè ñèììåòðèè N�òèïà, ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì èëè öåíòðîì.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà íå èìååò îñîáûõ òî÷åê è ñóììà
èíäåêñîâ Ïóàíêàðå îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (2.4.2) ðàâíà 1, ïðèõîäèì ê
âûâîäó, ÷òî íà ïðÿìîé y = 0 ðàñïîëîæåíû äâà öåíòðà è ñåäëî ïðè âû-
ïîëíåíèè íåðàâåíñòâà 1− 4αβ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê
ñèñòåìû ðàâíî ñåìè, ÷åòûðå èç êîòîðûõ öåíòðû è òðè ñåäëà.

Ïóñòü òåïåðü 1− 4αβ = 0. Òîãäà íà ïðÿìîé y = 0 ñèñòåìà èìååò äâå
îñîáûå òî÷êè: (0, 0) � öåíòð è ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó (−1/2β, 0). Âû-
ÿñíèì òèï ñëîæíîé îñîáîé òî÷êè (−1/2β, 0), äëÿ ÷åãî ïåðåíåñåì íà÷àëî
êîîðäèíàò â ýòó òî÷êó. Òîãäà ñèñòåìà (2.4.2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó




dx

dt
=

3

2β
y + P2(x, y),

dy

dt
= −x2 +Q2(x, y),

(2.4.5)

ãäå P2 è Q2 � ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè, íå ñîäåðæàùèå ëèíåéíûõ è
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ïî òåîðåìå 67 [80] òî÷êà (0, 0) � äâóõñåïàðàòðèñíîå
ñåäëî ñèñòåìû (2.4.5).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1− 4αβ = 0 ñèñòåìà (2.4.2)
èìååò îäèí öåíòð è òðè äâóõñåïàðàòðèñíûõ ñåäëà. Ïðè α = 0 ñèñòåìà
(2.4.2) èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó è êðîìå ýòîãî,
íà ïðÿìîé y = 0 èìååòñÿ åùå îäíà îñîáàÿ òî÷êà (−1/β, 0). Íåòðóäíî
âûÿñíèòü, ÷òî òî÷êà (−1/β, 0) � öåíòð. Ïîýòîìó, â ñèëó íàëè÷èÿ òðåõ
îñåé ñèììåòðèè N� òèïà ñèñòåìà èìååò òðè öåíòðà è â íà÷àëå êîîðäèíàò
ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó, èíäåêñ Ïóàíêàðå êîòîðîé ðàâåí 2. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå ðàáîòó [67], ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî òî÷êà (−1/β, 0) � øåñòðè-
ñåïàðàòðèñíîå ñåäëî. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.4.2) èçîáðàæåíû íà
ðèñ. 117-120.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé êóáè÷åñêîé ñèñòåìû,
èìåþùåé ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè N�òèïà ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1.36):





dx

dt
= y(r00 + r20x

2 + r02y
2),

dy

dt
= −x[r00 + r20x

2 + r02y
2 − t00(y

2 − x2)],

(2.1.36)
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Ðèñ. 117 Ðèñ. 118

Ðèñ. 119 Ðèñ. 120
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ãäå t00 ∈ R \ {0}, r02 = r20 + t00.

Ââåäåì â ñèñòåìå (2.1.36) çàìåíó âðåìåíè dτ = t00dt è îáîçíà÷åíèÿ
r00/t00 = α, r20/t00 = β :





dx

dτ
= y[α + βx2 + (β + 1)y2],

dy

dτ
= −x[α + (β + 1)x2 + βy2].

(2.4.6)

Îñÿìè ñèììåòðèè N�òèïà ñèñòåìû (2.1.36), à, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòå-
ìû (2.4.6) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå: y = 0, y = x, y = −x, x = 0. Èç âèäà
ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1.36) ñëåäóåò,
÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû, à çíà÷èò è ñèñòåìû (2.4.6)
ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ ñèììåòðèè. Èìåííî ïîýòîìó ñèñòåìà (2.4.6) íå èìå-
åò èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Âûÿñíèì êîëè÷åñòâî è òèïû
îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (2.4.6) íà îñÿõ ñèììåòðèè N�òèïà y = 0, y = x â
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ α è β. Òåì ñàìûì áóäåò óñòàíîâëåíî ïîâåäå-
íèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.4.6).

Òàê êàê ïðè α = 0 ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.4.6) ÿâëÿþòñÿ
îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè òðåòüåé ñèñòåìû, òî ïðèíèìàåì, ÷òî α 6= 0.

Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòå-
ìû (2.4.6) â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïðèìåíèâ
ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = 1/z, y = u/z, ïðèâåäåì ñèñòåìó (2.4.6) ê
âèäó:





du

dt
= −(β + 1)− 2βu2 − αz2 − (β + 1)u4 − αu2z2,

dz

dt
= −βuz − (β + 1)u3z − αuz3.

(2.4.7)

Ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå x = v/z, y = 1/z ñè-
ñòåìà (2.4.6) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:





dv

dt
= β + 1 + 2βv2 + αz2 + (β + 1)v4 + αv2z2,

dz

dt
= βvz + (β + 1)v3z + αvz3.

(2.4.8)

Åñëè β 6= −1, òî âñå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû
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(2.4.6) ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (2.4.7) [80], è îíè îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

{
z = 0,

(β + 1)u4 + 2βu2 + β + 1 = 0.
(2.4.9)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè β ∈ (−∞,−1)∪(−1/2,+∞) ñèñòåìà (2.4.9)
íå èìååò ðåøåíèé, òî åñòü ñèñòåìà (2.4.7) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê.

Åñëè β ∈ (−1,−1/2), òî ñèñòåìà (2.4.9) èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ

M1,2

(
u = ±

√
−β +

√−2β − 1

β + 1
, z = 0

)
,

M3,4

(
u = ±

√
−β −√−2β − 1

β + 1
, z = 0

)
.

Åñëè β = −1, òî ñèñòåìà (2.4.7) èìååò âèä:




du

dt
= 2u2 − αz2 − αu2z2,

dz

dt
= uz − αuz3.

(2.4.10)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè β = −1 ñèñòåìà (2.4.6) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå äâå îñîáûå òî÷êè A(u = z = 0) è D(v = z = 0).

Ïðè β = −1/2 ñèñòåìà (2.4.7) èìååò âèä:




du

dt
= −1

2
+ u2 − αz2 − 1

2
u4 − αu2z2,

dz

dt
=

1

2
uz − 1

2
u3z − αuz3.

(2.4.11)

Ïóòåì ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â îñîáóþ òî÷êó B(u = 1, z = 0),

ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ u è z, ñèñòåìó (2.4.11) ïðåîáðàçóåì ê
âèäó: 




du

dt
= −2u2 − 2αz2 + P3(u, z),

dz

dt
= −uz +Q3(u, z),

(2.4.12)

ãäå P3 è Q3 � ìíîãî÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñèñòåìû, íå ñîäåðæàùèå ÷ëåíîâ
ñòåïåíè ìåíüøå òðåòüåé.
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Òåîðåìà 2.4.2. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4.6) â áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè íå èìååò îñîáûõ òî÷åê,
åñëè β ∈ (−∞,−1) ∪ (−1/2,+∞), èìååò:
a) ÷åòûðå ïðîñòûõ óçëà, åñëè β ∈ (−1,−1/2);
b) äâå ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè A(u = z = 0) è D(v = z = 0), ê êàæäîé
èç êîòîðûõ ïðèìûêàþò ëèáî äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, ëèáî äâà ýë-
ëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, åñëè α < 0, β = −1;
c) äâå ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè A(u = z = 0), D(v = z = 0), ê êàæäîé
èç êîòîðûõ ïðèìûêàþò ëèáî äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ
ñåêòîðà, ëèáî äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, åñëè
α > 0, β = −1;
d) äâå ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè B(u = 1, z = 0), C(u = −1, z = 0), ê êàæ-
äîé èç êîòîðûõ ïðèìûêàþò ëèáî äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ ñåêòîðà, ëèáî äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà åñëè α > 0, β = −1/2;
ëèáî äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà; ëèáî äâà ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, åñëè α < 0, β = −1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå íàìè óêàçàíî ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà β ñèñòåìà (2.4.6) íå èìååò îñîáûõ òî÷åê íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïó-
àíêàðå, à òàêæå èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè M1,2,3,4. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
îñîáûå òî÷êè Mi, i = 1, 4 � ïðîñòûå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñèììåòðèè
ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû (2.4.6) îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ ïðÿìûõ y = 0,

y = x, y = −x, x = 0, ëèáî âñå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè ñåäëà, ëèáî óç-
ëû. Ñåäëàìè îíè íå ìîãóò áûòü â ñèëó ðàáîòû [103]. Ñëåäîâàòåëüíî, Mi,

i = 1, 4 � ïðîñòûå óçëû.
Â ñëó÷àå β = −1 õàðàêòåð îñîáîé òî÷êè (0; 0) ñèñòåìû (2.4.10) îïðå-

äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû [67]. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëÿåì âåëè÷èíû:
∆ = 4α, δ = 8(α − 1). Ñîãëàñíî [67] (0; 0) � îñîáàÿ òî÷êà, äîñòàòî÷-
íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü êîòîðîé ñîñòîèò ëèáî èç äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñåêòîðîâ, ëèáî èç äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ è äâóõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ
ïðè α < 0, ëèáî èç äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ è äâóõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòî-
ðîâ, ëèáî èç äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è äâóõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ ïðè
α > 0. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì, ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [67] â ñëó-
÷àå β = −1/2. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 2.4.3. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4.6) èìå-
åò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè:
a) îäíó îñîáóþ òî÷êó (0; 0) � öåíòð, åñëè α > 0, β > −1/2 ∨ α < 0,

β 6 −1;

b) ïÿòü îñîáûõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå îäèí öåíòð è ÷åòûðå ïðîñòûõ ñåä-
ëà, åñëè α > 0, −1 6 β < −1/2 ∨ α < 0, −1 < β 6 −1/2;

c) äåâÿòü îñîáûõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå ïÿòü öåíòðîâ è ÷åòûðå ñåäëà,
åñëè α > 0, β < −1 ∨ α < 0, β > −1/2;

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ êîëè÷åñòâà è òèïîâ îñîáûõ òî-
÷åê ñèñòåìû (2.4.6) äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü êîëè÷åñòâî è òèïû îñîáûõ òî-
÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà îñÿõ ñèììåòðèè N�òèïà y = 0 è y = x.

Åñëè α > 0, β > −1/2 ∨ α < 0, β 6 −1, òî íà óêàçàííûõ ïðÿìûõ
ðàñïîëîæåíà îäíà îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) � öåíòð.

Åñëè α > 0, −1 6 β < −1/2 íà ïðÿìîé y = 0 ðàñïîëîæåíà îäíà îñî-
áàÿ òî÷êà (0, 0), à íà ïðÿìîé y = x � òðè îñîáûå òî÷êè. Ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé α < 0, −1 < β 6 −1

2 íà ïðÿìîé y = 0 ðàñïîëîæåíû òðè îñîáûå
òî÷êè, à íà ïðÿìîé y = x � îäíà îñîáàÿ òî÷êà (0, 0). Ïî òåîðåìå 2.4.2
ñèñòåìà (2.4.6) ïðè íàëè÷èè ïÿòè îñîáûõ òî÷åê â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñ-
êîñòè èìååò ëèáî ÷åòûðå óçëà íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, ëèáî äâå
ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè, ìàëàÿ îêðåñòíîñòü êàæäîé èç êîòîðûõ ñîñòîèò
èç äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ è äâóõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ.

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, îêðåñòíîñòü ñëîæíîé
îñîáîé òî÷êè íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå íå ìîæåò ñîäåðæàòü ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ. Ñîãëàñíî ðàáîòå [67] èíäåêñ Ïóàíêàðå ñëîæíîé îñî-
áîé òî÷êè (0, 0) ñèñòåìû (2.4.10) (èëè 2.4.12) ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ,
−2 èëè 2. Ñèñòåìà (2.4.6) â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè èìååò òîëüêî ïðî-
ñòûå îñîáûå òî÷êè, è âñå îíè ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ ñèììåòðèè N�òèïà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.1.2 êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü öåíòðîì èëè
ñåäëîì. Òî÷êà (0, 0) � öåíòð, ïîýòîìó îñòàëüíûå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè
ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå îñî-
áûõ òî÷åê ñèñòåìû (2.4.6) â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ðàâíà ïÿòè. Ýòî
íåâîçìîæíî, òàê êàê ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå âñåõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòå-
ìû, êàê êîíå÷íûõ, òàê è áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ, ðàâíà åäèíèöå [94], íî
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â ñèëó ðàáîòû [103] ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå îñîáûõ òî÷åê êóáè÷åñêîé
ñèñòåìû íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå íå ìåíüøå ÷åì −2.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èìååò îäèí öåíòð è ÷åòûðå ñåäëà. Èìåííî
ïîýòîìó êàæäàÿ èç äâóõ ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê íà áåñêîíå÷íîñòè èìååò
èíäåêñ Ïóàíêàðå, ðàâíûé 2, òî åñòü îêðåñòíîñòü òàêîé òî÷êè ñîñòîèò èç
äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ è äâóõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ [67].

Â ñëó÷àå äåâÿòè îñîáûõ òî÷åê íà áåñêîíå÷íîñòè íåò îñîáûõ òî÷åê
ïî òåîðåìå 2.4.2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.4.6) èìååò ïÿòü öåíòðîâ è
÷åòûðå ñåäëà. òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.4.6) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 121�125

Ðèñ. 121 Ðèñ. 122

Ðèñ. 123 Ðèñ. 124
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Ðèñ. 125

Çàìå÷àíèå 2.4.1. Ôàçîâûé ïîðòðåò, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 125, îò-
ëè÷àåòñÿ îò ôàçîâîãî ïîðòðåòà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 124, òåì, ÷òî â
ñëó÷àå ðèñ. 125 íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåìà èìååò äâå ñëîæ-
íûå îñîáûå òî÷êè íà êîíöàõ îñåé êîîðäèíàò (îíè âûäåëåíû æèðíûìè
òî÷êàìè).

Äàëåå ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.2.14) ïðè k1 = 0





dx

dτ
= 2x[r00 + r10x+ r20(x

2 + y2)] + r10(y
2 − 3x2)

dy

dτ
= 2y[r00 + r10x+ r20(x

2 + y2)], ãäå r10 · r20 6= 0.

(2.4.13)

Ââîäÿ çàìåíó âðåìåíè dt = r10dτ è îáîçíà÷åíèÿ 2r00/r10 = α, 2r20/r10 =

β, ñèñòåìó (2.4.13) ïåðåïèøåì â âèäå:




dx

dt
= x[α + 2x+ β(x2 + y2)] + y2 − 3x2,

dy

dt
= y[α + 2x+ β(x2 + y2)], ãäå β 6= 0.

(2.4.14)

Ñèñòåìà (2.4.14) èìååò òðè îñè ñèììåòðèè S�òèïà: y = 0, y =
√

3x,

y = −√3x.

Î÷åâèäíî, âñå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (2.4.14) ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ
ñèììåòðèè. Òàê êàê êàæäàÿ îñü ñèììåòðèè S�òèïà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-
íîé ïðÿìîé, òî íèêàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà íå ìîæåò áûòü îêðóæåíà çàìêíóòîé
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òðàåêòîðèåé, áîëåå òîãî, ñèñòåìà íå èìååò îñîáûõ òî÷åê òèïà ¾ôîêóñ¿.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òî÷êà (0, 0) ïðè α 6= 0 åñòü äèêðèòè÷åñêèé óçåë ïî
òåðìèíîëîãèè [80].

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.4.14) â áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè Ïóàíêàðå. Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = 1/z, y = u/z

ïðèâîäèò ñèñòåìó (2.4.14) ê âèäó [100]




du

dt
= 3u− u3,

dz

dt
= −β + z − βu2 − z2 − u2z.

(2.4.15)

Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = v/z, y = u/z ïðèâîäèò ñèñòåìó
(2.4.14) ê âèäó: 




dv

dt
= 1− 3v2,

dz

dt
= −β − βv2 − 2vz − αz2.

(2.4.16)

Èç (2.4.15) è (2.4.16) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (2.4.14) íå èìååò áåñêîíå÷-
íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê, è ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå íå ñîñòîèò èç
òðàåêòîðèé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2.4.4. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4.14) èìå-
åò:

a) îäíó îñîáóþ òî÷êó (0, 0) � äèêðèòè÷åñêèé óçåë, åñëè 1−4αβ < 0;

b) òðè îñîáûå òî÷êè òèïà ¾ñåäëîóçåë¿ è îäèí äèêðèòè÷åñêèé óçåë,
åñëè 1− 4αβ = 0;

c) ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè òèïà ¾óçåë¿ è òðè ñåäëà, åñëè 1−4αβ > 0;

d) îäíî øåñòèñåïàðàòðèñíîå ñåäëî (0, 0) è òðè ïðîñòûõ óçëà, åñëè
α = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òèïîâ è êîëè÷åñòâà îñîáûõ òî-
÷åê ñèñòåìû (2.4.14) äîñòàòî÷íî âûÿñíèòü èõ êîëè÷åñòâî è òèïû íà ïðÿ-
ìîé y = 0, òàê êàê îñåé ñèììåòðèè íå÷åòíîå ÷èñëî.

Åñëè 1 − 4αβ < 0, òî íà ïðÿìîé y = 0 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííóþ
ïðîñòóþ îñîáóþ òî÷êó (0, 0) � äèêðèòè÷åñêèé óçåë.

Åñëè 1−4αβ = 0, òî íà ïðÿìîé y = 0 ñèñòåìà èìååò äâå îñîáûå òî÷êè
(0, 0) è (1/2β, 0). Ïîñëå ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó (1/2β, 0)
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ñèñòåìà (2.4.14) ïðèìåò âèä (îáîçíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x è y

îñòàâëÿåì íåèçìåííûìè):




dx

dt
=

1

2
x2 +

3

2
y2 + βx3 + βxy2,

dy

dt
=

3

2β
y + 3xy + βx2y + βy3.

(2.4.17)

Íà÷àëî êîîðäèíàò (0; 0) ñèñòåìû (2.4.17) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîóçëîì ïî òåî-
ðåìå 65 [80]. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (2.4.14) èìååò òðè ñåäëîóçëà è îäèí
äèêðèòè÷åñêèé óçåë.

Åñëè 1 − 4αβ = 0, òî íà ïðÿìîé y = 0 ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå
òî÷êè (0; 0), G(1+

√
1−4αβ
2β ; 0), H(1−√1−4αβ

2β ; 0).

Ïîñëå ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó G ñèñòåìà (2.4.14) ïðèìåò
âèä: 




dx

dt
=

√
1− 4αβ(

√
1− 4αβ + 1)

2β
x+ P2(x, y),

dy

dt
=

3(1 +
√

1− 4αβ)

2β
y +Q2(x, y).

(2.4.18)

Èç (2.4.18) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà G � ïðîñòîé óçåë. Òàê êàê ñèñòåìà
èìååò òðè îñè ñèììåòðèè S�òèïà, òî, î÷åâèäíî, îíà èìååò ÷åòûðå óçëà,
îñòàëüíûå òðè îñîáûå òî÷êè ïî íåîáõîäèìîñòè ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè (ñóììà
èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê ðàâíà 1).

Ïóñòü α = 0. Òîãäà ñèñòåìà (2.4.14) èìååò âèä:




dx

dt
= −x2 + y2 + βx3 + βxy2,

dy

dt
= 2xy + βx2y + βy3.

(2.4.19)

Íà ïðÿìîé y = 0, êðîìå òî÷êè (0, 0), ñèñòåìà (2.4.19) èìååò ïðî-
ñòóþ îñîáóþ òî÷êó (1/β, 0). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî (1/β, 0) � óçåë, ìèíóÿ
íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ. Íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0) ñèñòåìû (2.4.19)
ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé îñîáîé òî÷êîé, èíäåêñ J êîòîðîé ðàâåí 2, èëè −2, èëè
0 [67]. Èíäåêñ J 6= 0, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì ñóììó èíäåêñîâ
îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû, ðàâíóþ 3 èëè −3 (ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà, ëåæà-
ùàÿ íà îñè ñèììåòðèè S�òèïà ÿâëÿåòñÿ óçëîì èëè ñåäëîì). J 6= 2, òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëî êîîðäèíàò áûëî áû ñëîæíîé îñîáîé òî÷êîé,
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îêðåñòíîñòü êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ è äâóõ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ ñåêòîðîâ. Â ñèëó íàëè÷èÿ ó ñèñòåìû òðåõ îñåé ñèììåòðèè S�òèïà
ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ áûëî áû íå ìåíåå òðåõ.

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ îñîáîé òî÷êè (0, 0) ðàâåí −2, à çíà÷èò èìååò
ìåñòî øåñòèñåïàðàòðèñíîå ñåäëî [67]. Èìåííî ïîýòîìó òðè ïðîñòûå òî÷êè
ÿâëÿþòñÿ óçëàìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.4.14) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 126�130.

Ðèñ. 126 Ðèñ. 127

Ðèñ. 128 Ðèñ. 129

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ñèñòåìû, èìåþùåé ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè S�òèïà. Ñ ýòîé öåëüþ



198

Ðèñ. 130

îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìå (ñì.òåîðåìó 2.2.6):




dx

dt
= x[s00 + s20(x

2 + y2) + t00y
2],

dy

dt
= y[s00 + s20(x

2 + y2) + t00x
2], ãäå t00 ∈ R \ {0}.

(2.4.20)

Ñäåëàâ çàìåíó âðåìåíè dτ = t00dt è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ: α = s00/t00,

β = s20t00, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.4.20) â âèäå:




dx

dτ
= x[α + βx2 + (β + 1)y2],

dy

dτ
= y[α + (β + 1)x2 + βy2].

(2.4.21)

Ñèñòåìà (2.4.21) èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè S�òèïà: y = 0, y = x,

y = −x, x = 0.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàçáèåíèÿ ôàçîâîé ïëîñêîñòè íà òðàåêòîðèè, îïðå-
äåëÿåìîãî ñèñòåìîé (2.4.21), äîñòàòî÷íî óçíàòü êîëè÷åñòâî è òèïû îñî-
áûõ òî÷åê íà ïðÿìûõ y = 0 è y = x. Òàê êàê ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé
ñèñòåìû (2.4.21) ìû ñ÷èòàåì íåîäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè òðåòüåé ñòå-
ïåíè, òî α 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (0; 0) � äèêðèòè÷åñêèé óçåë ñèñòåìû
(2.4.21).

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ
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ôàçîâîé ïëîñêîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ñèñòåìîé




du

dt
= u− u3,

dz

dt
= −βz − (β + 1)u2z − αz3,

(2.4.22)

ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê ñèñòåìå (2.4.21) ïðåîáðàçîâàíèÿ
x = 1/z, y = u/z.

Òåîðåìà 2.4.5. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4.21) èìå-
åò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, â òîì ÷èñëå:

a) A(u = z = 0), D(v = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèå ñåäëà (òîïîëîãè-
÷åñêèå óçëû), B(u = 1; z = 0), C(u = −1; z = 0) � ïðîñòûå óçëû, åñëè
β = 0, α > 0(< 0);

b) A(u = z = 0), D(v = z = 0), B(u = 1; z = 0), C(u = −1; z = 0) �
ïðîñòûå óçëû, åñëè −1/2 < β < 0;

c) B(u = 1; z = 0), C(u = −1; z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèå óçëû (òîïî-
ëîãè÷åñêèå ñåäëà), A(u = z = 0), D(v = z = 0) � ïðîñòûå óçëû, åñëè
β = −1/2, α > 0(< 0);

d) A(u = z = 0), D(v = z = 0) � ïðîñòûå óçëû, B(u = 1; z = 0),

C(u = −1; z = 0) � ïðîñòûå ñåäëà, åñëè β < −1/2.

e) A(u = z = 0), D(v = z = 0) � ïðîñòûå ñåäëà, B(u = 1; z = 0),

C(u = −1; z = 0) � ïðîñòûå óçëû, åñëè β > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β = 0. Â ñèñòåìå (2.4.22) äåëàåì çàìåíó
u = z̄, z = ū, ïîëó÷èì





du

dt
= −αu3 − u z2,

dz

dt
= z − z3.

(2.4.23)

Ïðè α > 0(< 0) ïî òåîðåìå 65 [80] (0, 0) � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî
(òîïîëîãè÷åñêèé óçåë), òî åñòü òî÷êè A(u = z = 0) è D(v = z = 0) �
òîïîëîãè÷åñêèå ñåäëà (òîïîëîãè÷åñêèå óçëû).

Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó B(u = 1, z = 0), è ñîõðàíèâ ñòà-
ðûå îáîçíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ u è z, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.4.22)



200

â âèäå:




du

dt
= −2u− 3u2 − u3,

dz

dt
= −(2β + 1)z − 2(β + 1)uz − (β + 1)u2z − αz3.

(2.4.24)

Ïðè β = 0, î÷åâèäíî òî÷êà (0, 0) � ïðîñòîé óçåë ñèñòåìû (2.4.24).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïóíêò a) òåîðåìû äîêàçàí.

Åñëè −1/2 < β < 0, òî, êàê ñëåäóåò èç (2.4.22) è (2.4.24), âñå ÷åòûðå
îñîáûå òî÷êè íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè óçëàìè.

Â ñëó÷àå β = −1/2 ñ ïîìîùüþ çàìåíû âðåìåíè dτ = −2dt è ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ u = z̄, z = ū ñèñòåìó (2.4.24) ïðèâîäèì ê âèäó:





du

dτ
=

1

2
u z +

α

2
u3 +

1

4
u z2,

dz

dτ
= z +

3

2
z2 +

1

2
z3.

(2.4.25)

Ïðè α > 0(< 0) îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë (òîïî-
ëîãè÷åñêîå ñåäëî) ïî òåîðåìå 65 [80]. Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç (2.4.22),
A(u = z = 0) è D(v = z = 0) � ïðîñòûå óçëû.

Åñëè β < −1/2, òî êàê âèäíî èç (2.2.24) B è C � ïðîñòûå ñåäëà, A
è D � ïðîñòûå óçëû. Åñëè β > 0, òî â ñèëó (2.4.22) è (2.4.24) A è D �
ïðîñòûå ñåäëà, B è C � ïðîñòûå óçëû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.4.6. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4.21) èìå-
åò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè:

a) îäíó îñîáóþ òî÷êó (0; 0) � äèêðèòè÷åñêèé óçåë, åñëè
α > 0, β ≥ 0 ∨ α < 0, β ≤ −1/2;

b) ïÿòü îñîáûõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå îäèí äèêðèòè÷åñêèé óçåë è ÷å-
òûðå ñåäëà, åñëè α > 0,−1/2 6 β < 0 ∨ α < 0,−1/2 < β 6 0;

c) äåâÿòü îñîáûõ òî÷åê, â òîì ÷èñëå ïÿòü óçëîâ è ÷åòûðå ñåäëà,
åñëè α < 0, β > 0 ∨ α > 0, β < −1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α > 0, β ≥ 0∨α < 0, β ≤ −1/2, òî íà êàæäîé
èç ïðÿìûõ y = 0 è y = x ðàñïîëîæåíà åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà (0, 0)

� äèêðèòè÷åñêèé óçåë.
Åñëè α > 0,−1/2 ≤ β < 0, òî íà ïðÿìîé y = 0 ñèñòåìà èìååò òðè

îñîáûå òî÷êè, à íà ïðÿìîé y = x � åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó (0, 0).
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Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ α < 0,−1/2 < β ≤ 0 íà ïðÿìîé y = x

ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè, à íà ïðÿìîé y = 0 � åäèíñòâåííóþ
îñîáóþ òî÷êó (0, 0).

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èìååò ïÿòü îñîáûõ òî÷åê, ïðè÷åì (0, 0) �
äèêðèòè÷åñêèé óçåë. Ïî òåîðåìå 2.4.5 ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ â ïóíêòå
b) îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû α è β ñèñòåìà èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-
ðû Ïóàíêàðå ÷åòûðå óçëà, òî åñòü ñóììà èíäåêñîâ ýòèõ îñîáûõ òî÷åê
ðàâíà ÷åòûð¼ì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè â êîíå÷íîé ÷àñòè
ïëîñêîñòè, îòëè÷íûå îò (0, 0) ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé ïóíêòà c). Òîãäà ïî òåî-
ðåìå 2.4.5 ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå îñîáûõ òî÷åê íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå ðàâíà 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè äåâÿòè îñîáûõ òî÷åê â êîíå÷íîé
÷àñòè ïëîñêîñòè (âñå îíè ïðîñòûå) èìååòñÿ ïÿòü óçëîâ è ÷åòûðå ñåäëà.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (2.4.21) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 131-133.

Ðèñ. 131 Ðèñ. 132

Èç èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííîãî íàìè âî âòîðîé ãëàâå, ìîæíî ñäåëàòü
ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ¾îñü ñèììåòðèè N�òèïà¿ è ¾îñü ñèììåòðèè S�
òèïà¿.

2. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó
êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè îñåé
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Ðèñ. 133

ñèììåòðèè êàê N�òèïà, òàê è S�òèïà.
3. Ïîêàçàíî, ÷òî îñü ñèììåòðèè N�òèïà ïåðåñåêàåò òðàåêòîðèè ñèñòå-

ìû ïîä ïðÿìûì óãëîì, à îñü ñèììåòðèè S�òèïà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé
ïðÿìîé.

4. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= Xn(x, y)

dy

dt
= Yn(x, y),

(∗)

ãäåXn è Yn � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, èìååò íå áîëåå n+1 îñåé ñèììåòðèè N�òèïà (S�òèïà),
åñëè Xn è Yn � íåîäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû.

5. Ñèñòåìà (*) ïðè n = 2k, k ∈ N íå èìååò ÷åòíîãî ÷èñëà îñåé ñèììåò-
ðèè N�òèïà (S�òèïà). Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà ìîæåò èìåòü
ëèáî îäíó, ëèáî òðè îñè ñèììåòðèè N�òèïà (S-òèïà), åñëè ïðàâûå ÷àñòè
(*) íå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè.

6. Ñóùåñòâóþò ñèñòåìû âèäà (*) ïðè n = 2k, k ∈ N, èìåþùèå ÷åòíîå
÷èñëî îñåé ñèììåòðèè, îäíà ïîëîâèíà èç êîòîðûõ îñè ñèììåòðèèN�òèïà,
à äðóãàÿ � îñè ñèììåòðèè S�òèïà.

7. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà, ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé êîòîðîé ñî-
äåðæàò õîòÿ áû îäèí íåêâàäðàòè÷íûé ÷ëåí, èìååò íå ìåíåå äâóõ îñåé
ñèììåòðèè, òî îíà íå ìîæåò èìåòü ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
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íà÷àëî êîîðäèíàò è îòëè÷íûõ îò îñåé ñèììåòðèè.
8. Åñëè êóáè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé êîòîðîé ñîäåð-

æàò õîòÿ áû îäèí ìíîãî÷ëåí ðàçìåðíîñòè ìåíüøå òðåõ, èìååò íå ìåíåå
òðåõ îñåé ñèììåòðèè, òî îíà íå ìîæåò èìåòü ïðÿìûõ èçîêëèí, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è îòëè÷íûõ îò îñåé ñèììåòðèè.

9. Åñëè ïîëå íàïðàâëåíèé ñèñòåìû (*) èìååò ìàêñèìàëüíîå (êîíå÷íîå)
÷èñëî îñåé ñèììåòðèè N�òèïà è òàêîå æå ÷èñëî îñåé ñèììåòðèè S�òèïà,
òî Xn è Yn � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû.

10. Åñëè ñèñòåìà (*) ïðè n ≥ 2 èìååò n2 îñîáûõ òî÷åê â îãðàíè÷åííîé
÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, à ïîëå åå íàïðàâëåíèé èìååò n + 1 îñåé ñèì-
ìåòðèè N�òèïà (îñåé ñèììåòðèè S�òèïà íåò) èëè n+ 1 îñåé ñèììåòðèè
S�òèïà (îñåé ñèììåòðèè N�òèïà íåò), òî âñå îñîáûå òî÷êè ýòîé ñèñòå-
ìû ðàñïîëîæåíû íà îñÿõ ñèììåòðèè, ïðè÷åì íà÷àëî êîîðäèíàò � îñîáàÿ
òî÷êà.

11. Åñëè n2 − n îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (*) ðàñïîëîæåíû íà àëãåáðàè-
÷åñêîé êðèâîé n− 1�ãî ïîðÿäêà, òî ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ èçîêëèíîé (*).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè øåñòü îñîáûõ òî÷åê êóáè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæà-
ùåé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, òî ýòà êðèâàÿ � èçîêëèíà ñèñòåìû.

Ñëåäñòâèåì äàííîãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
åñëè n2−n îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (*) ïðèíàäëåæàò êðèâîé n−1 ïîðÿäêà,
òî âñå îñòàëüíûå îñîáûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò îäíîé ïðÿìîé.

12. Ñèñòåìà (*) ïðè n íå÷åòíîì è n ≥ 3 íå ìîæåò èìåòü äâóõ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñåé ñèììåòðèè, îäíà èç êîòîðûõ îñü ñèììåòðèè N�
òèïà, à äðóãàÿ � îñü ñèììåòðèè S�òèïà.

13. Ïîñòðîåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû â êðóãå Ïóàíêàðå êóáè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, èìåþùåé äâå îñè ñèììåòðèè N�òèïà è ñòîëüêî æå îñåé ñèììåòðèè
S�òèïà.

14. Ïîñòðîåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû â êðóãå Ïóàíêàðå êâàäðàòè÷íîé
ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè ó ñèñòåìû:

a) îäíîé îñè ñèììåòðèè N�òèïà,
b) òðåõ îñåé ñèììåòðèè N�òèïà,
c) îäíîé îñè ñèììåòðèè S�òèïà,
d) òðåõ îñåé ñèììåòðèè S�òèïà.
15. Óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
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êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû, èìåþùåé õîòÿ áû îäíó îñü ñèììåòðèè.
16. Ïîñòðîåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû â êðóãå Ïóàíêàðå êóáè÷åñêîé ñè-

ñòåìû, èìåþùåé:
a) òðè îñè ñèììåòðèè N�òèïà,
b) ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè N�òèïà,
c) òðè îñè ñèììåòðèè S�òèïà,
d) ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè S�òèïà.
Ýòà ñèñòåìà íå èìååò òàêæå èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.



205

Ãëàâà 3. Îñîáûå òî÷êè êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ñèñòåìû íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå

Ïðè èññëåäîâàíèè êà÷åñòâåííîé ñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ òðàåêòîðèé àâ-
òîíîìíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû





dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y)

(3.1)

ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñâåäåíèÿ î ïî-
âåäåíèè åå òðàåêòîðèé ïðè íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàþùèõñÿ (ïî ìîäó-
ëþ) çíà÷åíèÿõ x è y, èëè, êàê ãîâîðÿò, ¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿. Çíàíèå ïîâå-
äåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1) â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé
ïëîñêîñòè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì òàêæå ïðè èññëåäîâàíèè (3.1) â
îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè (x, y).

Òàê, íàïðèìåð, ïîâåäåíèå ñåïàðàòðèñ ñåäëà A(− 1
µ ; 0) ñèñòåìû [80]:





dx

dt
= y,

dy

dt
= −x− αy − µx2 − y2, ãäå α > 0, µ > 0,

îäíîçíà÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-
ñèÿ ýòîé ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà è
åãî óñòîé÷èâîñòü äëÿ ñèñòåìû (3.1) óäàåòñÿ áëàãîäàðÿ çíàíèþ ïîâåäåíèÿ
åå òðàåêòîðèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòå-
ìû (3.1) â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè èìååò âåñüìà
áîëüøîå çíà÷åíèå.

Â äàííîé ãëàâå äàí ïîëíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ òðàåêòî-
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ðèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
=

3∑

i+j=0

aijx
iyj ≡ P3(x, y),

dy

dt
=

3∑
i+j=0

bijx
iyj ≡ Q3(x, y),

(3.2)

ãäå
aij, bij ∈ R, (P3, Q3) = 1,

∑
i+j=3

|aij| > 0,
∑
i+j=3

|bij| > 0. (3.3)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïåðå-
íîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â èññëåäóåìóþ îñîáóþ òî÷êó íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå, èìååò íåâûðîæäåííóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü.

Äëÿ èçó÷åíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.2) íà áåñêîíå÷íîñòè óäîáíî
ïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ïóàíêàðå [80]:

x =
1

z
, y =

u

z
(3.4)

è
x =

v

z
, y =

1

z
. (3.5)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå (3.4) ê ñèñòåìå (3.2), ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó:




du

dt
= b30 + (b21 − a30)u+ b20z + (b12 − a21)u

2+

+ (b11 − a20)uz + b10z
2 + (b03 − a12)u

3 + (b02 − a11)u
2z+

+ (b01 − a10)uz
2 + b00z

3 − a03u
4 − a02u

3z − a01u
2z2 − a00uz

3,

dz

dt
= −a30z − a21uz − a20z

2 − a12u
2z − a11uz

2 − a10z
3−

− a03u
3z − a02u

2z2 − a01uz
3 − a00z

4.

(3.6)

Èçâåñòíî, ÷òî âñå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.2),
êðîìå îäíîé (¾êîíöîâ îñè y¿), ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ñèñòå-
ìû (3.6) [80]. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå (3.5) ïðèìåíÿåì ê ñèñòåìå (3.2)
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ëèøü äëÿ óñòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðà òî÷êè ïîêîÿ v = z = 0 ñèñòåìû:




dv

dt
= a03 + (a12 − b03)v + a02z + (a21 − b12)v

2 + (a11 − b02)vz+

+ a01z
2 + (a30 − b21)v

3 + (a20 − b11)v
2z + (a10 − b01)vz

2+

+ a00z
3 − b30v

4 − b20v
3z − b10v

2z2 − b00vz
3,

dz

dt
= −b03z − b12vz − b02z

2 − b21v
2z − b11vz

2 − b01z
3−

− b30v
3z − b20v

2z2 − b10vz
3 − b00z

4.

(3.7)

Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (3.6) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû




z = 0,

f(u) ≡ b30 + (b21 − a30)u+ (b12 − a21)u
2+

+ (b03 − a12)u
3 − a03u

4 = 0.

(3.8)

Áóäåì ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ: a) f(u) 6≡ 0, b) f(u) ≡ 0.

Âïåðâûå ïîïûòêà èñ÷åðïûâàþùåãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû (3.6) â ñëó-
÷àå a) áûëà ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [93]. Îäíàêî åå ðåçóëüòàòû îêàçàëèñü
äàëåêî íåïîëíûìè. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò òîò ôàêò, ÷òî äèôôåðåíöè-
àëüíàÿ ñèñòåìà





dx

dt
= x(x− 1)(ckx+ y + c),

dy

dt
= y(y − 1)[(c− ck + 1)x+ cy − 2c− 1]

(3.9)

ïðè c = −2, k = −1/2 èìååò â áåñêîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè
÷åòûðå òî÷êè ïîêîÿ, â òîì ÷èñëå äâà ïðîñòûõ äèêðèòè÷åñêèõ óçëà, îäíî
ïðîñòîå ñåäëî è ñåäëîóçåë. Âìåñòå ñ òåì â ðàáîòå [93] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
â ñëó÷àå ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (3.2) íà áåñêîíå÷íîñòè
âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.

Â [104, 105] èçó÷àþòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû
(3.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0) � öåíòð, à ïðàâûå ÷àñòè
óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæàò îäíîðîäíûå íåëèíåéíîñòè òîëüêî òðå-
òüåé ñòåïåíè. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò òàêæå ñâèäåòåëüñòâóþò
î íåïîëíîòå èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííîãî â [93]. Ñðåäè ðàáîò, ïîñâÿùåí-
íûõ èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.2) íà áåñêîíå÷íîñòè,
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ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü [106,107]. Çàìåòèì, ÷òî â ñòàòüå [106] óñòàíîâëå-
íû òîïîëîãè÷åñêèå òèïû îñîáîé òî÷êè O(0, 0) ñèñòåìû





dx

dt
= p0x

3 + p1x
2y + p2xy

2 + p3y
3 ≡ X(x, y),

dy

dt
= ax2 + bxy + cy2 ≡ Y (x, y),

(3.10)

ãäå a, b, c, p0, p1, p2, p3 ∈ R, (X, Y ) = 1. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èñ-
ñëåäîâàíèÿ ñëîæíîé îñîáîé òî÷êè, ðàçðàáîòàííûé â [1,108]. Ñòàòüÿ [107]
ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì [106] è ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ
ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.10) â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.

Ê ÷èñëó ðàáîò ïî èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé êóáè÷åñêîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè îòíîñèòñÿ òàêæå ñòàòüÿ [103],
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîòîðîé â ñî÷åòàíèè ñ çàìåòêîé [100] è ñîñòàâëÿþò
ñîäåðæàíèå òðåòüåé ãëàâû.

3.1 Îñîáûå òî÷êè êóáè÷åñêîé ñèñòåìû íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïó-
àíêàðå. Ñëó÷àé, êîãäà ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå ñîñòîèò èç
òðàåêòîðèé ñèñòåìû

Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà f(u) 6≡ 0 îñü z = 0

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé äëÿ ñèñòåì (3.6) è (3.7). Êðîìå òîãî, èç
ñèñòåìû (3.8) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (3.2) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè íå áîëåå
÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê èçó÷åíèþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû îñî-
áûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.2) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå äîêàæåì íåêîòî-
ðûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íå òîëüêî â ðàìêàõ
ýòîé ãëàâû, íî è ïðè èçó÷åíèè áîëåå ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê êóáè÷åñêîé
ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè.

3.1.1 Íåêîòîðûå îáùèå òåîðåìû îá îñîáûõ òî÷êàõ

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó




dx

dt
= Pm(x, y) + ϕ(x, y) ≡ P (x, y),

dy

dt
= Qm(x, y) + ψ(x, y) ≡ Q(x, y),

(3.1.1.1)
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ãäå P è Q � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, (P,Q) = 1, Pm(x, y) è Qm(x, y) �
îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m, m > 1, P 2

m + Q2
m 6≡ 0, ϕ = 0(rm),

ψ = 0(rm), r =
√
x2 + y2.

Äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü îñîáîé òî÷êè (3.1.1.1), íå ÿâëÿþùàÿñÿ
îñîáîé òî÷êîé òèïà ôîêóñà è öåíòðà, ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëëèï-
òè÷åñêèõ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ. Èíäåêñ Ïóàíêà-
ðå îñîáîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ýëëèïòè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê íåé. Âîò ïî÷åìó âàæíî çíàòü ÷èñëî ýëëèïòè-
÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëîæ-
íîé èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.1).

È. Áåíäèêñîí â [109] ïîêàçàë, ÷òî ÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ,
ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå ïîêîÿ (0, 0) ñèñòåìû (3.1.1.1) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

e 6 2m (3.1.1.2)

Ïîçäíåå Â.Â. Ìîðîçîâûì [110] áûëà óòî÷íåíà îöåíêà ÷èñëà ýëëèïòè-
÷åñêèõ ñåêòîðîâ è óñòàíîâëåíî, ÷òî

e 6 2m− 2 (3.1.1.3)

Â ðàáîòå [111] ïðèâîäèòñÿ â êà÷åñòâå ïðèìåðà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñè-
ñòåìà





dx

dt
= (y + x2)(y + 3x2)...(y + (2m− 1)x2),

dy

dt
= xy(y + 2x2)(y + 4x2)...(y + 2(m− 1)x2),

(3.1.1.4)

èìåþùàÿ 2m − 1 ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
(0; 0).

Ñèñòåìà (3.1.1.4) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé âèäà (3.1.1.1), îäíàêî ÷èñëî ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáîé òî÷êå (0, 0) ñèñòåìû (3.1.1.4)
íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (3.1.1.3) íè äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ m.

Ïðèäåðæèâàÿñü òåðìèíîëîãèè [111,112] áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó (3.1.1.1)
Am�ñèñòåìîé. Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå [111] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ Am�ñèñòåìû
(3.1.1.1) âåðíà îöåíêà e 6 2m − 1, è îíà íå óëó÷øàåìà íè äëÿ îäíîãî
çíà÷åíèÿ m.
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Â [112] áûëè íàéäåíû âñå ïàðû ÷èñåë (e, h), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
êëàññàì, ïîðîæäàåìûì Am�ñèñòåìàìè ïðè ôèêñèðîâàííîì m, è â êàæ-
äîì êëàññå óñòàíîâëåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íåóñòîé÷èâîé îñîáîé
òî÷êè ñ ìèíèìàëüíûì äëÿ äàííîãî êëàññà ÷èñëîì ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåê-
òîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå (0, 0). Çäåñü e(h) îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëëèï-
òè÷åñêèõ (ãèïåðáîëè÷åñêèõ) ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå (0, 0).

Íàéäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî Am�ñèñòåìà (3.1.1.1) èìååò
2m − 1 ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ è èíâàðèàíòíóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó ïîêîÿ (0, 0). Èñïîëüçóÿ ýòè óñëîâèÿ, çàòåì äîêàæåì, ÷òî êó-
áè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà íå èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàí-
êàðå ñëîæíîé îñîáîé òî÷êè, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò 2m−1 ýëëèïòè÷åñêèõ
ñåêòîðîâ, òî åñòü âåðíà îöåíêà Â.Â. Ìîðîçîâà (3.1.1.3) ïðè m > 1.

Ëåììà 3.1.1.1 Ïóñòü Q(x, 0) ≡ 0. Åñëè e = 2m− 1 � ÷èñëî ýëëèï-
òè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå ïîêîÿ (0, 0) Am�ñèñòåìû
(3.1.1.1), òî Qm(x, y) ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè [112], âñÿêîå ñâÿçíîå ïîä-
ìíîæåñòâî O�âåòâè êðèâîé (âåòâè êðèâîé, âõîäÿùåé â íà÷àëî êîîðäè-
íàò O(0, 0),) äëÿ êîòîðîãî òî÷êà O(0, 0) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé, áóäåì
íàçûâàòü ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ ýòîé âåòâè. Äëÿ êðàòêîñòè ñóùåñòâåí-
íóþ ÷àñòü O�âåòâè èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè P (x, y) = 0 (èçîêëèíû íóëÿ
Q(x, y) = 0) áóäåì îáîçíà÷àòü O∞(O0).

Ïóñòü x = x(t), y = y(t) � îäíà èç òðàåêòîðèé ýëëèïòè÷åñêîãî ñåê-
òîðà, ïðèìûêàþùåãî ê òî÷êå (0, 0). Òîãäà êàê ïðè t → −∞, òàê è ïðè
t→ +∞, y(t)→ 0, dy/dt→ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ y(t) èìååò, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäèí ýêñòðåìóì è äâå òî÷êè ïåðåãèáà [112]. Ïîýòîìó ñïðà-
âåäëèâî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî êàæäûé ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð, ïðèìû-
êàþùèé ê òî÷êåO(0, 0), ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíóO0�âåòâü è ñóùåñòâåííûå
÷àñòè õîòÿ áû äâóõ O�âåòâåé êðèâîé

Q′x(x, y)P (x, y) +Q′y(x, y)Q(x, y) = 0.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïðÿìàÿ y = 0 � èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ äëÿ ñè-
ñòåìû (3.1.1.1) è e = 2m − 1, òî ê òî÷êå O(0, 0) ïðèìûêàþò íå ìåíåå
2m+ 1 O0�âåòâåé. Èíà÷å ãîâîðÿ, èíäåêñ âåòâëåíèÿ êðèâîé Q(x, y) = 0 â
òî÷êå O(0, 0) íå ìåíüøå 2m+1 [113]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè Qm(x, y) 6≡ 0
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èíäåêñ âåòâëåíèÿ êðèâîé Q(x, y) = 0 â òî÷êå O(0, 0) ïî ëåììå èç ðàáîòû
[111] íå ïðåâîñõîäèò 2m. Ñëåäîâàòåëüíî, Qm(x, y) ≡ 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.1.1.2.Am�ñèñòåìà (3.1.1.1) ïðè óñëîâèè Qm(x, y) ≡ αPm(x, y),
ãäå α ∈ R \ {0}, èìååò íå áîëåå îäíîé èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êó O(0, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Qm(x, y) ≡ αPm(x, y), α ∈ R \ {0}, è ïðè
ýòîì ñèñòåìà èìååò áîëåå îäíîé èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó O(0, 0), èëè ÷òî òî æå ñàìîå, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1.1.1) èìååò áîëåå îäíîé èíòåãðàëüíîé
ïðÿìîé âèäà y = kx.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y = k1x è y = k2x� èíòåãðàëüíûå ïðÿìûå äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ dy/dx = Q(x, y)/P (x, y) ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
ñèñòåìû (3.1.1.1).

Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

(α− k1)Pm(x, y) ≡ k1ϕ(x, y)− ψ(x, y) + (y − k1x)Rm(x, y) (3.1.1.5)

(α− k2)Pm(x, y) ≡ k2ϕ(x, y)− ψ(x, y) + (y − k2x)Sm(x, y) (3.1.1.6)

Çäåñü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé Rm è Sm íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ ðàçìåðíîñòè
ìåíüøåm. Ïîýòîìó èç (3.1.1.5) è (3.1.1.6) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Pm(x, y) 6≡ 0

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî k1 = k2. Ëåììà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= Pm(x, y) + Pm+1(x, y) ≡ Pn(x, y),

dy

dt
= yQm(x, y) ≡ Qn(x, y),

(3.1.1.7)

ãäå Pn è Qn � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n ñ äåéñòâèòåëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè, Pm(x, y) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, íå
ðàâíûé íóëþ òîæäåñòâåííî, Pm+1(x, y)(Qm(x, y)) � ìíîãî÷ëåí, íå ñîäåð-
æàùèé îäíî÷ëåíîâ ðàçìåðíîñòè ìåíüøå m+ 1 (m).

Òåîðåìà 3.1.1.1. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.7) èìååò e = 2m−1 ýëëèïòè-
÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáîé òî÷êå O(0; 0), òî îíà íå èìå-
åò òðàåêòîðèé, âõîäÿùèõ â òî÷êó O(0; 0) â íàïðàâëåíèè ëó÷à θ = θ0,

ãäå 0 < θ0 < π (π < θ0 < 2π), åñëè ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð, ïðèìûêàþ-
ùèé ê òî÷êå O(0; 0), ðàñïîëîæåí â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 (y 6 0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê y = 0 � èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ ñèñòåìû
(3.1.1.7), òî ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð, ïðèìûêàþùèé ê òî÷êå O(0; 0), ðàñ-
ïîëîæåí â îäíîé èç ïîëóïëîñêîñòåé y > 0 è y 6 0.

Â ñèëó ðàáîòû [112] ñèñòåìà (3.1.1.7) èìååò åäèíñòâåííûé ãèïåðáî-
ëè÷åñêèé ñåêòîð, îáîçíà÷èì åãî H. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî
H ðàñïîëîæåí â ïîëóïëîñêîñòè y > 0, è âîïðåêè óòâåðæäåíèþ òåîðåìû
åñòü òðàåêòîðèÿ L, âõîäÿùàÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò O(0, 0) â íàïðàâëå-
íèè ëó÷à θ = θ0, 0 < θ0 < π. Îòíîñèòåëüíî ðàñïîëîæåíèÿ ëó÷à θ = θ0

âîçìîæíû ñëó÷àè: 1) 0 < θ0 <
π
2 ; 2) θ0 = π

2 ; 3) π
2 < θ0 < π.

Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ 1) (â ñëó÷àÿõ 2) è 3) ðàññóæäåíèÿ àíà-
ëîãè÷íû).

Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð H ìîæåò ñîäåðæàòü ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü O-
âåòâè ëó÷à θ = θ0, à ìîæåò è íå ñîäåðæàòü åå. Ïóñòü H íå ñîäåðæèò
ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü O�âåòâè ëó÷à θ = θ0. Ñîâåðøèì â ñèñòåìå (3.1.1.7)
ïðåîáðàçîâàíèå {

x = y − kx,
y = y,

(3.1.1.8)

ãäå k = tgθ0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì




dx

dt
= −kPm(x, y) + Pm+1(x, y) ≡ P n(x, y),

dy

dt
= yQm(x, y) ≡ Qn(x, y).

(3.1.1.9)

Çäåñü

Pm(x, y) = Pm

(
y − x
k

, y

)
, Qm(x, y) = Qm

(
y − x
k

, y

)
,

Pm+1(x, y) = −kPm+1

(
y − x
k

, y

)
+ yQm(x, y).

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.1.1.8) ëó÷ θ0 ïåðåøåë â ëó÷ θ0 = π/2

� ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü y, à òðàåêòîðèÿ L � â òðàåêòîðèþ L. Ïðè
ýòîì ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü O�âåòâè L è ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîðH, â êîòî-
ðûé ïåðåøåë ñåêòîð H, ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò îñè y. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî ëåììå 1 [112] ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð H ñîäåðæèò ñóùåñòâåí-
íóþ ÷àñòüO∞�âåòâè, òî åñòü âåòâè èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè P n(x, y) = 0.



213

Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü O�âåòâè ïîëóïðÿìîé x = 0, y > 0 ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü íåêîòîðîìó ýëëèïòè÷åñêîìó ñåêòîðó E, ïðèìûêàþùåìó
ê òî÷êå (0; 0), à ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñåêòîðó E
ïðèíàäëåæàò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå θ∞�âåòâè.

Òàê êàê èíäåêñ âåòâëåíèÿ êðèâîé P n(x, y) = 0 â òî÷êå (0; 0) íå ïðå-
âîñõîäèò 2m, òî ÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå
(0; 0) íå ïðåâîñõîäèò 2m − 2, à ïî óñëîâèþ e = 2m − 1. Åñëè íè îäèí
ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð íå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü O�âåòâè ïîëó-
ïðÿìîé x = 0, y > 0, òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåêòîðà
H ñèñòåìû (3.1.1.9), ïðèìûêàþùåãî ê òî÷êå O(0; 0) è íåïðåðûâíîñòè ïî-
ëÿ íàïðàâëåíèé ýòîé ñèñòåìû â ïàðàáîëè÷åñêîì ñåêòîðå, ïðèìûêàþùåì
ê ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè y, ñîäåðæèòñÿ O∞�âåòâü.

Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (3.1.1.9) èìååò íå áîëåå 2m−2

ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ. Òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà â ñëó÷àå, êîãäà ãè-
ïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð H íå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü Î-âåòâè ëó÷à
θ = θ0.

Ïóñòü äàëåå H ñîäåðæèò ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü O�âåòâè ëó÷à θ = θ0.

Ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå (3.1.1.8) â ñèñòåìå (3.1.1.7). Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì,
÷òî k = tgθ, 0 < θ < θ0, åñëè ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü O�âåòâè òðàåêòîðèè
L ðàñïîëîæåíà íèæå ëó÷à θ = θ0. Â îñòàëüíîì ïðîâîäèì òå æå ðàññóæ-
äåíèÿ, êîòîðûå ïðîâåäåíû âûøå ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
(3.1.1.8).

Åñëè ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü O�âåòâè òðàåêòîðèè L ðàñïîëîæåíà âûøå
ëó÷à θ = θ0, òî ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð H ðàñïîëîæåí â ïåðâîé ÷åò-
âåðòè è íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ O�âåòâüþ ïîëóîñè x = 0, y > 0. Ïî-
ýòîìó ñîãëàñíî ëåììå 1 [112] ê íà÷àëó êîîðäèíàò O(0; 0) ïðèìûêàþò
ñóùåñòâåííûå ÷àñòè, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóõ O�âåòâåé èçîêëèíû áåñêî-
íå÷íîñòè Pn(x, y) = 0. Ýòî æå îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòî-
ðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáîé òî÷êå O(0; 0) íå ïðåâîñõîäèò 2m− 2. Âíîâü
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.1.1.2. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.7) èìååò e = 2m − 1 ýë-
ëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáîé òî÷êå O(0, 0), òî âñå
òðàåêòîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ êàñàþòñÿ ïðÿìîé y = 0 â òî÷êå
O(0, 0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ãèïåðáîëè-
÷åñêèé ñåêòîð, ïðèìûêàþùèé ê òî÷êå O(0, 0), ðàñïîëîæåí â ïîëóïëîñ-
êîñòè y 6 0. Ïî òåîðåìå 3.1.1.1 íè îäíà âåòâü èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè
íå âõîäèò â îñîáóþ òî÷êó O(0, 0) âäîëü ëó÷à θ = θ0, π < θ0 < 2π.

Ïóñòü ó ñèñòåìû (3.1.1.7) èìååòñÿ òðàåêòîðèÿ L èç ýëëèïòè÷åñêîãî
ñåêòîðà E1, âõîäÿùàÿ â òî÷êó O(0, 0) âäîëü ëó÷à θ = θ1, ãäå 0 < θ1 < π.

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî θ1 = π
2 , ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.1.1.8).
Èç ëåììû 2 è òåîðåìû 3.1.1.1 ñëåäóåò, ÷òî x = 0 � íå èíâàðèàíòíàÿ

ïðÿìàÿ ñèñòåìû (3.1.1.7). Ñëåäîâàòåëüíî Pn(0, y) = f(y), f(y) 6≡ 0, è â
äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O(0, 0) � y = 0 f(y) 6= 0.

Åñëè ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü O�âåòâè ïîëóïðÿìîé x = 0, y > 0, ïðè-
íàäëåæèò íåêîòîðîìó ýëëèïòè÷åñêîìó ñåêòîðó E2, òî, êðîìå O∞�âåòâè,
ïðèíàäëåæàùåé ñåêòîðó E1, ñóùåñòâóþò åùå íå ìåíåå äâóõ O∞�âåòâåé,
êàñàþùèõñÿ ïðÿìîé x = 0 â íà÷àëå êîîðäèíàò [112].

Åñëè íåò ýëëèïòè÷åñêîãî ñåêòîðà, ñîäåðæàùåãî ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü
l O�âåòâè ïîëóïðÿìîé x = 0, y > 0, òî l ñîäåðæèòñÿ â ïàðàáîëè÷åñêîì
ñåêòîðå ïðèìûêàþùèì ê îñîáîé òî÷êå O(0, 0) (åäèíñòâåííûé ãèïåðáîëè-
÷åñêèé ñåêòîð, ïðèìûêàþùèé ê òî÷êå O(0, 0) ðàñïîëîæåí â ïîëóïëîñêî-
ñòè y 6 0). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñèñòåìû íàéäåòñÿ
O∞�âåòâü, ñîäåðæàùàÿñÿ â ïàðàáîëè÷åñêîì ñåêòîðå è êàñàþùàÿñÿ îñè
x = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íå ìåíåå äâóõ O∞�âåòâåé, êàñàþùèõñÿ
ïðÿìîé x = 0 â òî÷êå O(0, 0). Ïóñòü x = α1(y), x = α2(y) � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

Pm(x, y) + Pm+1(x, y) = 0, (3.1.1.10)

ãäå αi(0) = α′i(0) = 0, i = 1, 2.

Òàê êàê α1(y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.1.10), òî
Pm(x, y) + Pm+1(x, y) ≡ Pm(x, y) + Pm+1(x, y)− Pm(α1(y), y)−

−Pm+1(α1(y), y) ≡ (x− α1(y))Pm−1(x, y) + (x− α1(y))Pm(x, y) ≡
≡ (x− α1(y))[Pm−1(x, y) + Pm(x, y)].

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Pm(x, y) + Pm+1(x, y) ≡ (x− α1(y))[Pm−1(x, y) + Pm(x, y)], (3.1.1.11)
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ãäå Pm−1 = 0(rm−1), Pm = 0(rm), r =
√
x2 + y2.

Òàê êàê α2(y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1.1.10), îòëè÷íûì îò
α1(y), òî èç (3.1.1.11) ñëåäóåò, ÷òî α2(y) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ Pm−1(x, y) + Pm(x, y) = 0, è, ïîýòîìó èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
Pm−1(α2(y), y) +Pm(α2(y), y) ≡ 0, èñïîëüçóÿ êîòîðîå, êàê è âûøå, ïîëó-
÷àåì

Pm−1(x, y) + Pm(x, y) ≡ [x− α2(y)][P̃m−2(x, y) + P̃m−1(x, y)]. (3.1.1.12)

Ñ ó÷åòîì (3.1.1.11) è (3.1.1.12) ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3.1.1.7) â âèäå




dx

dt
= (x− α1(y))(x− α2(y))[P̃m−2(x, y) + P̃m−1(x, y)],

dy

dt
= yQm(x, y) ≡ Qn(x, y),

(3.1.1.13)

ãäå P̃m−2 = 0(rm−2), P̃m−1 = 0(rm−1), r =
√
x2 + y2, ïðè÷åì P̃m−2(x, y)

ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí îäíî÷ëåí ñòåïåíèm−2. Èç (3.1.1.13) ñëåäóåò, ÷òî
èíäåêñ âåòâëåíèÿ èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè P̃m−2(x, y) + P̃m−1(x, y) = 0

íå ïðåâîñõîäèò 2m− 4 â òî÷êå O(0, 0). Òàê êàê ýëëèïòè÷åñêèå ñåêòîðû,
ïðèìûêàþùèå ê îñè Oy, ðàñïîëîæåíû â ïîëóïëîñêîñòè y > 0, òî èõ
÷èñëî íå áîëåå äâóõ. Ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îáùåå ÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ
ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå O(0, 0), íå ïðåâîñõîäèò 2m− 2. Íî, ïî
óñëîâèþ e = 2m− 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 3.1.1.1. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.7) èìååò e = 2m− 1 ýëëèï-
òè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå O(0, 0), òî îíà èìååò âèä:





dx

dt
= ym + Pm+1(x, y) ≡ Pn(x, y),

dy

dt
= yQm(x, y) ≡ Qn(x, y).

(3.1.1.14)

Äàëåå ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
=

3∑

i+j=0

aijx
iyj ≡ P3(x, y),

dy

dt
=

3∑
i+j=0

bijx
iyj ≡ Q3(x, y),

(3.1.1.15)
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ãäå
aij, bij ∈ R, (P3, Q3) = 1,

∑

i+j=3

|aij| > 0,
∑

i+j=3

|bij| > 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (3.1.1.15) íå èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè ñëîæíîé
îñîáîé òî÷êè, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò áîëåå ÷åòûðåõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñåê-
òîðîâ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15)
âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ïóàíêàðå x = 1/z, y = u/z:




du

dt
= b30 + (b21 − a30)u+ b20z + (b12 − a21)u

2+

+ (b11 − a20)uz + b10z
2 + (b03 − a12)u

3+

+ (b02 − a11)u
2z + (b01 − a10)uz

2 + b00z
3−

− a03u
4 − a02u

3z − a01u
2z2 − a00uz

3,

dz

dt
= −a30z − a21uz − a20z

2 − a12u
2z − a11uz

2 − a10z
3−

− a03u
3z − a02u

2z2 − a01uz
3 − a00z

4.

(3.1.1.16)

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî èññëåäóåìàÿ ñëîæíàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.16) åñòü A(u = z = 0), òî åñòü b30 = 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

P1(u, z) = (b21 − a30)u+ b20z,

P2(u, z) = (b12 − a21)u
2 + (b11 − a20)uz + b10z

2,

P3(u, z) = (b03 − a12)u
3 + (b02 − a11)u

2z + (b01 − a10)uz
2 + b00z

3,

P4(u, z) = −a03u
4 − a02u

3z − a01u
2z2 − a00uz

3,

Q1(u, z) = −a30z,

Q2(u, z) = −a21uz − a20z
2,

Q3(u, z) = −a12u
2z − a11uz

2 − a10z
3,

Q4(u, z) = −a03u
3z − a02u

2z2 − a01uz
3 − a00z

4.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ñèñòåìó (3.1.1.16) çàïèøåì â âèäå:




du

dt
= P1(u, z) + P2(u, z) + P3(u, z) + P4(u, z) ≡ G(u, z)

dz

dt
= Q1(u, z) +Q2(u, z) +Q3(u, z) +Q4(u, z) ≡ H(u, z).

(3.1.1.17)
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Åñëè A(u = z = 0) � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.17), ïðè-
÷åì P 2

1 (u, z) + Q2
1(u, z) 6≡ 0, òî ê íåé ïðèìûêàåò íå áîëåå îäíîãî ýëëèï-

òè÷åñêîãî ñåêòîðà [80].
Åñëè P 2

1 (u, z) + Q2
1(u, z) ≡ 0, íî P 2

2 (u, z) + Q2
2(u, z) 6≡ 0, òî ñîãëàñíî

ðàáîòå [67] ê îñîáîé òî÷êå A(u = z = 0) ñèñòåìû (3.1.1.17) ïðèìûêàåò
íå áîëåå äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî âåòâè èçîêëèíû
íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè íå êàñàþòñÿ â òî÷êå A(u = z = 0). Ñëåäîâàòåëüíî,
îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ÷èñëå ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêà-
þùèõ ê îñîáîé òî÷êå A(u = z = 0) ñèñòåìû (3.1.1.17) â ñëó÷àå, êîãäà
âåòâè ðàçíîèìåííûõ èçîêëèí êàñàþòñÿ â òî÷êå A(u = z = 0).

Ïóñòü P 2
1 (u, z) + Q2

1(u, z) ≡ 0, P 2
2 (u, z) + Q2

2(u, z) ≡ 0, íî ïðè ýòîì
ê îñîáîé òî÷êå A(u = z = 0) ïðèìûêàþò òðè ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1.1.1 òîãäà ñèñòåìà èìååò âèä:





du

dt
= b10z

2 + P3(u, z) + P4(u, z),

dz

dt
= Q3(u, z) +Q4(u, z), ãäå b10 6= 0.

(3.1.1.18)

Èçìåíèâ ìàñøòàá âðåìåíè ïî ôîðìóëå τ = tb10, ïåðåïèøåì ñèñòåìó
(3.1.1.18) â âèäå:





du

dτ
= z2 +

(b03 − a12)

b10
u3 +

(b02 − a11)

b10
u2z+

+
(b01 − a10)

b10
uz2 +

b00

b10
z3 − a03

b10
u4 − a02

b10
u3z−

− a01

b10
u2z2 − a00

b10
uz3,

dz

dτ
= −a12

b10
u2z − a11

b10
uz2 − a10

b10
z3 − a03

b10
u3z−

− a02

b10
u2z2 − a01

b10
uz3 − a00

b10
z4.

(3.1.1.19)

Òàê êàê ïðÿìîé z = 0 êàñàþòñÿ òðè ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà è äâå
O∞�âåòâè ïðèìûêàþò ê òî÷êå A(u = z = 0), òî ñîãëàñíî [111] ñèñòåìó
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(3.1.1.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:




du

dτ
= (z − α1(u))(z − α2(u))[1 + Φ(u, z)],

dz

dτ
= z

(
−a12

b10
u2 − a11

b10
uz − a10

b10
z2 − a03

b10
u3 − a02

b10
u2z−

− a01

b10
uz2 − a00

b10
z3
)
≡ zR(u, z)).

(3.1.1.20)

ãäå α1(u) è α2(u) � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè u = 0,

αi(0) = ´αi(0) = 0, i = 1, 2, Φ(u, z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, Φ(0, 0) = 0.

Òàê êàê z = α1(u) è z = α2(u) � âåòâè èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè
ñèñòåìû (3.1.1.19),òî ïî íåîáõîäèìîñòè b03 − a12 = 0. Êðîìå ýòîãî, êàæ-
äûé ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð, ïðèìûêàþùèé ê îñîáîé òî÷êå A(u = z = 0),

ñîäåðæèò ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü O�âåòâè èçîêëèíû íóëÿ, êàñàþùåéñÿ ïðÿ-
ìîé z = 0 â òî÷êå A(u = z = 0) [111]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøå-
íèå z = β(u) óðàâíåíèÿ R(u, z) = 0, ãäå β(u) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ,
β(0) = β′(0) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a12 = 0, à çíà÷èò è b03 = 0.

Ó÷èòûâàÿ âèä ñèñòåìû (3.1.1.15), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âòîðîå
óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû â ïðàâîé ÷àñòè íå ñîäåðæèò êóáè÷åñêèõ ÷ëå-
íîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ

∑
i+j=3

|bij| > 0.

Ïóñòü äàëåå P 2
i (u, z)+Q2

i (u, z) ≡ 0, i = 1, 2, íî P 2
3 (u, z)+Q2

3(u, z) 6≡ 0

â ñèñòåìå (3.1.1.17). Ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå
z = 0 � èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ ñèñòåìû (3.1.1.17).

Òîãäà f(u) ≡ (b03 − a12)u
3 − a03u

4 6≡ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè A(u = z = 0) ñèñòåìà (3.1.1.17) èìååò áîëåå ÷åòûðåõ ýëëèï-
òè÷åñêèõ ñåêòîðîâ. Òîãäà èõ ÷èñëî áóäåò ðàâíî ïÿòè [113]. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå òåîðåìó 3.1.1.2 è ñëåäñòâèå 3.1.1.1, ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: a10 = a11 = a12 = a30 = a21 = a20 = 0,

b01 = b02 = b20 = b30 = b21 = b12 = b03 = 0, òî åñòü è â ýòîì ñëó÷àå
íàðóøàåòñÿ óñëîâèå

∑
i+j=3

|bij| > 0.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.1.1.3. Åñëè ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå ñîñòîèò èç òðàåê-

òîðèé ñèñòåìû (3.1.1.15), òî îíà íå èìååò ñëîæíîé îñîáîé òî÷êè, ê
êîòîðîé ïðèìûêàþò òðè èëè ïÿòü ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.1.1.16)
âåðíà îöåíêà (3.1.1.3) ÷èñëà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê
ñëîæíîé îñîáîé òî÷êå, ïîëó÷åííàÿ Â.Â. Ìîðîçîâûì ïðè m > 1.

Çàìå÷àíèå 3.1.1.1. Åñëè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (3.1.1.15) íàðóøàåòñÿ óñëîâèå

∑
i+j=3

|bij| > 0,
∑
i+j=3

|aij| > 0,

òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íà áåñêîíå÷íîñòè ýòà ñèñòåìà ìîæåò èìåòü ñëîæíóþ
îñîáóþ òî÷êó, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò òðè ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Ïðèìåð 35. 



dx

dt
= −2xy − 4y3,

dy

dt
= x+ 3y2.

(3.1.1.21)

Ïðåîáðàçîâàíèå x = 1/z, y = u/z ïåðåâîäèò ñèñòåìó (3.1.1.21) â ñè-
ñòåìó: 




du

dt
= (z + u2)(z + 4u2),

dz

dt
= 2uz(z + 2u2).

(3.1.1.22)

Ñèñòåìà (3.1.1.22) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A(u = z = 0), ê
êîòîðîé ïðèìûêàþò òðè ýëëèïòè÷åñêèõ, ÷åòûðå ïàðàáîëè÷åñêèõ è îäèí
ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîðû.

Â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìà (3.1.1.21) èìååò
òàêæå åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó (0, 0) òèïà òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñ. 134.
Òåîðåìà 3.1.1.4.Èíäåêñ Ïóàíêàðå J îñîáîé òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15)

íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |J | 6 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñ Ïóàíêàðå íåêîòîðîé
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó |J | > 3. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ýòîé îñîáîé òî÷êîé
ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïîêîÿ A(u = z = 0) ñèñòåìû (3.1.1.16). Òîãäà ñîãëàñíî
[80] â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.1.1.16) îòñóòñòâóþò âñå ÷ëåíû
äî òðåòüåãî èçìåðåíèÿ âêëþ÷èòåëüíî, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

a30 = a21 = a12 = a20 = a11 = a10 = 0,
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Ðèñ. 134

b30 = b21 = b12 = b03 = b20 = b11 = b02 = b10 = b01 = b00 = 0.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñè-
ñòåìû (3.1.1.15) îòñóòñòâóþò êóáè÷åñêèå ÷ëåíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðà-
âåíñòâó

∑
i+j=3

|bij| > 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.1.1.3. Ïóñòü e(h) � ÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ (ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ) ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáîé òî÷êå O(0, 0) ñèñòåìû (3.1.1.1).
Òîãäà e+ h 6 2m+ 2.

Â ñàìîì äåëå, èíäåêñ âåòâëåíèÿ [113] êðèâîé

x(Pm(x, y) + ϕ(x, y)) + y(Qm(x, y) + ψ(x, y)) = 0

â òî÷êå O(0, 0) íå ïðåâîñõîäèò 2m+2 [111]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòü
x2 + y2 = ε2 ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ðàäèóñà ε > 0 èìååò ñ òðàåêòîðèÿìè
ñèñòåìû (3.1.1.1) íå áîëåå 2m+2 êîíòàêòîâ. Ïîñêîëüêó òàêàÿ îêðóæíîñòü
èìååò õîòÿ áû îäèí êîíòàêò ñ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (3.1.1.1) â êàæäîì
ãèïåðáîëè÷åñêîì è â êàæäîì ýëëèïòè÷åñêîì ñåêòîðå, òî e+ h 6 2m+ 2.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.1.1.5. Åñëè èíäåêñ Ïóàíêàðå J(0) îñîáîé òî÷êè O(0, 0)

ñèñòåìû (3.1.1.16) ðàâåí m(−m), ãäå m > 1 è, òàêæå e 6 2m − 2, òî
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ê ýòîé òî÷êå ïðèìûêàþò ðîâíî 2m + 2 ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ è
íå ïðèìûêàåò íè îäèí ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð ( ïðèìûêàþò ðîâíî
2m+ 2 ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ è íå ïðèìûêàåò íè îäèí ýëëèïòè÷å-
ñêèé ñåêòîð ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J(0) = m. Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå Áåíäèê-
ñîíà [80]

J = 1 +
e− h

2
. (3.1.1.23)

Èç (3.1.1.23) ïðè J = m ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî e = 2m− 2 + h. Òàê êàê
e 6 2m− 2, òî h = 0, ñëåäîâàòåëüíî, e = 2m− 2.

Ïóñòü äàëåå J(0) = −m. Òîãäà ñ ó÷åòîì (3.1.1.23) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
h = 2m+2+e. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 3.1.1.3, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
h = 2m+ 2, e = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1.1.2. Ïóñòü

4∑

i=1

Pi(u, 0) ≡ 0,
4∑

i=1

Qi(u, 0) ≡ 0.

Åñëè P 2
1 (u, z) + Q2

1(u, z) ≡ 0, P 2
2 (u, z) + Q2

2(u, z) 6≡ 0, J(O) = 2(−2), òî
ê îñîáîé òî÷êå O(0, 0) ñèñòåìû (3.1.1.17) ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ
è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà è íå ïðèìûêàåò íè îäèí ãèïåðáîëè÷åñêèé
ñåêòîð (ïðèìûêàþò øåñòü ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ è íå ïðèìûêàåò íè
îäèí ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð).

Åñëè P 2
i (u, z) +Q2

i (u, z) ≡ 0, i = 1, 2, P 2
3 (u, z) +Q2

3(u, z) 6≡ 0,

J(O) = 3(−3), òî ê îñîáîé òî÷êå O(0, 0) ñèñòåìû (3.1.1.17) ïðèìûêàþò
÷åòûðå ýëëèïòè÷åñêèõ è ÷åòûðå ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, è íå ïðèìûêà-
åò íè îäèí ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð (ïðèìûêàþò âîñåìü ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñåêòîðîâ è íå ïðèìûêàåò íè îäèí ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð).

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåì 3.1.1.3 è
3.1.1.5.

Òåîðåìà 3.1.1.6. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-
ðû Ïóàíêàðå ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó, èíäåêñ Ïóàíêàðå êîòîðîé ðàâåí
−3, òî íåïðåìåííî ýòà ñèñòåìà èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè òðè ïðîñòûõ óçëà, ðàñïîëîæåííûõ ïî îäíîìó íà òðåõ
èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ, è îäèí ïðîñòîé óçåë íà áåñêîíå÷íîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî A(u = z =

0) � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.16), ïðè÷åì J(A) = −3. Òîãäà
ñîãëàñíî [80] â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.1.1.16) îòñóòñòâóþò
âñå ÷ëåíû äî âòîðîãî èçìåðåíèÿ âêëþ÷èòåëüíî, íî ïðè ýòîì èìååòñÿ
õîòÿ áû îäèí êóáè÷åñêèé ÷ëåí. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1.1.2 A(u = z = 0)

ÿâëÿåòñÿ âîñüìèñåïàðàòðèñíûì ñåäëîì.
Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò

âèä:




dx

dt
= a00 + a10x+ a01y + a11xy + a02y

2 + a12xy
2 + a03y

3,

dy

dt
= b00 + b01y + b02y

2 + b03y
3.

(3.1.1.24)

Óðàâíåíèå f(u) = 0 äëÿ ñèñòåìû (3.1.1.24) çàïèøåòñÿ â âèäå:

(b03 − a12 − a03u)u3 = 0. (3.1.1.25)

Êàê âèäíî èç (3.1.1.25) ïðè óñëîâèè f(u) 6≡ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî |b03 − a12|+ |a03| > 0.

Åñëè a03 = 0, òî b03 − a12 6= 0, áîëåå òîãî b03 · a12 6= 0. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè õîòÿ áû îäíîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.1.1.24)
îòñóòñòâóþò êóáè÷åñêèå ÷ëåíû.

Ïðåîáðàçîâàíèå x = v/z, y = 1/z ïåðåâîäèò ñèñòåìó (3.1.1.24) â ñè-
ñòåìó




dv

dt
= (a12 − b03)v + a02z + (a11 − b02)vz + (a10 − b01)vz

2+

+ a01z
2 + a00z

3 − b00vz
3,

dz

dt
= −b03z − b02z

2 − b01z
3 − b00z

4.

(3.1.1.26)

Èç (3.1.1.26) âèäíî, ÷òî D(v = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû
(3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, ïðè÷åì ïðîñòàÿ.

Òàê êàê b03 6= 0, òî óðàâíåíèå

b00 + b01y + b02y
2 + b03y

3 = 0 (3.1.1.27)
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èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëó÷àè: 1) îäíîãî òðåõ-
êðàòíîãî êîðíÿ; 2) îäíîãî ïðîñòîãî è îäíîãî äâóêðàòíîãî êîðíÿ; 3) îäíî-
ãî ïðîñòîãî äåéñòâèòåëüíî è äâóõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé; 4)
òðåõ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1.1.24)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x, íà êàæäîé èíâàðèàíòíîé
ïðÿìîé y = yi, yi � êîðåíü óðàâíåíèÿ (3.1.1.27), ýòà ñèñòåìà èìååò íå áî-
ëåå îäíîé îñîáîé òî÷êè. Ïðè ýòîì ïðîñòîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ (3.1.1.27)
ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà òèïà ñåäëà èëè óçëà, à äâóêðàòíîìó
(òðåõêðàòíîìó) êîðíþ � îñîáàÿ òî÷êà ñ èíäåêñîì Ïóàíêàðå, ðàâíûì 0

(1 èëè −1), ñîãëàñíî ôîðìóëå J = (p− q)/2 [80]. Ïîýòîìó íè â îäíîì
èç ñëó÷àåâ 1)-3) ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå âñåõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû
(3.1.1.24) êàê â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, òàê è íà áåñ-
êîíå÷íîñòè íå ðàâíà 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé
ïëîñêîñòè ñèñòåìà (3.1.1.24) èìååò òðè ïðîñòûõ óçëà è íà ýêâàòîðå ñôå-
ðû Ïóàíêàðå, êðîìå A(u = z = 0) ïðîñòóþ îñîáóþ òî÷êó D(v = z = 0),

ÿâëÿþùóþñÿ óçëîì.
Ñëó÷àé a03 6= 0, b03 − a12 = 0 íåâîçìîæåí, òàê êàê íà áåñêîíå÷íîñòè

ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó A(u = z = 0), èí-
äåêñ êîòîðîé ðàâåí −3. Íî èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ âûøå ñëåäóåò,
÷òî ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå îñîáûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â îãðàíè-
÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ðàâíà −1, èëè 1, èëè 3. Íè â îäíîì
èç ýòèõ ñëó÷àåâ ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå âñåõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû
(3.1.1.15), âêëþ÷àÿ è áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ, íå ðàâíà 1.

Åñëè a03(b03 − a12) 6= 0, òî íà áåñêîíå÷íîñòè, êðîìå A(u = z = 0),

ñèñòåìà (3.1.1.26) èìååò åùå îäíó îñîáóþ òî÷êó B(u = b03−a12

a03
, z = 0),

êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì óçëîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèìåð 36. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= x− y + 2xy2 + y3,

dy

dt
= y − y3.

èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè òðè ïðîñòûõ óçëà: (0, 0),

(0,−1), (0, 1), à íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå � âîñüìèñåïàðàòðèñíîå
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ñåäëî A(u = z = 0) è ïðîñòîé óçåë B(u = −3, z = 0). Ôàçîâûé ïîðòðåò
ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñ. 135.

Ðèñ. 135

Òåîðåìà 3.1.1.7. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó, èíäåêñ Ïóàíêàðå êîòîðîé ðàâåí 3,

òî â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ýòà ñèñòåìà èìååò ëèáî
îäíî ïðîñòîå ñåäëî, ëèáî îäíî ïðîñòîå ñåäëî è äâóêðàòíûé ñåäëîóçåë,
ëèáî òðè ïðîñòûõ ñåäëà, ëèáî îäíî ñëîæíîå òðåõêðàòíîå ñåäëî. Êðîìå
ýòîãî, íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå íàðÿäó ñî ñëîæíîé îñîáîé òî÷êîé
ñèñòåìà èìååò òàêæå ïðîñòóþ îñîáóþ òî÷êó òèïà ñåäëî èëè óçåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A(u = z = 0) � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñè-
ñòåìû (3.1.1.17), èíäåêñ Ïóàíêàðå êîòîðîé ðàâåí 3. Òîãäà ñèñòåìà (3.1.1.15)
èìååò âèä (3.1.1.24). Â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ëþáàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ðàñïîëîæåíà íà èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé y = yi, ãäå yi � êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ (3.1.1.27). Ïðè ýòîì íèêàêèå äâå îñîáûå òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé
èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé. Òàê êàê êàæäàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.24)
ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé (íåîñîáîé) òî÷êîé èçîêëèíû áåñêîíå÷íîñòè, òî
ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü òîëüêî ñåäëîì, à ñëîæ-
íàÿ � ëèáî ñåäëîóçëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì [80].
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Åñëè óðàâíåíèå (3.1.1.27) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, òî îäèí
èç íèõ ïðîñòîé, à äðóãîé - äâóêðàòíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, â îãðàíè÷åííîé
÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìà (3.1.1.24) èìååò îäíî ïðîñòîå ñåäëî
è îäèí äâóêðàòíûé ñåäëîóçåë. Ïðè ýòîì íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå
ñèñòåìà èìååò ïî íåîáõîäèìîñòè, êðîìå A(u = z = 0), îäíî ïðîñòîå
ñåäëî. Åñëè óðàâíåíèå (3.1.1.27) èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíÿ, òî êàæäîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò îäíî ïðîñòîå ñåäëî, à íà áåñ-
êîíå÷íîñòè, êðîìå A(u = z = 0), ñèñòåìà èìååò åùå îäèí ïðîñòîé óçåë.
Åñëè óðàâíåíèå (3.1.1.27) èìååò îäèí äåéñòâèòåëüíûé è äâà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ, òî â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòå-
ìà (3.1.1.24)èìååò ïðîñòîå ñåäëî, à íà áåñêîíå÷íîñòè äâå, â òîì ÷èñëå
A(u = z = 0) è îäíî ïðîñòîå ñåäëî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.1.1.2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû íàìè èñ-
ïîëüçîâàí òî ôàêò, ÷òî ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå âñåõ îñîáûõ òî÷åê ñè-
ñòåìû êàê â êîíå÷íîé, òàê è â áåñêîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè
ðàâíà 1 [94].

Ïðèìåð 37.




dx

dt
= −x+ y + xy + y2 + 2xy2,

dy

dt
= y + y2 + y3.

Åäèíñòâåííàÿ êîíå÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû � ïðîñòîå ñåäëî (0; 0),

à íà áåñêîíå÷íîñòè � îñîáàÿ òî÷êà A(u = z = 0), ê êîòîðîé ïðèìûêàþò
÷åòûðå ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà è ïðîñòîå ñåäëî D(v = z = 0).

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû â êðóãå Ïóàíêàðå èçîáðàæåíî íà ðèñ.
136.

Ïðèìåð 38. Â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìà




dx

dt
= −x− 2y + xy + 4xy2,

dy

dt
= y − y3

èìååò òðè ïðîñòûõ ñåäëà: (0, 0), (−1,−1), (1/2, 1), à íà áåñêîíå÷íîñòè �
îñîáóþ òî÷êó A(u = z = 0) ñ ÷åòûðüìÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ñåêòîðàìè è
ïðîñòîé óçåë D(v = z = 0).
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Ðèñ. 136 Ðèñ. 137

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû â êðóãå Ïóàíêàðå èçîáðàæåíî íà ðèñ.
137.

Ïðèìåð 39. Â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè åäèíñòâåííàÿ
îñîáàÿ òî÷êà (0; 0) ñèñòåìû





dx

dt
= −x+ xy + 2xy2,

dy

dt
= y3.

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì.
Íà áåñêîíå÷íîñòè íàðÿäó ñ îñîáîé òî÷êîé A(u = z = 0), ê êîòîðîé

ïðèìûêàþò ÷åòûðå ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðà, ñèñòåìà èìååò îäíî ïðîñòîå
ñåäëî D(v = z = 0).

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñ. 138
Èç òåîðåì 3.1.1.6 è 3.1.1.7 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 3.1.1.3. Ïóñòü íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, ñîñòîÿùåì

èç òðàåêòîðèé êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (3.1.1.15), ðàñ-
ïîëîæåíà ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñ èíäåêñîì Ïóàíêàðå, ðàâíûì 3. Òîãäà
ýòà ñèñòåìà íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå èìååò åùå îäíó ïðîñòóþ îñîáóþ
òî÷êó òàê, ÷òî ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ
òî÷åê ðàâíà ëèáî −2, ëèáî 2, ëèáî 4.

Ïóñòü ê îñîáîé òî÷êå O(0; 0) ñèñòåìû (3.1.1.1) ïðèìûêàþò ïîëîæè-
òåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ L+

1 è îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ L−1 , C �
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Ðèñ. 138

îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå O, M+
1 =

L+
1
⋂
C, M−

2 = L−2
⋂
C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g � êðèâîëèíåéíûé ñåêòîð, â

ãðàíèöó êîòîðîãî âõîäÿò ÷àñòè OM+
1 è OM−

2 ïîëóòðàåêòîðèé L+
1 è L−2

ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êà O è äóãà M+
1 M

−
2 îêðóæíîñòè C.

Ëåììà 3.1.1.4. Åñëè m � ÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, à n �
÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ â êðèâîëèíåéíîì ñåê-
òîðå, òî m+ n � íå÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 60 [80] è ñëåäñòâèþ èç ëåììû 5
[80, c. 326] â ñåêòîðå g èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ãèïåðáîëè÷åñêèé èëè õîòÿ
áû îäèí ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð.

Ïî ëåììå 2 [80, c. 326] äâà ñìåæíûõ ñåêòîðà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåê-
òîðîì, ïðèìûêàþùèì ê òî÷êå O(0, 0), ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè. Ïðè
ýòîì îäèí èç íèõ ω�ïàðàáîëè÷åñêèé, à äðóãîé � α�ïàðàáîëè÷åñêèé ñåê-
òîð. Ïîýòîìó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëëèïòè÷åñêîìó ñåêòîðó
gi òðîéêó ñèìâîëîâ +, gi,− (−, gi,+), åñëè ïðè ïîëîæèòåëüíîì îáõîäå
ãðàíèöû êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà g ìû ïåðåõîäèì ÷åðåç ñåêòîð gi â íà-
ïðàâëåíèè îò ω�ïàðàáîëè÷åñêîãî ñåêòîðà ê α�ïàðàáîëè÷åñêîìó ñåêòîðó
(îò α�ïàðàáîëè÷åñêîãî ñåêòîðà ê ω�ïàðàáîëè÷åñêîìó ñåêòîðó).

Àíàëîãè÷íî, êàæäîìó ãèïåðáîëè÷åñêîìó ñåêòîðó gi áóäåì ñòàâèòü
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â ñîîòâåòñòâèå òðîéêó ñèìâîëîâ +, gi,− (−, gi,+), åñëè ïðè ïîëîæè-
òåëüíîì îáõîäå ãðàíèöû êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà g ìû ïåðåõîäèì ÷å-
ðåç ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð gi â íàïðàâëåíèè îò ω�ñåïàðàòðèñû ê α�
ñåïàðàòðèñå (îò α�ñåïàðàòðèñû ê ω�ñåïàðàòðèñå).

Ïóñòü m+n � ÷åòíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ãèïåðáîëè÷åñêèå è ýëëèïòè-
÷åñêèå ñåêòîðû, ðàñïîëîæåííûå â êðèâîëèíåéíîì ñåêòîðå g (íå ðàçëè÷àÿ
èõ) ÷åðåç g1, g2, ..., gm+n, ïðè÷åì ïåðåõîä îò gk ê gk+1, 1 6 k 6 m+n− 1,

îñóùåñòâëÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè ïîëîæèòåëüíîãî îáõîäà ãðàíèöû êðèâî-
ëèíåéíîãî ñåêòîðà g. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ
+, g1,−, g2,+, ...,+, gm+n−1,−, gm+n,+, êîòîðàÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì,
÷òî ëèáî gm+n � ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð, ïåðåõîä ÷åðåç êîòîðûé îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè îò α�ïàðàáîëè÷åñêîãî ê ω�ïàðàáîëè÷åñêîìó
ñåêòîðó, ëèáî gm+n�ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð, ïåðåõîä ÷åðåç êîòîðûé îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè îò α�ñåïàðàòðèñû ê ω�ñåïàðàòðèñå. Â òîì
è äðóãîì ñëó÷àå ñîãëàñíî òåîðåìå 60 [80] è ñëåäñòâèþ èç ëåììû 5 [80,
c. 326] ìåæäó ñåêòîðîì gm+n è òðàåêòîðèåé L−2 èìååòñÿ åùå õîòÿ áû
îäèí ýëëèïòè÷åñêèé èëè õîòÿ áû îäèí ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð. Ïðèøëè
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü ê îñîáîé òî÷êå O(0, 0) ñèñòåìû (3.1.1.1) ïðèìûêàþò ïîëóòðà-
åêòîðèè L+

1 è L+
2 (èëè L−1 è L−2 ). Êàê è âûøå, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

êðèâîëèíåéíûé ñåêòîð σ, â ãðàíèöó êîòîðîãî âõîäÿò ÷àñòè OM+
1 è OM+

2

ïîëóòðàåêòîðèé L+
1 è L+

2 (èëè ÷àñòè OM−
1 è OM−

2 ïîëóòðàåêòîðèé L−1
è L−2 ), òî÷êà O è äóãà M+

1 M
+
2 (èëè M−

1 M
−
2 ) îêðóæíîñòè C.

Ëåììà 3.1.1.5. Â êðèâîëèíåéíîì ñåêòîðå σ ëèáî íåò íè îäíîãî
ýëëèïòè÷åñêîãî è íè îäíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåêòîðà, òî åñòü σ �
ïàðàáîëè÷åñêèé ñåêòîð, ëèáî ÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñåêòîðîâ, âìåñòå âçÿòûõ, ðàñïîëîæåííûõ â êðèâîëèíåéíîì ñåêòîðå σ,
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî îïóñêàåì ââèäó òîãî, ÷òî îíî òàêîå æå, êàê è äîêà-
çàòåëüñòâî ïðåäûäóùåé ëåììû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãëàäêàÿ êðèâàÿ

F (x, y) = 0 (3.1.1.28)

èìååò êîíòàêò â òî÷êå K(x, y) ñ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
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íûõ óðàâíåíèé 



dx

dt
= Pn(x, y),

dy

dt
= Qn(x, y),

(3.1.1.29)

ãäå Pn(x, y) è Qn(x, y) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n íàä
ïîëåì R, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Qn(x, y)

Pn(x, y)
= −F

′
x(x, y)

F ′y(x, y)
. (3.1.1.30)

Ïðè ýòîì òî÷êó K(x, y) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî êîíòàêòîì íà êðèâîé
(3.1.1.28).

Ëåììà 3.1.1.6. Ïóñòü óðàâíåíèå (3.1.1.28) çàäàåò àëãåáðàè÷åñêóþ
êðèâóþ k�ãî ïîðÿäêà (k > 1), à n > 2. Òîãäà ñóììà ÷èñëà êîíòàêòîâ è
÷èñëà îñîáûõ òî÷åê íà êðèâîé (3.1.1.28), íå ÿâëÿþùåéñÿ èíâàðèàíòíîé
äëÿ ñèñòåìû (3.1.1.29), íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà k(k + n− 1).

Â ñàìîì äåëå, èç (3.1.1.30)ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

F ′x(x, y)Pn(x, y) + F ′y(x, y)Qn(x, y) = 0 (3.1.1.31)

Òàê êàê êðèâàÿ (3.1.1.28) íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ ñèñòåìû (3.1.1.29),
òî óðàâíåíèå (3.1.1.31) íå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî îòíîñèòåëüíî x è
y, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì (k+n−1)�ãî ïîðÿäêà.
Ïîýòîìó êðèâàÿ (3.1.1.28) èìååò ñ êðèâîé (3.1.1.31) íå áîëåå k(k+n− 1)

îáùèõ òî÷åê, â ÷èñëå êîòîðûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü è îñîáûå òî÷êè
ñèñòåìû (3.1.1.29).

Òåîðåìà 3.1.1.8. Ïóñòü A(u = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû
(3.1.1.17), èíäåêñ Ïóàíêàðå J(A) êîòîðûé ðàâåí −2, ïðè÷åì âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ:

P 2
1 (u, z) +Q2

1(u, z) ≡ 0, P 2
2 (u, z) +Q2

2(u, z) 6≡ 0,

4∑
i=2

Pi(u, 0) 6≡ 0,
4∑
i=2

Qi(u, 0) ≡ 0.

Òîãäà ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå âñåõ îñòàëüíûõ (îòëè÷íûõ îò A) áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15) íå ìåíüøå íóëÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê P 2
1 (u, z) + Q2

1(u, z) ≡ 0, òî â ñèñòåìå
(3.1.1.17) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû:

b20 = 0, a30 = 0, b21 = 0, (3.1.1.32)

à óðàâíåíèå f(u) = 0 äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû ui îñîáîé òî÷êè ñè-
ñòåìû (3.1.1.17) èìååò âèä:

(b12 − a21 + (b03 − a12)u− a03u
2)u2 = 0. (3.1.1.33)

Èç (3.1.1.33) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (3.1.1.15) ìîæåò èìåòü íà áåñêîíå÷íî-
ñòè íå áîëåå òðåõ îñîáûõ òî÷åê.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ 1) ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè
òîëüêî äâå îñîáûå òî÷êè; 2) ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè
òðè îñîáûå òî÷êè.

Â ñëó÷àå 1), íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî âòîðîé îñîáîé òî÷-
êîé ÿâëÿåòñÿ B(u = 1, z = 0). Òîãäà a03 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè îñîáûå òî÷êè. Â ñàìîì
äåëå, âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = v/z, y = 1/z [80] ïåðåâîäèò
ñèñòåìó (3.1.1.15) â ñèñòåìó:




dv

dt
= (a12 − b03)v + a02z + (a21 − b12)v

2 + (a11 − b02)vz+

+ (a30 − b21)v
3 + (a20 − b11)v

2z + (a10 − b01)vz
2+

+ a00z
3 + a01z

2 − b30v
4 − b20v

3z − b10v
2z2−

− b00vz
3 + a03,

dz

dt
= −b03z − b12vz − b02z

2 − b21v
2z − b11vz

2 − b01z
3−

− b30v
3z − b20v

2z2 − b10vz
3 − b00z

4.

(3.1.1.34)

Èç (3.1.1.34) âèäíî, ÷òî ïðè a03 = 0D(v = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû
(3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè. Òî÷êà B ìîæåò áûòü ïðîñòîé, à ìîæåò áûòü
ñëîæíîé îñîáîé òî÷êîé. Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ:

1 à) u = 1 � ïðîñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (3.1.1.33);
1 b) u = 1 � äâóêðàòíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (3.1.1.33).

Â ñëó÷àå 1 à) b12 − a21 = 0, b03 − a12 = a03. Ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

G′u(1, 0) = −a03, G
′
z(1, 0) = b11 − a20 + b02 − a11 − a02,

H ′u(1, 0) = 0, H ′z(1, 0) = −a21 − a12 − a03.
(3.1.1.35)
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Èç (3.1.1.35) ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îñîáîé òî÷êè
B(u = 1, z = 0) åñòü λ1 = −a03, λ2 = −a21 − a12 − a03. Åñëè λ1 · λ2 > 0,

òî B(u = 1, z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî ñèñòåìû (3.1.1.17), ê êîòîðîìó ïðè-
ìûêàþò, êàê èçâåñòíî [80], ÷åòûðå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû J(A) = −2, è ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1.1.2 ê îñî-
áîé òî÷êå A(u = z = 0) ïðèìûêàþò øåñòü ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ è
íå ïðèìûêàåò íè îäèí ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîð.

Òàê êàê G(u, 0) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó A(u = z = 0) ìåíÿåò ñâîé
çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî ïðè a03 > 0(a03 < 0) ê òî÷êå A âäîëü
ýêâàòîðà z = 0 ñòðåìÿòñÿ äâå ïîëóòðàåêòîðèè ïðè t→ +∞ (t→ −∞).

Ïî ëåììå 3.1.1.5 â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè A(u = z = 0)

â êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé z > 0 è z < 0 èìååòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, òî åñòü õîòÿ áû â îäíîé èç ýòèõ ïîëóïëîñêîñòåé
ìû èìååì íå ìåíåå ÷åòûðåõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê
òî÷êå A(u = z = 0).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî íå ìåíåå ÷åòûðåõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñåêòîðîâ ðàñïîëîæåíû â ïîëóïëîñêîñòè z > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ
x = a, ãäå a > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî ñåïàðàòðèñû
îñîáûõ òî÷åê A è B ïåðåñåêàþòñÿ ñ ýòîé ïðÿìîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ x = a èìååò ñ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (3.1.1.15)
íå ìåíåå ÷åòûðåõ êîíòàêòîâ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.1.1.6. (Íà ðèñ. 139
èçîáðàæåí ñëó÷àé, êîãäà â ïîëóïëîñêîñòè z > 0 ðàñïîëîæåíû ÷åòû-
ðå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà èç øåñòè, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáîé òî÷êå
A(u = z = 0), ïðè÷åì a03 > 0).

Ïóñòü B(u = 1, z = 0) � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.17).
Òàê êàê G′u = −a03 6= 0, òî ñîãëàñíî [80] òî÷êà B ìîæåò áûòü ëèáî
ñåäëîóçëîì J(B) = 0, ëèáî óçëîì J(B) = 1, ëèáî ñåäëîì J(B) = −1.

Åñëè èíäåêñ îñîáîé òî÷êè B ðàâåí 0 èëè 1, òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà.
Åñëè J(B) = −1, òî ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû, êàê è âûøå. Òàêèì

îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà â ñëó÷àå 1 à).
Ïóñòü äàëåå èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1 b). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ íà

êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (3.1.1.17):

b03 − a12 = 2a03, b12 − a21 = −a03 (3.1.1.36)
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Ðèñ. 139

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ ó÷åòîì (3.1.1.36)

G′u(1, 0) = 0, H ′z(1, 0) = −a03 − a21 − a12,

G′z(1, 0) = b11 − a20 + b02 − a11 − a02, H
′
u(1, 0) = 0

(3.1.1.37)

Èç (3.1.1.37) ñëåäóåò, ÷òî B(u = 1, z = 0) � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Åñëè
|H ′z(1, 0)|+ |G′z(1, 0)| > 0, òî J(B) = 0, ëèáî J(B) = 1, ëèáî J(B) = −1.

Ýòîò ñëó÷àé òàêæå ðàññìîòðåí.
Ïóñòü H ′z(1, 0) = G′z(1, 0) = 0. Òàê êàê G′′u2(1, 0) = −2a03 6= 0, òî

ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé èç
(3.1.1.17) ïîñëå ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó B(u = 1, z = 0),

ñîäåðæàò êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, |J(B)| 6 2 [80]. Ïîêà-
æåì, ÷òî ñëó÷àé J(B) = −1 íåâîçìîæåí, òîãäà òåì áîëåå íåâîçìîæåí è
ñëó÷àé J(B) = −2, òàê êàê ïðè J(B) = −2 ê òî÷êå B ïðèìûêàþò øåñòü
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ.

Èòàê, åñëè J(B) = −1, òî ïî ôîðìóëå Áåíäèêñîíà [80] J = 1 + e−h
2

ïîëó÷àåì, ÷òî h = 4 + e, ãäå h � ÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, e �
÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå B.

Òàê êàê ÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ íå ìåíüøå ÷åòûðåõ, òî h
è e � ÷èñëà îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, òî îáùåå ÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ è
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ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå Â íå ìåíåå øåñòè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â îäíîé èç ïîëóïëîñêîñòåé z > 0 è z < ñóììà ÷èñëà ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ è ÷èñëà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ íå ìåíüøå ÷åòûðåõ.

Äàëåå ðàññóæäàåì òàê æå êàê è â ñëó÷àå 1 à). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé
2) òðåõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì,
íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî îñîáûìè òî÷êàìè, îòëè÷íûìè îò
A(u = z = 0), ÿâëÿþòñÿ òî÷êè B(1, 0), D(v = z = 0). Òîãäà a03 = 0,

a21−b12 = b03−a12 6= 0. Òàê êàê G′u(1, 0) = b03−a12, H
′
z(1, 0) = −a21−a12,

òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îñîáîé òî÷êè Â áóäóò: λ1(B) = b03 − a12,

λ2(B) = −a21 − a12. Êàê ñëåäóåò èç ñèñòåìû (3.1.1.34), õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå ÷èñëà îñîáîé òî÷êè D(v = z = 0) áóäóò λ1(D) = a12 − b03,

λ2(D) = −b03.

Òàê êàê G(u, 0) = (b12 − a21)u
2 + (b03 − a12)u

3, òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
òî÷êó A(u = z = 0) çíàê du/dt íå ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíà ïî-
ëóòðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ïðè t→ +∞ ê òî÷êå A âäîëü ýêâàòîðà z = 0, à
äðóãàÿ � ïðè t → −∞, è ïî ëåììå 3.1.1.4 â êàæäîé èç ïîëóïëîñêîñòåé
z > 0 è z < 0 â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè A ðàñïîëîæåíû
ïî òðè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà. Â ñèëó òîãî, ÷òî îäíî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå ÷èñëî êàæäîé èç îñîáûõ òî÷åê B è D îòëè÷íî îò íóëÿ, òî J(B),

J(D) ∈ {0, 1,−1}. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àè: J(B) + J(D) = −1 èëè
J(B) + J(D) = −2.

Ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà J(B) + J(D) = −1, îäíà èç îñîáûõ òî÷åê
B è D � ñåäëîóçåë, à äðóãàÿ � ñåäëî. Çäåñü âîçìîæíû äâà ïðåäïîëîæå-
íèÿ: c) D � ñåäëîóçåë, B � ñåäëî d) D � ñåäëî, B � ñåäëîóçåë.

Ïóñòü èìååò ìåñòî ñ). Òàê êàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó D dv/dt

ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî ê òî÷êå D âäîëü ýêâàòîðà z = 0

ñòðåìèòñÿ îäíà ïîëóòðàåêòîðèÿ ïðè t → +∞, à äðóãàÿ ïðè t → −∞.
Ïî ëåììå 3.1.1.5 äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáîé
òî÷êå D, ðàñïîëîæåíû â ïîëóïëîñêîñòè z > 0 (z < 0), à ïàðàáîëè÷åñêèé
ñåêòîð � â ïîëóïëîñêîñòè z < 0 (z > 0). Îáðàòèìñÿ ê ðèñ. 140.

Ðèñ. 140 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ b12 − a21 > 0. Ïðÿìàÿ y = x − b, ãäå
b > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî îíà ïåðåñåêàåò òðè ñå-
ïàðàòðèñû, ïðèìûêàþùèå ê òî÷êå A(u = z = 0) è îäíó ñåïàðàòðèñó,
ïðèìûêàþùóþ ê ñåäëîóçëó D. Ïðÿìàÿ y = x − b, òàêèì îáðàçîì, èìå-
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Ðèñ. 140

åò íå ìåíåå ÷åòûðåõ êîíòàêòîâ ñ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (3.1.1.15), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 3.1.1.6.

Åñëè ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåêòîðû áóäóò ïðèìûêàòü ê òî÷êå D(v = z =

0), íàõîäÿñü â ïîëóïëîñêîñòè z > 0, òî âìåñòî ïðÿìîé y = x − b, áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïðÿìóþ y = x+ b, ãäå b > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.
Â ñëó÷àå, êîãäà D � ñåäëîóçåë, B � ñåäëî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû óñòàíîâëåíà.

Åñëè D � ñåäëî, B � ñåäëîóçåë è ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåêòîðû, ïðèìû-
êàþùèå ê B, ðàñïîëîæåíû â ïîëóïëîñêîñòè z > 0 (ðèñ. 141), ðàññìîòðèì
ïðÿìóþ x = a, ãäå a > 0, a � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Ïðÿìàÿ x = a èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ êîíòàêòîâ ñ òðàåêòîðèÿìè
ñèñòåìû 3.1.1.5). Åñëè ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåêòîðû, ïðèìûêàþùèå ê òî÷êå
B(u = 1, z = 0), ðàñïîëîæåíû â ïîëóïëîñêîñòè z < 0, òî ðàññìàòðèâà-
åì ïðÿìóþ x = −a, ãäå a > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Òåîðåìà
äîêàçàíà â ñëó÷àå êîãäà J(D) + J(B) = −1.

Åñëè ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå îñîáûõ òî÷åê B è D áóäåò ðàâíà −2,

òî B è D � ñåäëà, ê êîòîðûì ïðèìûêàþò ïî ÷åòûðå ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ñåäëà. Ïîýòîìó, òåì áîëåå, íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ x = a, ãäå a äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, èìåþùàÿ íå ìåíåå ÷åòûðåõ êîíòàêòîâ ñ
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òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (3.1.1.15). Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.
Òåîðåìà 3.1.1.9. Ïóñòü A(u = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû

(3.1.1.17), J(A) = 2 è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

P 2
1 (u, z) +Q2

1(u, z) ≡ 0, P 2
2 (u, z) +Q2

2(u, z) 6≡ 0,

4∑
i=2

Pi(u, 0) 6≡ 0,
4∑
i=2

Qi(u, 0) ≡ 0.

Òîãäà ñóììà èíäåêñîâ Ïóàíêàðå áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê ñè-
ñòåìû (3.1.1.15) ðàâíà ëèáî 0, ëèáî 1, ëèáî 2, ëèáî 3, ëèáî 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû â ñëó-
÷àå äâóõ îñîáûõ òî÷åê A(u = z = 0) è B(u = 1, z = 0) áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî Â ìîæåò áûòü ïðîñòûì ñåäëîì, ïðîñòûì óçëîì, ñëîæíûì óçëîì èëè
ñåäëîì (âî âñåõ ñëó÷àÿõ |J(B)| = 1), èëè ñåäëîóçëîì (J(B) = 0) èëè
ñëîæíîé îñîáîé òî÷êîé, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ ñåê-
òîðà (J(B) = 2) èëè øåñòü ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ (J(B) = −2).

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóììà Σ èíäåêñîâ Ïóàíêàðå áåñêîíå÷íî
óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Σ ∈
{0, 1, 2, 3, 4}. Åñëè, êðîìå A íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò
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åùå äâå îñîáûå òî÷êè B(u = 1, z = 0), D(v = z = 0), òî |J(B)| 6 1,
|J(D)| 6 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Σ ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç òåîðåì 3.1.1.6-3.1.1.9 ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.1.1.10. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1.1.17) èìååò õîòÿ áû îäíó

îñîáóþ òî÷êó (u = u0, z = 0), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì: G′u(u0, 0) =

G′z(u0, 0) = H ′u(u0, 0) = H ′z(u0, 0) = 0, è, êðîìå ýòîãî, H(u, 0) ≡ 0,
G(u, 0) 6≡ 0. Òîãäà ñóììà

∑
èíäåêñîâ Ïóàíêàðå îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû

(3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ −2 6
∑
6 4.

3.1.2 Ðàñïðåäåëåíèå îñîáûõ òî÷åê êóáè÷åñêîé ñèñòåìû íà ýê-
âàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Ñëó÷àé òðåõ îñîáûõ òî÷åê, èí-
äåêñ Ïóàíêàðå îäíîé èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
|J | = 2

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìà (3.1.1.15) íà
áåñêîíå÷íîñòè èìååò íå áîëåå òðåõ îñîáûõ òî÷åê, åñëè äëÿ îäíîé îñîáîé
òî÷êè èíäåêñ Ïóàíêàðå ðàâåí 2 èëè −2.

Ïóñòü A(u = z = 0) � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.17) è
J(A) = −2.

Òåîðåìà 3.1.2.1.Äëÿ äâóõ ïðîñòûõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15)
íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, îòëè÷íûõ îò A(u = z = 0) âîçìîæíû
òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ: à) óçåë è ñåäëî; b) äâà óç-
ëà.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.1.10.
Ïðèìåð 40. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= −4− 4x2y − 5xy2,

dy

dt
= 7x+ 7y − 7xy2 − 7y3

èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè òðè ïðîñòûõ ôîêóñà:
(0, 0), (2,−2), (−2, 2), à íà áåñêîíå÷íîñòè � øåñòèñåïàðàòðèñíîå ñåäëî
B(u = −3

2 , z = 0). Ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû èçîáðàæåíî
íà ðèñ. 142.
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Ïðèìåð 41. 



dx

dt
= −4y − 6x2y − 5xy2,

dy

dt
= 7x+ 7y − 7xy2 − 7y3.

Òî÷êà (0; 0) � åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû â îãðàíè÷åííîé ÷à-
ñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, è îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ôîêóñîì. Áåñêîíå÷-
íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ øåñòèñåïàðàòðèñíîå ñåäëî
A(u = z = 0) è äâà ïðîñòûõ óçëà D(v = z = 0) è B(u = −1/2, z = 0).

Ðàçáèåíèå êðóãà Ïóàíêàðå íà òðàåêòîðèè äëÿ ñèñòåìû èçîáðàæåíî íà
ðèñ. 143.

Òåîðåìà 3.1.2.2.Ïóñòü ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè
òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå äâå ñëîæíûå. Åñëè îäíà èç ñëîæíûõ
îñîáûõ òî÷åê èìååò èíäåêñ Ïóàíêàðå J = −2, òî äëÿ äâóõ äðóãèõ îñî-
áûõ òî÷åê âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè ðàñïðåäåëåíèÿ: 1) òî-
ïîëîãè÷åñêèé óçåë è ïðîñòîé óçåë; 2) òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî è ïðîñòîé
óçåë; 3) ñåäëîóçåë è ïðîñòîé óçåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî A(u = z =

0), B(u = 1, z = 0) è D(v = z = 0) � èññëåäóåìûå îñîáûå òî÷êè, è
J(A) = −2.Ïîýòîìó äëÿ ñèñòåìû (3.1.1.17) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå P 2

1 (u, z)+
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Q2
1(u, z) ≡ 0, P 2

2 (u, z) +Q2
2(u, z) 6≡ 0, êðîìå ýòîãî,

a03 = a30 = b30 = b21 = b20 = 0, b12 − a21 + b03 − a12 = 0 (3.1.2.1)

Òî÷êà A(u = z = 0) ÿâëÿåòñÿ øåñòèñåïàðàòðèñíûì ñåäëîì â ñèëó
ñëåäñòâèÿ 3.1.1.2.

Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò ñèñòåìû (3.1.1.17) â òî÷êó B :





du

dt
= (b03 − a12)u+ (b11 − a20 + b02 − a11 − a02)z+

+ 2(b03 − a12)u
2 + (b11 − a20 + 2b02 − 2a11 − 3a02)uz+

+ (b10 + b01 − a10 − a01)z
2 + (b03 − a12)u

3+

+ (b02 − a11 − 3a02)u
2z + (b01 − a10 − 2a01)uz

2+

+ (b00 − a00)z
3 − a02u

3z − a01u
2z2 − a00uz

3,

dz

dt
= −(a21 + a12)z − (a21 + 2a12)uz − (a20 + a11 + a02)z

2−
− a12u

2z − (a11 + 2a02)uz
2 − (a10 + a01)z

3 − a02u
2z2−

− a01uz
3 − a00z

4.

(3.1.2.2)
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Ñèñòåìà (3.1.1.34) â óñëîâèÿõ äàííîé òåîðåìû çàïèøåòñÿ â âèäå:




dv

dt
= (a12 − b03)v + a02z + (b03 − a12)v

2 + (a11 − b02)vz+

+ a01z
2 + (a20 − b11)v

2z + (a10 − b01)vz
2 + a00z

3−
− b10v

2z2 − b00vz
3,

dz

dt
= −b03z − b12vz − b02z

2 − b11vz
2 − b01z

3−
− b10vz

3 − b00z
4.

(3.1.2.3)

Èç (3.1.2.2) è (3.1.2.3) ñîãëàñíî [80] ñëåäóåò, ÷òî áóäó÷è êðàòíîé îñî-
áîé òî÷êîé, êàæäàÿ èç òî÷åê B è D ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñåäëîóçëîì, ëèáî
òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì (îäèí èç õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ êîðíåé îòëè÷åí îò íóëÿ). Îäíîâðåìåííî B è D íå ìîãóò
áûòü ñëîæíûìè (êðàòíûìè) îñîáûìè òî÷êàìè, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå b03 = a21 + a12 = 0 è ñ ó÷åòîì (3.1.2.1) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî b12 = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1.1.15)
îòñóòñòâóþò êóáè÷åñêèå ÷ëåíû. Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû 3.1.1.10 ëîãè÷å-
ñêè âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê B è D :

1) òîïîëîãè÷åñêèé óçåë è ïðîñòîé óçåë; 2) òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî è ïðî-
ñòîé óçåë; 3) ñåäëîóçåë è ïðîñòîé óçåë; 4) òîïîëîãè÷åñêèé óçåë è ïðîñòîå
ñåäëî.

Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé 4) íå ðåàëèçóåòñÿ è ïðèâåäåì ïðèìåðû ñèñòåì
(3.1.1.15), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëó÷àÿì 1)-3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà òèïà òîïîëîãè÷åñêèé
óçåë ïî òåðìèíîëîãèè [80], à D � ïðîñòîå ñåäëî.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3.1.1.17) ïðè ñäåëàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êîýô-
ôèöèåíòû:




du

dt
= (a12 − b03)u

2 + (b11 − a20)uz + b10z
2 + (b03 − a12)u

3+

+ (b02 − a11)u
2z + (b01 − a10)uz

2 + b00z
3−

− a02u
3z − a01u

2z2 − a00uz
3 ≡ P (u, z),

dz

dt
= a12uz − a20z

2 − a12u
2z − a11uz

2 − a10z
3 − a02u

2z2−
− a01uz

3 − a00z
4 ≡ Q(u, z).

(3.1.2.4)
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Óðàâíåíèå âîçìîæíûõ êðèòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé [2] â îñîáîé òî÷êå
(0; 0) ñèñòåìû (3.1.2.4) èìååò âèä:

z(b03u
2 − b11uz − b10z

2) = 0. (3.1.2.5)

Èç (3.1.2.5) â ñèëó b03 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî z = 0 � ïðîñòîå îáûêíîâåííîå
êðèòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå. Ñëåäóÿ Ôðîììåðó [2], ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψ(µ, u) =
Q(u, µu)

P (u, µu)
− µ. (3.1.2.6)

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (3.1.2.6) ïî µ â òî÷êå (0; 0) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

ψ′µ(0, 0) =
b03

a12 − b03
. (3.1.2.7)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþD � ïðîñòîå ñåäëî, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî b03(a12 − b03) > 0 (ñì. ñèñòåìó (3.1.2.3)). Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåí-
ñòâà ñ ó÷åòîì (3.1.2.7) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ψ′µ(0, 0) > 0. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â íàïðàâëåíèè ïðÿìîé z = 0 â îñîáóþ òî÷êó A(u = z = 0) âõîäèò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé [2], ïðè÷åì êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà
îò A.

Îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
A(u = z = 0) êàê â ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè ïîëóïëîñêîñòè z > 0, òàê è
â ïîëóïëîñêîñòè z < 0 ðàñïîëîæåíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé,
ñòðåìÿùèõñÿ ê A â íàïðàâëåíèè z = 0. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèè, ðàñïî-
ëîæåííûå ñëåâà (ñïðàâà) îò òî÷êè A, ñòðåìÿòñÿ ê íåé ïðè t → +∞
(t → −∞) èëè ïðè t → −∞ (t → +∞), òàê êàê du/dt ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç òî÷êó A(u = z = 0) íå ìåíÿåò çíàê (ñì. ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(3.1.2.4)).

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ x = a, a > 0 � ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî. Â ðå-
çóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ x = 1/z, y = u/z ýòà ïðÿìàÿ ïåðåøëà â ïðÿìóþ
z = 1/a, êîòîðóþ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè A(u = z = 0)

ïåðåñåêàþò ïîëîæèòåëüíûå (îòðèöàòåëüíûå) ïîëóòðàåêòîðèè, âõîäÿùèå
â A âäîëü îñè z = 0, à â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî
óçëà B � îòðèöàòåëüíûå (ïîëîæèòåëüíûå) ïîëóòðàåêòîðèè, âõîäÿùèå
â B. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (3.1.2.4) ïðÿìàÿ
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z = 1/a èìååò õîòÿ áû îäèí êîíòàêò â ïîëîñå ïëîñêîñòè 0 < u < 1.

Êðîìå ýòîãî, ïðÿìàÿ z = 1/a ïåðåñåêàåò òðè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà,
ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå A(u = z = 0) è ðàñïîëîæåííûõ âûøå îñè u. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ z = 1/a èìååò ñ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (3.1.2.4) íå
ìåíåå ÷åòûðåõ êîíòàêòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî ïðÿìàÿ x = a èìååò íå ìåíåå
÷åòûðåõ êîíòàêòîâ ñ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (3.1.1.15), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ëåììå 3.1.1.6.

Ïóñòü òåïåðü D � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë, à B � ïðîñòîå ñåäëî, òîãäà

b03 = 0, b12 = a21 + a12, a12(a12 − a21) < 0 (3.1.2.8)

Âïðî÷åì, èç íåðàâåíñòâà (3.1.2.8) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî a21 6= 0. Ïðè ñäå-
ëàííûõ íàìè ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà (3.1.1.17) èìååò âèä:





du

dt
= a12u

2 + (b11 − a20)uz + b10z
2 − a12u

3+

+ (b02 − a11)u
2z + (b01 − a10)uz

2 + b00z
3−

− a02u
3z − a01u

2z2 − a00uz
3,

dz

dt
= −a21uz − a20z

2 − a12u
2z − a11uz

2 − a10z
3−

− a02u
2z2 − a01uz

3 − a00z
4.

(3.1.2.9)

Óðàâíåíèå âîçìîæíûõ êðèòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé â îñîáîé òî÷êå (0; 0)

ñèñòåìû (3.1.2.9) èìååò âèä: z((a21 + a12)u
2 + b11uz + b10z

2) = 0. Òàê êàê
a21+a12 6= 0, òî z = 0 � ïðîñòîå îáûêíîâåííîå êðèòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (3.1.2.6) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ψ′µ(0, 0) = −a21 + a12

a12
. (3.1.2.10)

Èç (3.1.2.10) â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.1.2.8) ñëåäóåò, ÷òî ψ′µ(0, 0) > 0,

òî åñòü â òî÷êó A(u = z = 0) â íàïðàâëåíèè z = 0 âõîäèò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé. Ïðÿìàÿ y = (1 + ε)x + b, ãäå ε � ñêîëü óãîäíî
ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, b � ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò íå ìåíüøå ÷åòûðåõ êîíòàêòîâ
ñ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (3.1.1.15). Ñíîâà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ
ëåììîé 3.1.1.6.
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Ïðèâåäåì ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ñëó÷àè 1)-3) ðàñïðåäåëåíèÿ îñî-
áûõ òî÷åê B è D.

Ïðèìåð 42.




dx

dt
= 4x+ 8y − x2 − 4xy + y2 + 4x2y − 4xy2,

dy

dt
= −8x+ 8y + 8xy2 − 8y3.

Ñèñòåìà èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè äâå îñîáûå òî÷-
êè: (3, 3) � ïðîñòîé óñòîé÷èâûé ôîêóñ, (0, 0) � ïðîñòîé íåóñòîé÷èâûé
ôîêóñ.

Ðàçáèåíèå êðóãà Ïóàíêàðå íà ôàçîâûå òðàåêòîðèè äàííîé ñèñòåìû
èçîáðàæåíî íà ðèñ. 144.

Ðèñ. 144

Ïðèìåð 43. 



dx

dt
= −x− y − x2y − xy2,

dy

dt
= 2x− 2xy2.

Â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìà èìååò äâà ñåäëîóçëà
(−1, 1), (1,−1) è ïðîñòîé óñòîé÷èâûé ôîêóñ (0, 0). Îñîáûìè òî÷êàìè
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íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ øåñòèñåïàðàòðèñíîå ñåäëî A(u = z = 0),

òîïîëîãè÷åñêèé óçåë D(v = z = 0) è ïðîñòîé íåóñòîé÷èâûé óçåë B(u =

1, z = 0). Ôàçîâûé ïîðòðåò èçîáðàæåí íà ðèñ. 145.

Ðèñ. 145

Ïðèìåð 44.




dx

dt
= 20x+ 36y − 7x2 + 9xy − 11x2y − 11xy2,

dy

dt
= 22x(1− y2).

Â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ñèñòåìà èìååò ïÿòü ïðîñòûõ îñîáûõ
òî÷åê: (0, 0) � ñåäëî, (−1, 1), (3,−1), (2, 1), (−3,−1) � óçëû, à íà áåñ-
êîíå÷íîñòè � øåñòèñåïàðàòðèñíîå ñåäëî A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå
ñåäëî D(v = z = 0) è ïðîñòîé óçåë B(u = 1, z = 0). Ôàçîâûé ïîðòðåò
ñèñòåìû èçîáðàæåí íà ðèñ. 146.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ èçó÷åíèå áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê

ñèñòåìû (3.1.1.15) â ñëó÷àå, êîãäà èõ ÷èñëî ðàâíî òðåì, è ñðåäè íèõ èìå-
åòñÿ îäíà òî÷êà ñ èíäåêñîì Ïóàíêàðå J = −2.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò òðè îñîáûå
òî÷êè, â òîì ÷èñëå îñîáóþ òî÷êó ñ èíäåêñîì Ïóàíêàðå J = 2.
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Ðèñ. 146

Â ýòîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå 3.1.1.3 ê îñîáîé òî÷êå ñ èíäåêñîì Ïóàíêàðå
J = 2 ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà è
íå ïðèìûêàåò íè îäèí ãèïåðáîëè÷åñêèé ñåêòîð.

Òåîðåìà 3.1.2.3. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íî-
ñòè òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå äâå ñëîæíûå. Åñëè èíäåêñ Ïóàí-
êàðå îäíîé èç íèõ ðàâåí 2, òî äëÿ äâóõ äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ñëó÷àè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ:

1) òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî è ïðîñòîé óçåë;
2) òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî è ïðîñòîå ñåäëî;
3) òîïîëîãè÷åñêèé óçåë è ïðîñòîé óçåë;
4) òîïîëîãè÷åñêèé óçåë è ïðîñòîå ñåäëî;
5) ñåäëîóçåë è ïðîñòîå ñåäëî;
6) ñåäëîóçåë è ïðîñòîé óçåë.
Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.1.9.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.2.3.
Ïðèìåð 45. 




dx

dt
= −2x2y + xy2,

dy

dt
= 1− x+ y2 − xy2.
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Â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè äàííàÿ ñèñòåìà èìååò äâå îñî-
áûå òî÷êè: (1, 0) � ïðîñòîå ñåäëî; (1, 2) � ïðîñòîé ôîêóñ, à íà áåñêî-
íå÷íîñòè � òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå A(u = z = 0) � òî÷êà, ê
êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà,
D(v = z = 0) � ñåäëîóçåë, B(u = 1, z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî.

Ïðèìåð 46. 



dx

dt
= 2x+ y + x2y − xy2,

dy

dt
= x− y − xy2 + y3.

Íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0) � åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà äàííîé ñè-
ñòåìû â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, è îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
ñåäëîì. Îñîáûìè î÷êàìè íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ: òî÷êà
A(u = z = 0), ê êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ýëëèïòè÷åñêèõ è äâà ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ ñåêòîðà, òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî B(u = 1, z = 0) è ïðîñòîé óçåë
D(v = z = 0).

Ïðèìåð 47. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= −4x+ 36y − 7x2 + 9xy − 11x2y + 13xy2,

dy

dt
= −2x+ 2xy2

èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïÿòü ïðîñòûõ îñîáûõ
òî÷åê, â èõ ÷èñëå: (−1, 1), (2, 1), (−3,−1), (3,−1) � ñ¼äëà, (0, 0) � ôîêóñ.
Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè: A(u = z = 0) � òî÷êà
ñ äâóìÿ ýëëèïòè÷åñêèìè è äâóìÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè ñåêòîðàìè, B(u =

1, z = 0) � ïðîñòîé óçåë, D(v = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë.
Ïðèìåð 48.





dx

dt
= −4x− 17y + 3x2y − xy2,

dy

dt
= −2y + 2xy2.

Åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) äàííîé ñèñòåìû â êîíå÷íîé ÷àñòè ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì óçëîì. Íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå
íàðÿäó ñ îñîáîé òî÷êîé A(u = z = 0), ê êîòîðîé ïðèìûêàþò äâà ýëëèï-
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òè÷åñêèõ è äâà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà, ñèñòåìà èìååò ïðîñòîå ñåäëî
B(u = 1, z = 0) è òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(v = z = 0).

Ïðèìåð 49.




dx

dt
= −4x+ 17y + 3x2y − xy2,

dy

dt
= −2y + 2xy2.

Ñèñòåìà èìååò ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè: (0, 0) � óçåë, (4, 1/4), (−4,−1/4)

� ñ¼äëà, ðàñïîëîæåííûå â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: A(u = z = 0)

� òî÷êà ñ äâóìÿ ýëëèïòè÷åñêèìè è ïàðàáîëè÷åñêèìè ñåêòîðàìè, B(u =

1, z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî, D(v = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë.
Ïðèìåð 50. 




dx

dt
= 3− x2y + 2xy2,

dy

dt
= −x+ xy2.

Ñèñòåìà èìååò â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè äâà ïðîñòûõ ñåäëà
(3, 1) è (−1, 1), à íà áåñêîíå÷íîñòè � òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå:
A(u = z = 0) � òî÷êà ñ äâóìÿ ýëëèïòè÷åñêèìè è äâóìÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè
ñåêòîðàìè, B(u = 1, z = 0) � ïðîñòîé óçåë è ñåäëîóçåë â òî÷êå D(v =

z = 0).

Òåîðåìà 3.1.2.4. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íî-
ñòè òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå îäíó ñ èíäåêñîì Ïóàíêàðå J = 2.

Òîãäà äëÿ äâóõ ïðîñòûõ îñîáûõ òî÷åê âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ: 1) äâà óçëà; 2) äâà ñåäëà; 3) ñåäëî è óçåë.

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.1.9.
Ïðèìåð 51.





dx

dt
= −8x− 51y + 12x2y − 9xy2,

dy

dt
= −6y + 9xy2 − 6y3.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò îñîáóþ òî÷êó A(u = z = 0) ñ äâóìÿ
ýëëèïòè÷åñêèìè è äâóìÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè ñåêòîðàìè, äâà ïðîñòûõ ñåä-
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ëà B(u = 1, z = 0) è D(v = z = 0). Åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû
â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé óçåë (0, 0).

Ïðèìåð 52.




dx

dt
=

2

3
x− 16

9
y − x2y + 2xy2,

dy

dt
= −2y + 3xy2 − 2y3.

Â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñèñòåìà èìååò òðè ïðîñòûõ
ñåäëà: (0, 0), (4/3, 1), (−4/3,−1), à íà áåñêîíå÷íîñòè � äâà ïðîñòûõ óçëà
B(u = 1, z = 0), D(v = z = 0) è ñëîæíóþ îñîáóþ òî÷êó A(u = z = 0) ñ
äâóìÿ ýëëèïòè÷åñêèìè è äâóìÿ ïàðàáîëè÷åñêèìè ñåêòîðàìè.

Ïðèìåð 53.




dx

dt
= −6x+ 16y − 6x2y + 2xy2,

dy

dt
= −2y − 2xy2 − 2y3.

Ñèñòåìà èìååò â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè äâà ïðîñòûõ
ñåäëà (2,−1), (−2, 1) è ïðîñòîé óçåë (0, 0). Íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå
ðàñïîëîæåíû ïðîñòîå ñåäëî B(u = 1, z = 0), ïðîñòîé óçåë D(v = z = 0)

è ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà A(u = z = 0) ñ äâóìÿ ýëëèïòè÷åñêèìè è äâóìÿ
ïàðàáîëè÷åñêèìè ñåêòîðàìè.

Ïîäâîäÿ èòîã èññëåäîâàíèþ, ïðîâåäåííîìó â ïóíêòàõ 3.1.1 è 3.1.2,
ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå.

1. Èíäåêñ Ïóàíêàðå J ñëîæíîé îñîáîé òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà
áåñêîíå÷íîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |J | ≤ 3.

2. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè îñîáóþ òî÷êó, äëÿ
êîòîðîé |J | = 3, òî åå ôàçîâûé ïîðòðåò â êðóãå Ïóàíêàðå ñòðîèòñÿ îä-
íîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

3. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè îñîáûå òî÷êè,
â òîì ÷èñëå îäíó ñëîæíóþ, äëÿ êîòîðîé |J | = 2, òî ïîëíîñòüþ óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ òèïû îñòàëüíûõ äâóõ îñîáûõ òî÷åê.

Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1.1.15) â áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðîâåäåì ïðè âûïîëíåíèè
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ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

f(u) ≡ b30 + (b21 − a30)u+ (b12 − a21)u
2+

+(b03 − a12)u
3 − a03u

4 6≡ 0,

P 2
1 (u0, z) +Q2

1(u0, z) 6≡ 0,

(3.1.2.11)

ãäå (u0, 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.17), |a12− b03|+ |b03|+ |a02| > 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì òîãî, ÷òî ñèñòåìà (3.1.1.34)
â îñîáîé òî÷êå D(υ = z = 0) èìååò íåâûðîæäåííóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü.

Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèÿ (3.1.2.11) âûïîëíåíû, è
êàæäûé ðàç íå áóäåì îãîâàðèâàòü.

3.1.3 Èññëåäîâàíèå òèïîâ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê
êóáè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñëó÷àé ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê

.
Òåîðåìà 3.1.3.1. Åñëè êóáè÷åñêàÿ ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñ-

êîíå÷íîñòè ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, è âñå îíè ïðîñòûå, òî îíè íå ìîãóò
áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáåäèòü-
ñÿ â òîì, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îñîáîé òî÷êè (u, 0)

ñèñòåìû (3.1.1.16) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

λ1(u) = −a30 − a21u− a12u
2 − a03u

3, λ2(u) = f ′(u), (3.1.3.1)

à îñîáûå òî÷êè (0; 0) ñèñòåìû (3.1.1.34) � îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

λ1(0) = −b03, λ2(0) = a12 − b03. (3.1.3.2)

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A(u = z = 0),

B(u = 1, z = 0), C(u = u0, z = 0), D(υ = z = 0) � ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè
ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì
u0 6= 0; 1. Òîãäà ïî íåîáõîäèìîñòè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

b30 = a03 = 0; (3.1.3.3)

(b21 − a30)(a12 − b03) 6= 0; (3.1.3.4)
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b12 − a21 = a12 − b03 + a30 − b21; (3.1.3.5)

u0 =
b21 − a30

b03 − a12
. (3.1.3.6)

Ñ ó÷åòîì (3.1.3.1), (3.1.3.3)�(3.1.3.6) êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé îñîáûõ òî÷åê A, B è C çàïèøåì â âèäå:

λ1(0) = −a30, λ2(0) = b21 − a30; (3.1.3.7)

λ1(1) = −a30 − a21 − a12, λ2(1) = a30 − b21 + b03 − a12; (3.1.3.8)

λ1(u0) = −a12(b21 − a30)
2

(b03 − a12)2 − a21(b21 − a30)

b03 − a12
− a30,

λ2(u0) =
(b21 − a30)(b21 − a30 + a12 − b03)

b03 − a12
.

(3.1.3.9)

Ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà, êàê èçâåñòíî [80], ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, åñëè ïðîèç-
âåäåíèå åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé îòðèöàòåëüíî. Ñ ó÷åòîì (3.1.3.2),
(3.1.3.7)�(3.1.3.8) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî A, B, C èD ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè,
åñëè èìååò ìåñòî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:

b30(a12−b03) > 0, a30(b21−a30) > 0, (a30+a21+a12)(a30−b21+b03−a12) > 0,

(b21 − a30)(b21 − a30 + a12 − b03)

b03 − a12

[
a12(b21 − a30)

2

(b03 − a12)2 +
a21(b21 − a30)

b03 − a12
+a30

]
> 0.

Íî ýòà ñèñòåìà íå ñîâìåñòíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.1.3.2. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû

Ïóàíêàðå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, òî ñðåäè íèõ íå áîëåå òðåõ � ñëîæíûå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò ÷å-

òûðå îñîáûå òî÷êè íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ñîãëàñíî (3.1.3.4) íè îäèí èç
êîýôôèöèåíòîâ b21 − a30 è a12 − b03 â óðàâíåíèè

f(u) ≡ b30 + (b21 − a30)u+ (b12 − a21)u
2+

+ (b03 − a12)u
3 − a03u

4 = 0.
(3.1.3.10)

íå ðàâåí íóëþ. Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè
A(u = z = 0), B(u = 1, z = 0), C(u = u0, z = 0), D(υ = z = 0) � ñëîæ-
íûå, òî äëÿ êàæäîé èç íèõ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
êîðåíü ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó a30 = b03 = 0. Íî â ñèëó (3.1.3.2) è (3.1.3.7)
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b21a12 6= 0. Áîëåå òîãî, b21 + a12 6= 0. (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êè B è
C ñîâïàäóò). Òàêèì îáðàçîì, λ2(1) 6= 0, íî λ1(1) = −a21 − a12 = 0 è
λ2(u0) 6= 0, íî

λ1(u0) = −
(
a12b

2
21

a2
12
− a21b21

a12

)
= 0.

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

a21 + a12 = 0,

b21 − a21 = 0

ñëåäóåò ðàâåíñòâî b21 + a12 = 0 ïðîòèâîðå÷àùåå òîìó, ÷òî òî÷êè B è C
� íå ñîâïàäàþùèå îñîáûå òî÷êè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.1.3.3. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, òî ñðåäè íèõ íå ìîæåò áûòü íè îäíîé
ñ äâóìÿ íóëåâûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè.

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.1.3.4) è ôîðìóë (3.1.3.2) è (3.1.3.7)
äâà íóëåâûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíÿ ìîãóò èìåòü ðàçâå ÷òî îñîáûå
òî÷êè B è C. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ îñîáûõ òî-
÷åê èìååò äâà íóëåâûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíÿ, òî íåïðåìåííî áóäåò
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî b21−a30 = b03−a12, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî u0 = 1,

òî åñòü B è C ñîâïàäàþò. Íî ýòî íå òàê.
Ñëåäñòâèå 3.1.3.1. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷-

êè íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, òî ñëîæíûå èç íèõ ìîãóò áûòü òîëüêî
ñåäëîóçëàìè, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèìè óçëàìè, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèìè ñåä-
ëàì (ñì. òåîðåìó 65 [80]).

Òåîðåìà 3.1.3.4. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè A, B, C è D, â òîì ÷èñëå òðè ñëîæíûõ,
òî A è D � ñëîæíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D � ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Òî-
ãäà â ñèëó (3.1.3.2) b03(a12 − b03) 6= 0 è ïî òåîðåìå 3.1.3.3 òî÷êè A, B, C
èìåþò ïî îäíîìó íóëåâîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êîðíþ. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå íåðàâåíñòâî b21 6= b03 − a12 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå B è C ñîâïà-
äàþò) è âûðàæåíèÿ (3.1.3.8) è (3.1.3.9) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé
îñîáûõ òî÷åê B è C, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

a21 + a12 = 0,
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a12b
2
21

(b03 − a12)2 +
a21b21

b03 − a12
= 0.

Èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû ñëåäóåò ðàâåíñòâî:

a12b21

b03 − a12

(
b21

b03 − a12
− 1

)
= 0. (3.1.3.11)

Èç (3.1.3.11) ñëåäóåò ðàâåíñòâî a12 = 0, à çíà÷èò a21 = 0. Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ

∑
i+j=3

|aij| > 0.

Ïóñòü A � ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.16), òîãäà a30(b21 −
a30) 6= 0. Ïî òåîðåìå 3.1.3.3 îñîáûå òî÷êè B, C è D èìåþò ïî îäíîìó
íóëåâîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êîðíþ. Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî b21−a30 6=
0 è âûðàæåíèÿ (3.1.3.8), (3.1.3.9) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé îñîáûõ
òî÷åê B è C, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé





a30 + a21 + a12 = 0,

a30 − a21(b21 − a30)

a12
+

(b21 − a30)
2

a12
= 0.

(3.1.3.12)

Èç ñèñòåìû (3.1.3.12) ñëåäóåò, ÷òî b21 = 0 èëè b21 = −a21− 2a12. Åñëè
b21 = −a21− 2a12, òî u0 = 1, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè B è C ñîâïàäàþò, ÷òî
íåäîïóñòèìî. Åñëè b21 = 0, òî ìû ïðîòèâîðå÷èì óñëîâèþ

∑
i+j=3

|bij| > 0,

òàê êàê â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.1.3.12) è (3.1.3.5) b12 = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.1.3.5. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-

ðû Ïóàíêàðå òðè ñëîæíûõ è îäíó ïðîñòóþ îñîáûå òî÷êè, òî ïðîñòàÿ
îñîáàÿ òî÷êà íåïðåìåííî ÿâëÿåòñÿ óçëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A, B, C è D, ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè
ñèñòåìû (3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè, òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå óìàëÿåò
îáùíîñòè ðàññóæäåíèé. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.1.3.4 A è D � ñëîæíûå îñî-
áûå òî÷êè, è ñ ó÷åòîì (3.1.3.4) èìååì óñëîâèå a30 = b03 = 0, a12b21 6= 0.

Êðîìå ýòîãî, a12 + b21 6= 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå B è C ñîâïàäàþò).
Ïóñòü B � ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà, òîãäà a12 + a21 6= 0, b2

21/a12 −
a21b21/a12 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî b21 = a21. Ýòî îçíà÷àåò â ñî-
îòâåòñòâèè ñ (3.1.3.8), ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè îñîáîé òî÷êè B

ðàâíû è îòëè÷íû îò íóëÿ, òî åñòü B � óçåë. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
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C � ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà, òî áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå a12 + a21 = 0,

b2
21/a12 + b21 6= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè îñîáîé
òî÷êè C áóäóò ðàâíû − b21

a12
(b12 + a12), òî åñòü òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ óçëîì.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ êðàòêîñòè äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ó � ïðî-

ñòîé óçåë, ñ � ïðîñòîå ñåäëî, ñó � ñåäëîóçåë, ê êîòîðîìó ïðèìûêàþò äâà
ãèïåðáîëè÷åñêèõ è îäèí ïàðàáîëè÷åñêèé ñåêòîðû, my � òîïîëîãè÷åñêèé
óçåë (ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà, äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü Uε êîòîðîé
íå ñîäåðæèò íè ýëëèïòè÷åñêèõ, íè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ òàê, ÷òî
ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Uε, ñòðåìèòñÿ ê ýòîé òî÷êå â îïðå-
äåëåííîì íàïðàâëåíèè ïðè t → +∞ (ëèáî ïðè t → −∞); mc � òîïî-
ëîãè÷åñêîå ñåäëî (ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò ÷åòûðå
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðà); ñý � îñîáàÿ òî÷êà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò îäèí
ãèïåðáîëè÷åñêèé è îäèí ýëëèïòè÷åñêèé ñåêòîðû.

Òåîðåìà 3.1.3.6. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-
ðû Ïóàíêàðå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, èç êîòîðûõ òðè ñëîæíûå, òî âîç-
ìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê:
a) 3cy; á) 3mc; â) 3my; ã)2cy, 1my; ä) 2cy, 1mc; å) 1cy; 2my; æ) 1cy, 2mc;
ç) 1cy, 1my, 1mc; è) 2my, 1mc; ê) 2mc, 1my.

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 3.1.3.1.
Î÷åâèäíî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1.3.6 ÷åòâåðòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîñòûì óçëîì.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñèñòåì (3.1.1.15), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåî-

ðåìû 3.1.3.6.
Ïðèìåð 54.





dx

dt
= x+ x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= y + x2y + xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: A(u = z = 0),

C(u = −1, z = 0) � ñåäëîóçëû, D(υ = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî,
B(u = 1, z = 0) � ïðîñòîé óçåë.
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Ïðèìåð 55. 



dx

dt
= x+ x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= −y + x2y + xy2.

Ñåäëîóçëû: A(u = z = 0), C(u = −1, z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë
D(υ = z = 0) è ïðîñòîé óñòîé÷èâûé óçåë B(u = 1, z = 0) ÿâëÿþòñÿ
îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðèìåð 56. 



dx

dt
= x+ 3x2y − xy2,

dy

dt
= −y + 3x2y − xy2.

Ñèñòåìà èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ñåä-
ëà A(u = z = 0), D(υ = z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë C(u = 3, z = 0) è
ïðîñòîé óñòîé÷èâûé óçåë B(u = 1, z = 0).

Ïðèìåð 57. 



dx

dt
= −x+ 3x2y − xy2,

dy

dt
= −y + 3x2y − xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: òîïîëîãè÷å-
ñêèå óçëû A(u = z = 0), C(u = 3, z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ =

z = 0) è ïðîñòîé óñòîé÷èâûé óçåë B(u = 1, z = 0).

Ïðèìåð 58.




dx

dt
= x+ 3x2y + xy2,

dy

dt
= 3xy + y2 + 3x2y + xy2.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå:
D(υ = z = 0) � ñåäëîóçåë, A(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî,
C(u = −3, z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë, B(u = 1, z = 0) � ïðîñòîé
óñòîé÷èâûé óçåë.

Ïðèìåð 59.




dx

dt
= x+ 3x2y − xy2,

dy

dt
= y + 3xy − y2 + 3x2y − xy2.
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Íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè:
A(u = z = 0), C(u = 3, z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèå ñåäëà, D(υ = z = 0) �
ñåäëîóçåë, B(u = 1, z = 0) � ïðîñòîé óñòîé÷èâûé óçåë.

Ïðèìåð 60.




dx

dt
= −x+ 3x2y − xy2,

dy

dt
= −y + 3xy − y2 + 3x2y − xy2.

Áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: òîïî-
ëîãè÷åñêèå óçëû A(u = z = 0) è C(u = 3, z = 0), ñåäëîóçåë D(υ = z =

0), ïðîñòîé óñòîé÷èâûé óçåë B(u = 1, z = 0).

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê èç ÷åòûðåõ,
ðàñïîëîæåííûõ íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå.

Òåîðåìà 3.1.3.7. Ïóñòü A, B, C è D � îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû
(3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, ïðè÷åì A è D � ïðîñòûå, à B
è C � ñëîæíûå. Òîãäà A è D � íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ a30(b21 − a30) 6= 0, b03(a12 − b03) 6= 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.3.3 òî÷êè B è C èìåþò òîëüêî ïî îäíîìó íóëåâîìó
õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êîðíþ, à òàê êàê (b21 − a30)/(b03 − a12) 6= 1, òî â
ñèëó (3.1.3.8) è (3.1.3.9) èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

a30 = −a21 − a12,
a12(b21 − a30)

2

(b03 − a12)2 +
a21(b21 − a30)

(b03 − a12)
= 0. (3.1.3.13)

Èç (3.1.3.13) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

a30 =
a12b21

b03
. (3.1.3.14)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
{
a30(b21 − a30) > 0,

b03(a12 − b03) > 0
(3.1.3.15)

íåñîâìåñòíà. Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî A è D íå ìîãóò áûòü îäíîâðå-
ìåííî ñåäëàìè.
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Â ñèëó (3.1.3.14) ñèñòåìà (3.1.3.15) çàïèøåòñÿ â âèäå:




a12b
2
21

b2
03

(b03 − a12) > 0,

b03(a12 − b03) > 0.

(3.1.3.16)

Íî ñèñòåìà (3.1.3.16) íåñîâìåñòíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.1.3.8. Ïóñòü A, B, C è D � îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû

(3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, ïðè÷åì A è D � ïðîñòûå, à B
è C � ñëîæíûå. Òîãäà A è D � óçëû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà a12b03 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è D � óçëû. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

a30(b21 − a30) =
a12b

2
21

b2
03

(b03 − a12), (3.1.3.17)

à òàêæå ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:
{
a30(b21 − a30) < 0,

b03(a12 − b03) > 0.
(3.1.3.18)

Ïóñòü a12 > 0. Òîãäà èç (3.1.3.17) è (3.1.3.18) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî b03−
a12 < 0, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó a12 − b03 > 0. Èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà è âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.1.3.18) ñëåäóåò, ÷òî b03 <

0, òî åñòü a12b03 < 0. Åñëè a12 < 0, b03 − a12 > 0, òî a12 − b03 < 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (3.1.3.18), ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî b03 > 0, òî åñòü è â ýòîì ñëó÷àå a12b03 < 0.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a12b03 < 0. Âîñïîëüçóåìñÿ
óñëîâèåì (3.1.3.17), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè a12 < 0, òî b03 > 0, òî
åñòü D � óñòîé÷èâûé óçåë. Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3.1.3.17) A � òàêæå óçåë.
Åñëè a12 > 0, òî b03 < 0, a12 − b03 > 0, òî åñòü D � íåóñòîé÷èâûé óçåë.
Â ñèëó óñëîâèÿ (3.1.3.17) A � òàêæå óçåë. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåì 3.1.3.7 è 3.1.3.8 ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.1.3.9. Ïóñòü A, B, C è D � îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû

(3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, ïðè÷åì A è D � ïðîñòûå, à B
è C � ñëîæíûå. Òîãäà, åñëè a12b03 > 0, òî A � ñåäëî, D � óçåë, ëèáî
A � óçåë, D � ñåäëî.
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Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî A è D ñëîæíûå, à B è C � ïðîñòûå îñîáûå
òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà ñîãëàñíî
òåîðåìå 3.1.3.3 a30 = b03 = 0, íî â ñèëó (3.1.3.4) a12b21 6= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî B è C íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.
Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.1.3.2),

(3.1.3.7)-(3.1.3.9), ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ




(a21 + a12)(b21 + a12) < 0,

b2
21

a2
12

(b21 − a21)(b21 + a12) < 0.
(3.1.3.19)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3.1.3.19) â ðàâíîñèëüíîì âèäå:
{

(a21 + a12)(b21 + a12) < 0,

(b21 − a21)(b21 + a12) < 0.
(3.1.3.20)

Ñêëàäûâàÿ îáà íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.1.3.20), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
(b21 + a12)

2 < 0.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà
Òåîðåìà 3.1.3.10. Åñëè A è D � ñëîæíûå, à B è C � ïðîñòûå

îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, òî B è
C íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.

Òåîðåìà 3.1.3.11. Åñëè A è D � ñëîæíûå, à B è C � ïðîñòûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, òî B è
C óçëû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a21 + a12)(b21 − a21) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B è C � óçëû, òîãäà â ñèëó (3.1.3.8) è
(3.1.3.9) äîëæíû áûòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

{
(a21 + a12)(b21 + a12) > 0,

(b21 − a21)(b21 + a12) > 0.
(3.1.3.21)

Ïåðåìíîæèì îáà íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.1.3.21) è ïîëó÷èì òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî (a21 + a12)(b21 − a21) > 0.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (a21 + a12)(b21 − a21) > 0, íî
ïðè ýòîì (b21−a21)(b21 +a12) < 0, òîãäà èìååò ìåñòî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ.

{
(a21 + a12)(b21 − a21) > 0,

(b21 − a21)(−b21 − a12) > 0.
(3.1.3.22)
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Ñêëàäûâàÿ îáà íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.1.3.22), ïîëó÷àåì íåâûïîëíè-
ìîå íåðàâåíñòâî (b21 − a21)

2 < 0.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì (a21 + a12)(b21 − a21) > 0

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (a21 + a12)(b21 + a12) < 0, òî àíàëîãè÷íûìè
ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî (a21 + a12)

2 < 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.1.3.12. Åñëè A è D � ñëîæíûå, à B è C � ïðîñòûå

îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, òî ïðè
(a21 + a12)(b21 − a21) < 0 B � ñåäëî è C � óçåë, ëèáî B � óçåë è C �
ñåäëî.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåì 3.1.3.10 è 3.1.3.11.
Ïóñòü äàëåå A è B � ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè, òî åñòü a30b21 6= 0, êðîìå

òîãî, b21 6= b03−a12 (B è C íå ñîâïàäàþò), b03(a12−b03) 6= 0, a12 +a21 = 0.

Òåîðåìà 3.1.3.13. Åñëè A è B � ñëîæíûå, à D è C � ïðîñòûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, òî D è
C íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè îñîáîé òî÷êè Ñ çàäà-
þòñÿ ôîðìóëàìè:

λ1(C) =
a12b21

a12 − b03

(
b21

b03 − a12
− 1

)
,

λ2(C) =
b21

(b03 − a12)2

(
b21

b03 − a12
− 1

)
.

(3.1.3.23)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D è C � ñåäëà. Òîãäà ñ ó÷åòîì (3.1.3.23) ïîëó÷àåì
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:





b03(a12 − b03) > 0,

a12b
2
21

(a12 − b03)3

(
b21

b03 − a12
− 1

)2

< 0,

êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå
{

a12(a12 − b03) < 0,

−b03(a12 − b03) < 0.
(3.1.3.24)

Èç (3.1.3.24) ñëåäóåò ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî (a12 − b03)
2 < 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3.1.3.14. Åñëè A è B � ñëîæíûå, à D è C � ïðîñòûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, òî D è
C � óçëû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà a12b03 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D è C � ïðîñòûå óçëû, A è B � ñëîæ-
íûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà
èìååò ìåñòî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:





b03(a12 − b03) < 0,

a12b
2
21

(a12 − b03)3

(
b21

b03 − a12
− 1

)2

> 0,

êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå
{

a12(a12 − b03) > 0,

−b03(a12 − b03) > 0.
(3.1.3.25)

Èç (3.1.3.25) ñëåäóåò, ÷òî a12b03 < 0.

Îáðàòíî, ïóñòü a12b03 < 0. Òîãäà −a12b03 > 0, è èìååò ìåñòî ñèñòåìà
(3.1.3.25), ëèáî ñèñòåìà

{
a12(a12 − b03) < 0,

−b03(a12 − b03) < 0.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.3.13, à â ñèëó
(3.1.3.25) D è C � óçëû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âûøåïðèâåäåííûìè ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàþòñÿ íèæå ñôîðìóëè-
ðîâàííûå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.1.3.15. Ïóñòü A è B � ïðîñòûå, à D è C � ñëîæíûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà A
è B íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.

Òåîðåìà 3.1.3.16. Ïóñòü A è B � ïðîñòûå, à D è C � ñëîæíûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà A
è B óçëû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà b21a30 < 0.

Òåîðåìà 3.1.3.17. Ïóñòü A è C � ñëîæíûå, à D è B � ïðîñòûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà D
è B íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.
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Òåîðåìà 3.1.3.18. Ïóñòü A è C � ñëîæíûå, à D è B � ïðîñòûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà D
è B óçëû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà a12b03 < 0.

Òåîðåìà 3.1.3.19. Ïóñòü A è C � ïðîñòûå, à D è B � ñëîæíûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà A
è C íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.

Òåîðåìà 3.1.3.20. Ïóñòü A è C � ïðîñòûå, à D è B � ñëîæíûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà A
è C óçëû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà b21a30 < 0.

Èç âûøå ïðèâåäåííûõ òåîðåì ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.1.3.21. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-

ðû Ïóàíêàðå äâå ñëîæíûå è äâå ïðîñòûõ îñîáûõ òî÷êè, òî ïðîñòûå
òî÷êè íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñ¼äëàìè.

Èç òåîðåìû 3.1.3.21 è ñëåäñòâèÿ 3.1.3.1 âûòåêàåò
Òåîðåìà 3.1.3.22. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-

ðû Ïóàíêàðå äâå ïðîñòûõ è äâå ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷êè, òî âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ñëó÷àè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ è òîëüêî îíè: a) 2cy, 1c, 1y; á) 2cy,
2y; â) 1cy, 1my, 1c, 1y; ã)1cy, 1my, 2y; ä)1cy, 1mc, 1c, 1y; å) 1cy; 1mc, 2y;
æ) 2my, 1c, 1y; ç)2my, 2y; è)1my, 1mc, 1c, 1y; ê)1my, 1mc, 2y; ë)2mc, 1c,
1y; ì)2mc, 2y.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì òåîðåìû 3.1.3.22.

Ïðèìåð 61. 



dx

dt
= x+ x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= y + y2 + 2x2y.

Íà áåñêîíå÷íîñòè äàííàÿ ñèñòåìà èìååò äâà ñåäëîóçëà A(u = z = 0),

D(υ = z = 0), à òàêæå ïðîñòûå óçëû B(u = 1, z = 0) è C(u = −2, z = 0).

Ïðèìåð 62. 



dx

dt
= x+ x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= y + y2 − 2x2y + 4xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: ñåäëîóçëû
A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), ïðîñòîé óçåë C(u = −2, z = 0) è ïðîñòîå
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ñåäëî B(u = 1, z = 0).
Ïðèìåð 63. Ñåäëîóçåë A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë D(υ =

z = 0), ïðîñòîå ñåäëî B(u = 1, z = 0) è ïðîñòîé óçåë C(u = 2, z = 0) �
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= x+ y + x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= −y − 2x2y + 4xy2.

íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ïðèìåð 64. Äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= x− y + x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= y − 2x2y + 4xy2.

îñîáûìè òî÷êàìè íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: ñåäëîóçåë A(u = z = 0),

òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ = z = 0), ïðîñòîå ñåäëî B(u = 1, z = 0),

ïðîñòîé óçåë C(u = 2, z = 0).

Ïðèìåð 65.




dx

dt
= x+ y + x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= −2y + 3x2y − xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: ñåäëîóçåë
A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë D(υ = z = 0), ïðîñòûå óçëû
B(u = 1, z = 0) è C(u = −3, z = 0).

Ïðèìåð 66.




dx

dt
= x+ y + x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= y + 3x2y − xy2.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå:
ñåäëîóçåë A(u = z = 0), D(υ = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî, B(u =

1, z = 0) è C(u = −3, z = 0) � ïðîñòûå óçëû.
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Ïðèìåð 67. 



dx

dt
= x− y + x2y + xy2,

dy

dt
= 4x− y + 3x2y − xy2.

Òîïîëîãè÷åñêèå óçëû A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), ïðîñòûå óçëû
B(u = 1, z = 0) è C(u = −3, z = 0) ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè äàííîé
ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðèìåð 68. Íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåìà




dx

dt
= 3x+ y + x2y + xy2,

dy

dt
= x+ y − 3x2y + 5xy2

èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè: A(u = z = 0) è D(υ = z = 0) � òîïîëîãè-
÷åñêèå óçëû, B(u = 1, z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî, C(u = 3, z = 0) ïðîñòîé
óçåë.

Ïðèìåð 69. 



dx

dt
= x+ y + x2y + xy2,

dy

dt
= 4x+ y + 3x2y − xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: òîïîëîãè÷å-
ñêèé óçåë A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ = z = 0), ïðîñòûå
óçëû B(u = 1, z = 0) è C(u = −3, z = 0).

Ïðèìåð 70. 



dx

dt
= x− y + x2y + xy2,

dy

dt
= x+ y − 3x2y + 5xy2.

Ñèñòåìà èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè:
òîïîëîãè÷åñêèé óçåë A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ = z = 0),

ïðîñòîå ñåäëî B(u = 1, z = 0) è ïðîñòîé óçåë C(u = 3, z = 0).

Ïðèìåð 71. 



dx

dt
= x+ y + x2y + xy2,

dy

dt
= x+ y + 3x2y − xy2.
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Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ñåäëà A(u =

z = 0) è D(υ = z = 0), à òàêæå äâà ïðîñòûõ óçëà B(u = 1, z = 0) è
C(u = −3, z = 0).

Ïðèìåð 72.




dx

dt
= −x− y + x2y + xy2,

dy

dt
= −x+ y − 2x2y + 4xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: òîïîëîãè÷å-
ñêèå ñåäëà A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), ïðîñòîå ñåäëî B(u = 1, z = 0)

è ïðîñòîé óçåë C(u = 2, z = 0).

Äàëåå èññëåäóåì ñèñòåìó (3.1.1.15) â ñëó÷àå, êîãäà èç ÷åòûðåõ îñîáûõ
òî÷åê íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå òîëüêî îäíà êðàòíàÿ.

Èç òåîðåìû 3.1.3.3 è [80] ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.1.3.23. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-

ðû Ïóàíêàðå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, òî åäèíñòâåííàÿ êðàòíàÿ èç íèõ
ìîæåò áûòü ëèáî ñåäëîóçëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì, ëèáî òî-
ïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì.

Òåîðåìà 3.1.3.24. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-
ðû Ïóàíêàðå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå îäíó êðàòíóþ, òî
îñòàëüíûå òðè íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â ñëó÷àå, êîãäà èç ÷åòû-
ðåõ îñîáûõ òî÷åê A, B, C è D òî÷êà A ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé. Â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà ñëîæíîé îñîáîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ îäíà èç òî÷åê B, C è D,
ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü A � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà, à òî÷êè B,
C è D � ïðîñòûå ñ¼äëà. Òîãäà èìååò ìåñòî ñèñòåìà:

a30 = 0,

−b03(a12 − b03) < 0,

−(a21 + a12)(b03 − b21 − a12) < 0,

−
(

a12b
2
21

(b03 − a12)2 +
a21b21

b03 − a12

)
b21(b21 + a12 − b03)

b03 − a12
< 0,
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èç êîòîðîé âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:

(a21 + a12)(b21 + a12 − b03) < 0, (3.1.3.26)

b2
21

(b03 − a12)2

(
a12b21

b03 − a12
+ a21

)
(b21 + a12 − b03) > 0, (3.1.3.27)

b03(b03 − a12) < 0. (3.1.3.28)

Ïóñòü b21 + a12 − b03 > 0 (â ñëó÷àå b21 + a12 − b03 < 0 ðàññóæäåíèÿ
àíàëîãè÷íû). Òîãäà èç (3.1.3.26) è (3.1.3.27) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà:

a21 + a12 < 0, (3.1.3.29)

a12b21

b03 − a12
+ a21 > 0. (3.1.3.30)

Èç (3.1.3.29) è (3.1.3.30) ëåãêî ïîëó÷èì, ÷òî

a12b21

b03 − a12
− a12 > 0.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

a12(b03 − a12) > 0. (3.1.3.31)

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.1.3.31) íà −1 è ñëîæèâ ñ íåðàâåí-
ñòâîì (3.1.3.28), ïîëó÷àåì íåâûïîëíèìîå íåðàâåíñòâî (b03 − a12)

2 < 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.1.3.25. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè

÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå A � ñëîæíóþ, òî îñòàëüíûå òðè
îñîáûå òî÷êè B, C è D � ïðîñòûå óçëû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà

a12b03 < 0, (a21 + a12)

(
a12b21

b03 − a12
+ a21

)
< 0. (3.1.3.32)

Äîêàçàòåëüñòâî.ÏóñòüA� ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.3.15)
íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 3.1.3.3 è íåðàâåíñòâà (3.1.3.4)
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå a30 = 0, b21 6= 0. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû òî÷êè B, C è D
áûëè ïðîñòûìè óçëàìè, òî åñòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ:

b03(b03 − a12) > 0, (3.1.3.33)
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(a21 + a12)(b21 + a12 − b03) > 0, (3.1.3.34)

(b21 + a12 − b03)

(
a12b21

b03 − a12
+ a21

)
< 0. (3.1.3.35)

Èç (3.1.3.34) è (3.1.3.35) ñëåäóåò âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (3.1.3.32).
Ñëîæèì íåðàâåíñòâî (3.1.3.34) ñ íåðàâåíñòâîì (3.1.3.35), óìíîæèâ ïðåä-
âàðèòåëüíî îáå ÷àñòè ïåðâîãî íà −1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(b21 + a12 − b03)
2 a12

b03 − a12
< 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

a12(b03 − a12) < 0. (3.1.3.36)

Èç (3.1.3.33) è (3.1.3.36) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî a12b03 < 0. Íåîáõîäè-
ìîñòü äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.1.3.32).
Èç íåðàâåíñòâà a12b03 < 0 ñëåäóåò (3.1.3.33), òî åñòü D � ïðîñòîé óçåë.
Ïîêàæåì, ÷òî B è C � òàêæå ïðîñòûå óçëû.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü: à) ëèáî B è C � ñåäëà; ëèáî îäíà èç
îñîáûõ òî÷åê B è C � ñåäëî. Â ñëó÷àå à) ìû èìååì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

(a21 + a12)(b21 + a12 − b03) < 0, (3.1.3.37)

(b21 + a12 − b03)

(
a12b21

b03 − a12
+ a21

)
> 0. (3.1.3.38)

Èç (3.1.3.37) è (3.1.3.38) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî a12(b03 − a12) > 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó a12b03 < 0. Â ñëó÷àå á) ðàäè îïðåäåëåííîñòè
ïîëàãàåì, ÷òî B � ïðîñòîå ñåäëî, C � óçåë. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ:

(a21 + a12)(b21 + a12 − b03) < 0, (3.1.3.39)

(b21 + a12 − b03)

(
a12b21

b03 − a12
+ a21

)
< 0. (3.1.3.40)

Èç (3.1.3.39) è (3.1.3.40) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(a21 + a12)

(
a12b21

b03 − a12
+ a21

)
> 0,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó èç äâóõ íåðàâåíñòâ (3.1.3.32). Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåì ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.1.3.26. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-

ðû Ïóàíêàðå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå îäíó ñëîæíóþ è òðè
ïðîñòûå, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ, è òîëüêî
îíè: a) 1cy, 3y; á) 1cy, 2y, 1c; â) 1cy, 2c, 1y; ã)1my, 3y; ä)1my, 2c, 1y; å)
1my, 2y, 1c; æ) 1mc, 3y; ç)1mc, 2c, 1y; è)1mc, 2y, 1c.

Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.3.26.

Ïðèìåð 73. 



dx

dt
= x+ x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= y + 4x2y − xy2 − y3.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå:
ñåäëîóçåë A(u = z = 0), B(u = 1, z = 0), C(u = −2, z = 0) è D(υ = z =

0) � ïðîñòûå óçëû.
Ïðèìåð 74.





dx

dt
= x+ x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= y − 4x2y + 4xy2 + 2y3.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ:
ñåäëîóçåë A(u = z = 0), ïðîñòûå ñåäëà B(u = 1, z = 0), C(u = −4, z = 0)

è ïðîñòîé óçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 75. 



dx

dt
= x+ x2 + x2y + 2xy2,

dy

dt
= x+ y + 2x2y + y3.

Ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, â
òîì ÷èñëå: ñåäëîóçåë A(u = z = 0), ïðîñòûå óçëû B(u = 1, z = 0) è
C(u = −2, z = 0), ïðîñòîå ñåäëî D(υ = z = 0).
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Ïðèìåð 76. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= −x+ x2y + xy2,

dy

dt
= x+ 4x2y − xy2 − y3

èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè: òîïîëîãè÷å-
ñêèé óçåë A(u = z = 0), ïðîñòûå óçëû B(u = 1, z = 0) è C(u = −2, z =

0), ïðîñòîå ñåäëî D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 77. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû




dx

dt
= x+ x2y + xy2,

dy

dt
= x+ y − 4x2y + 4xy2 + 2y3

áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ: òîïîëîãè÷åñêèé óçåë
A(u = z = 0), ïðîñòûå ñåäëà B(u = 1, z = 0) è C(u = −4, z = 0), ïðîñòîé
óçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 78. 



dx

dt
= −x+ x2y + 2xy2,

dy

dt
= x+ 5y + 2x2y + y3.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè: òîïîëîãè÷å-
ñêèé óçåë A(u = z = 0), ïðîñòûå óçëû B(u = 1, z = 0) è C(u = −2, z =

0), ïðîñòîå ñåäëî D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 79. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= x+ x2y + xy2,

dy

dt
= x+ 4x2y − xy2 − y3

íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè: òîïîëîãè÷åñêîå
ñåäëî A(u = z = 0), ïðîñòûå óçëû B(u = 1, z = 0) è D(υ = z = 0),

ïðîñòîå ñåäëî C(u = −2, z = 0).
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Ïðèìåð 80. Íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= −x+ x2y + xy2,

dy

dt
= x+ y − 4x2y + 4xy2 + 2y3

èìååò ÷åòûðå îñîáûå òî÷êè: òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî A(u = z = 0), ïðîñòûå
ñåäëà B(u = 1, z = 0) è C(u = −4, z = 0), ïðîñòîé óçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 81. Áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= x+ x2y + 2xy2,

dy

dt
= x+ 5y + 2x2y + y3

ÿâëÿþòñÿ: A(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî, B(u = 1, z = 0) è
C(u = −2, z = 0) � ïðîñòûå óçëû, D(υ = z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî.

3.1.4 Èññëåäîâàíèå òèïîâ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê
êóáè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñëó÷àé òðåõ îñîáûõ òî÷åê

.
Òåîðåìà 3.1.4.1. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû

Ïóàíêàðå òðè îñîáûå òî÷êè è òîëüêî òðè, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà
èç íèõ êðàòíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî
A(u = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.16). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
D(υ = z = 0) íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (3.1.1.34). Òîãäà
a03 6= 0, è óðàâíåíèå (3.1.3.10), êàê àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷åòâåð-
òîé ñòåïåíè, èìååò äâà ïðîñòûõ è îäèí äâóêðàòíûé êîðåíü. Ïðè ýòîì,
î÷åâèäíî, êðàòíîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ (3.1.3.10) ñîîòâåòñòâóåò êðàòíàÿ
(ñëîæíàÿ) îñîáàÿ òî÷êà.

Åñëè D(υ = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.34), òî a03 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè b03 − a12 6= 0 êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.1.3.10) èìååò
îäèí ïðîñòîé è îäèí äâóêðàòíûé êîðåíü, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñëîæ-
íàÿ îñîáàÿ òî÷êà.
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Åñëè æå b03 − a12 = 0, òî ñàìà òî÷êà D(υ = z = 0) - êðàòíàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.34). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà òðåõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî-
÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15) ñ÷èòàåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ÷òî A(u = z = 0),

B(u = 1, z = 0) � îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.16), à D(υ = z = 0) �
îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.34). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ (3.1.3.3).

Ñëó÷àé 1. b03 − a12 6= 0.

Óðàâíåíèå (3.1.3.10) çàïèøåòñÿ â âèäå: u[(b03− a12)u
2 + (b12− a21)u+

b21 − a30] = 0.

Èç òîæäåñòâà

(b03− a12)u
2 + (b12− a21)u+ b21− a30 ≡ (b03− a12)(u

2− 2u+ 1). (3.1.4.1)

ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ:

b12 − a21 = −2(b03 − a12), (3.1.4.2)

b21 − a30 = b03 − a12. (3.1.4.3)

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé íàìè ñëó÷àé 1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì
äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê, êîãäà B è C ñëèâàþòñÿ â îäíó òî÷êó
(u0 = 1).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè îñîáûõ òî÷åê A, B è D áóäóò èìåòü ñîîò-
âåòñòâåííî âèä: (3.1.3.7); λ1(B) = −a30 − a21 − a12, λ2(B) = 0.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî òî÷êè A è D, áóäó÷è ïðîñòûìè óçëàìè, èìåþò
ïðîòèâîïîëîæíóþ óñòîé÷èâîñòü.

Ïóñòü A � ïðîñòîé óñòîé÷èâûé óçåë, à D � ïðîñòîé íåóñòîé÷èâûé
óçåë ñèñòåìû (3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
a30 > 0, b21 − a30 < 0, b03 < 0, a12 − b03 > 0.

Âûÿñíèì õàðàêòåð êðàòíîé îñîáîé òî÷êè B(u = 1, z = 0) ñèñòåìû
(3.1.1.16). Äëÿ ýòîãî íà÷àëî êîîðäèíàò ñèñòåìû (3.1.1.16) ñîâìåñòèì ñ
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òî÷êîé B. Òîãäà ñèñòåìà ïðèìåò âèä:




du

dt
= (b20 + b11 − a20 + b02 − a11 − a02)z + (b03 − a12)u

2+

+ (b11 − a20 + 2b02 − 2a11 − 3a02)uz + (b10 + b01−
− a10 − a01)z

2 + (b03 − a12)u
3 + (b02 − a11 − 3a02)u

2z+

+ (b01 − a10 − 2a01)uz
2 + (b00 − a00)z

3 − a02u
3z−

− a01u
2z2 − a00uz

3,

dz

dt
= −(a30 + a21 + a12)z − (a21 + 2a12)uz − (a20 + a11+

+ a02)z
2 − a12u

2z − (a11 + 2a02)uz
2 − (a10 + a01)z

3−
− a02u

2z2 − a01uz
3 − a00z

4.

(3.1.4.4)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

b = b20 + b11 − a20 + b02 − a11 − a02,

d = −(a30 + a21 + a12).

Åñëè b = 0, òî d 6= 0 è îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) ñèñòåìû (3.1.4.4) ÿâëÿåòñÿ
ñåäëîóçëîì êðàòíîñòè 2 [80].

Åñëè d = 0, òî b 6= 0, è îáà êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
îñîáîé òî÷êè (0, 0) ñèñòåìû (3.1.4.4) ðàâíû íóëþ.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3.1.4.4) â âèäå:




du

dτ
=

1

b

[
(b03 − a12)u

2 + (b11 − a20 + 2b02 − 2a11 − 3a02)uz+

+ (b10 + b01 − a10 − a01)z
2 + (b03 − a12)u

3 + (b02 − a11−
− 3a02)u

2z + (b01 − a10 − 2a01)uz
2 + (b00 − a00)z

3−

− a02u
3z − a01u

2z2 − a00uz
3
]
+z ≡ P2(u, z) + z,

dz

dτ
= −1

b

[
(a21 + 2a12)uz + (a20 + a11 + a02)z

2 + a12u
2z+

+ (a11 + 2a02)uz
2 + (a10 + a01)z

3 + a02u
2z2+

+ a01uz
3 + a00z

4
]
≡ Q2(u, z),

(3.1.4.5)

ãäå dτ = bdt.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z + P2(u, z) = 0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

z =
(a12 − b03)u

2

b
+ ... ≡ ϕ(u).

Åñëè a21 + 2a12 6= 0, òî

Q2(u, ϕ(u)) =
(a21 + 2a12)(b03 − a12)u

3

b2 + . . . (3.1.4.6)

Èç ðàâåíñòâà (3.1.4.6) ñîãëàñíî òåîðåìå 66 [80, ñ.397] ñëåäóåò, ÷òî, åñëè
(a21 + 2a12)(b03 − a12) > 0, òî òî÷êà B ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì.
Åñëè æå (a21+2a12)(b03−a12) < 0, òî B ìîæåò áûòü òîëüêî îñîáîé òî÷êîé
ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì. Óáåäèìñÿ â ýòîì.

Â ñàìîì äåëå,

P ′2u(u, ϕ(u)) +Q′2z(u, ϕ(u)) =
(2(b03 − a12)− a21 − 2a12)u

b
+ ... ≡ σ(u).

Ìëàäøèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè σ(u) èìååò ñòåïåíü 1, òî åñòü n = 1

� íå÷åòíîå ÷èñëî. Ìëàäøèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Q2(u, ϕ(u)), êàê
âèäíî èç (3.1.4.6), èìååò ñòåïåíü 2m + 1 = 3, òî åñòü m = 1. Òî÷êà
B íå ìîæåò áûòü íè ôîêóñîì, íè öåíòðîì, òàê êàê îêðóæíîñòü êðóãà
Ïóàíêàðå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1.4.4). Êðîìå ýòîãî, m =

n = 1 � íå÷åòíîå ÷èñëî, ïîýòîìó â ñèëó óïîìÿíóòîé âûøå òåîðåìû 66
[80] òî÷êà B � îñîáàÿ òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Åñëè a21 + 2a12 = 0, òî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Q2(u, ϕ(u)) ìîæåò íà÷è-
íàòüñÿ ñ ÷ëåíà íå÷åòíîé (÷åòíîé) ñòåïåíè.

Â ñëó÷àå íå÷åòíîé ñòåïåíè òî÷êà B ÿâëÿåòñÿ ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì
ñåäëîì, ëèáî îñîáîé òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì. Â ñëó÷àå ÷åòíîé
ñòåïåíè k = 2m, m ≥ 2 ñîãëàñíî òåîðåìå 67 [80, ñ. 404] òî÷êà B ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî ñåäëîóçëîì.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3.1.4.2. Åñëè A(u = z = 0) è D(υ = z = 0) � ïðî-

ñòûå óçëû ñèñòåìû (3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè, à òðåòüÿ îñîáàÿ òî÷-
êà B(u = 1, z = 0) � ñëîæíàÿ, òî îíà ìîæåò áûòü ëèáî ñåäëîóçëîì,
ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì, ëèáî îñîáîé òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåê-
òîðîì.
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Ïðèìåð 82. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= −y + x3 − x2y + xy2,

dy

dt
= x− x2y + 3xy2 − y3

èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè îñîáûå òî÷êè:ïðîñòûå óçëû A(u = z = 0) è
D(υ = z = 0), ñåäëîóçåë B(u = 1, z = 0) êðàòíîñòè 2.

Ïðèìåð 83. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= y + x2 + 2x3 − 3x2y + xy2,

dy

dt
= x− xy + xy2 − y3

èìååò òðè îñîáûå òî÷êè íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå: ïðîñòûå óçëû
A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî B(u = 1, z = 0).

Ïðèìåð 84.




dx

dt
= y + x2 + x3 − 3x2y + 2xy2,

dy

dt
= x− xy − 2x2y + 3xy2 − y3.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè îñîáûå òî÷êè: ïðîñòûå óçëû
A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), îñîáóþ òî÷êó B(u = 1, z = 0) ñ ýë-
ëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Òåîðåìà 3.1.4.3. Åñëè A(u = z = 0) è D(υ = z = 0) � ïðîñòûå
óçåë è ñåäëî, ñîîòâåòñòâåííî, à B(u = 1, z = 0) � ñëîæíàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.15) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, òî B ÿâëÿåòñÿ
ëèáî ñåäëîóçëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì, ëèáî îñîáîé òî÷êîé ñ
ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Òåîðåìà 3.1.4.4. Åñëè A(u = z = 0) è D(υ = z = 0) � ïðîñòûå ñåä-
ëà ñèñòåìû (3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè, à B(u = 1, z = 0) � ñëîæíàÿ
îñîáàÿ òî÷êà ýòîé æå ñèñòåìû ñ äâóìÿ íóëåâûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêè-
ìè êîðíÿìè, òî B íå ìîæåò áûòü òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 3.1.4.2.
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Ïðèìåð 85.




dx

dt
= x+ xy + x3 − x2y + 2xy2,

dy

dt
= y + xy + xy2 + y3.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè îñîáûå òî÷êè: ïðîñòîé óçåëA(u =

z = 0), ïðîñòîå ñåäëî D(υ = z = 0) è ñåäëîóçåë B(u = 1, z = 0).

Ïðèìåð 86.




dx

dt
= x− 2xy + x3 − 3x2y + 2xy2,

dy

dt
= y + 2xy − xy2 + y3.

Íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè:
A(u = z = 0) � ïðîñòîé óçåë, D(υ = z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî,
B(u = 1, z = 0) � òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 87.




dx

dt
= x− 2xy + 3x3 − 5x2y + 2xy2,

dy

dt
= y + 2xy + 2x2y − 3xy2 + y3.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: ïðîñòîé óçåë
A(u = z = 0), ïðîñòîå ñåäëî D(υ = z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî
B(u = 1, z = 0).

Òåîðåìà 3.1.4.5. Åñëè A(u = z = 0), D(υ = z = 0) � ïðîñòûå
ñåäëà ñèñòåìû (3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè, òî B(u = 1, z = 0) � ëèáî
ñåäëîóçåë, ëèáî îñîáàÿ òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 88.




dx

dt
= x+ 2xy − x3 + x2y + 2xy2,

dy

dt
= y + 2xy − 2x2y + 3xy2 + y3.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâà ïðîñòûõ ñåäëà A(u = z = 0) è
D(υ = z = 0), à òàêæå ñåäëîóçåë B(u = 1, z = 0) êðàòíîñòè 2.
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Ïðèìåð 89.




dx

dt
= x− 2xy − x3 − x2y + 2xy2,

dy

dt
= y + 2xy − 2x2y + xy2 + y3.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: ïðîñòûå ñåä-
ëà A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), à òàêæå òî÷êà B(u = 1, z = 0) ñ
ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïóñòü èç òðåõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê A, B è D ñèñòå-
ìû (3.1.1.15) òîëüêî îäíà ïðîñòàÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî
A(u = z = 0) � ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A �
óñòîé÷èâûé óçåë, òî åñòü áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ:

b21 − a30 < 0, a30 > 0, b03 = 0,

b21 = a30 − a12, a12 > 0, b12 = a21 + 2a12.
(3.1.4.7)

Ïðè âûïîëíåíèè (3.1.4.7) ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà D(υ = z = 0) ñè-
ñòåìû (3.1.3.34) èìååò òîëüêî îäèí íóëåâîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîðåíü.
Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû 65 [80, c. 379] òî÷êàD ìîæåò áûòü ëèáî ñåäëîóç-
ëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì, à òî÷êà
B, êàê ñêàçàíî âûøå � ñåäëîóçëîì, òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì èëè îñîáîé
òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3.1.4.6. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè

òîëüêî òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå îäèí ïðîñòîé óçåë è äâå ñëîæ-
íûå îñîáûå òî÷êè, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ:
a) 1y, 1my, 1mc; á) 1y, 2mc; â) 1y, 1mc, 1cy; ã)1y, 1mc, 1cý; ä)1y, 1my, 1cý,
; å) 1y, 1cy, 1cý; æ) 1y, 2cy; ç)1y, 1cy, 1my.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè òðåõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòå-
ìû (3.1.1.15) òîëüêî îäíà ïðîñòàÿ, è îíà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.1.4.7. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè
òðè îñîáûå òî÷êè,à èìåííî, îäíî ïðîñòîå ñåäëî è äâå ñëîæíûå îñîáûå
òî÷êè, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëîæíûõ îñîáûõ
òî÷åê: a) 2cy; á) 1cy, 1cý; â) 1cy, 1my; ã)1cy, 1mc; ä)1my, 1cý; å) 1mc, 1cý.
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Ïðèìåð 90.




dx

dt
= y + 2x2 + 3x3 − x2y + xy2,

dy

dt
= x+ 2y2 + 2x2y + xy2.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòîé óçåë A(u = z = 0), ñåäëî-
óçëû B(u = 1, z = 0) è D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 91. 



dx

dt
= y + 2x3 − 3x2y + xy2,

dy

dt
= x+ 2y2 + x2y − xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: óçåë A(u =

z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî B(u = 1, z = 0), ñåäëîóçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 92.




dx

dt
= y + 0, 5x3 − 1, 5x2y + xy2,

dy

dt
= x+ 2y2 − 0, 5x2y + 0, 5xy2.

Ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå: ïðî-
ñòîé óçåë A(u = z = 0), ñåäëîóçåë D(υ = z = 0), òî÷êó B(u = 1, z = 0)

ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.
Ïðèìåð 93.





dx

dt
= y + 0, 5x3 − 1, 5x2y + xy2,

dy

dt
= −y + x2 − 0, 5x2y + 0, 5xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ:
ïðîñòîé óçåë A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë D(υ = z = 0), îñîáàÿ
òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì B(u = 1, z = 0).

Ïðèìåð 94.




dx

dt
= −y + 0, 5x3 − 1, 5x2y + xy2,

dy

dt
= y + x2 − 0, 5x2y + 0, 5xy2.
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Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ:
ïðîñòîé óçåë A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ = z = 0), B(u =

1, z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.
Ïðèìåð 95.





dx

dt
= −y + 2x3 − 3x2y + xy2,

dy

dt
= −y + x2 + x2y − xy2.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè: ïðîñòîé óçåëA(u =

z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî B(u = 1, z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë
D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 96.




dx

dt
= y + x2 + 2x3 + x2y + xy2,

dy

dt
= −y + xy + x2y + 3xy2.

Íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè: ïðî-
ñòîé óçåë A(u = z = 0), ñåäëîóçåë B(u = 1, z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë
D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 97.




dx

dt
= y + x2 − 3x3 − x2y + xy2,

dy

dt
= x+ y2 − 4x2y + xy2.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè: ïðîñòîå ñåäëî
A(u = z = 0), ñåäëîóçëû B(u = 1, z = 0) è D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 98. 



dx

dt
= x− 4x3 + 3x2y + xy2,

dy

dt
= y + y2 − 5x2y + 5xy2.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè: ïðîñòîå ñåäëî
A(u = z = 0), ñåäëîóçåë D(υ = z = 0), îñîáóþ òî÷êó B(u = 1, z = 0) ñ
ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.



276

Ïðèìåð 99. 



dx

dt
= y − 2x3 + 2x2y + xy2,

dy

dt
= −3x2y + 4xy2.

Áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: ïðî-
ñòîå ñåäëî A(u = z = 0), ñåäëîóçåë B(u = 1, z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé
óçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 100.




dx

dt
= −y − 2x3 + 2x2y + xy2,

dy

dt
= −3x2y + 4xy2.

Áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: ïðî-
ñòîå ñåäëî A(u = z = 0), ñåäëîóçåë B(u = 1, z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå
ñåäëî D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 101. 



dx

dt
= y − x3 + xy2,

dy

dt
= xy − 2x2y + 2xy2.

Áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: ïðî-
ñòîå ñåäëî A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë D(υ = z = 0), îñîáàÿ
òî÷êà B(u = 1, z = 0) ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 102. 



dx

dt
= −y − x3 + xy2,

dy

dt
= xy − 2x2y + 2xy2.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè îñîáûå òî÷êè: ïðîñòîå ñåäëî
A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ = z = 0), òî÷êó B(u = 1, z = 0)

ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15)

íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè. Çäåñü ñ÷èòàþòñÿ âûïîëíåííûìè
óñëîâèÿ:

a30 = b03 = 0, b21 = −a12 6= 0. (3.1.4.8)
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè îñîáûõ òî÷åê A, B è D çàäàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî ôîðìóëàìè:

λ1(A) = 0, λ2(A) = b21; λ1(B) = −a21 − a12, λ2(B) = 0;

λ1(D) = 0, λ2(D) = a12.
(3.1.4.9)

Òåîðåìà 3.1.4.8. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôå-
ðû Ïóàíêàðå òðè îñîáûå òî÷êè, è îíè êðàòíûå ïðè âûïîëíåíèè (3.1.4.8).
Òîãäà ñðåäè ýòèõ òðåõ îñîáûõ òî÷åê íå áîëåå îäíîé ñ äâóìÿ íóëåâûìè
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè. Åñëè åñòü òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà, òî îíà
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A, B èD � îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15)
íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà â ñèëó (3.1.4.9) òî÷êè A è D èìåþò
ïî îäíîìó íóëåâîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êîðíþ.

Ïóñòü òî÷êà B(u = 1, z = 0) èìååò äâà íóëåâûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
êîðíÿ, òîãäà a21 = −a12 è ðàâåñòâî (3.1.4.6) ïðèìåò âèä:

Q2(u, ϕ(u)) = −a
2
12

b2 u
3 + . . . (3.1.4.10)

Òàê êàê êîýôôèöèåíò ïðè u3 â ðàçëîæåíèè (3.1.4.10) îòðèöàòåëüíûé,
òî B(u = 1, z = 0) ìîæåò áûòü òîëüêî îñîáîé òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì
ñåêòîðîì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.4.2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 3.1.4.8 ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.1.4.9. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

òåîðåìû 3.1.4.8, òî îíà íå ìîæåò èìåòü íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå
òðè òîïîëîãè÷åñêèõ ñåäëà, à òàêæå òðè òîïîëîãè÷åñêèõ óçëà.

Â ñâîþ î÷åðåäü èç äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåì âûòåêàåò
Òåîðåìà 3.1.4.10. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

òåîðåìû 3.1.4.8, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè ðàñïðåäåëåíèÿ òðåõ
êðàòíûõ îñîáûõ òî÷åê è òîëüêî îíè íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå: a)
3cy; á) 2cy, 1ñý; â) 2cy, 1mñ; ã) 2cy, 1my; ä) 2my, 1cy; å) 2my, 1ñý; æ) 2mñ,
1cy; ç) 2mc, 1cý; è) 1ñy, 1mc, 1cý; ê) 1ñy, 1mó, 1ñý; ë) 1ñó, 1mc, 1my.

Ïðèìåð 103. 



dx

dt
= x2 + 3x2y − xy2,

dy

dt
= y2 + x2y + xy2.
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Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè ñåäëîóçëà A(u = z = 0), B(u =

1, z = 0), D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 104. Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû




dx

dt
= y + x2 + x2y − xy2,

dy

dt
= y2 + xy + x2y − xy2

íà áåñêîíå÷íîñòè ñëóæàò ñåäëîóçëû A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), à
òàêæå òî÷êà B(u = 1, z = 0) ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 105. 



dx

dt
= y + x2 + x2y − xy2,

dy

dt
= x+ x2y − xy2.

Íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ðàñïîëîæåíû òðè îñîáûå òî÷êè ñèñòå-
ìû: ñåäëîóçåë A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ = z = 0) è òî÷êà
B(u = 1, z = 0) ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 106.




dx

dt
= −y + x2 + x2y − xy2,

dy

dt
= x+ x2y + xy2.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè îñîáûå òî÷êè: ñåäëîóçåë A(u =

z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë D(υ = z = 0) è òî÷êó B(u = 1, z = 0) ñ
ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 107.




dx

dt
= −2x− y + x2y − xy2,

dy

dt
= xy + x2y − xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: òîïîëîãè÷å-
ñêèå óçëû A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), à òàêæå òî÷êà B(u = 1, z = 0)

ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.
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Ïðèìåð 108.




dx

dt
= −2x+ y + x2y − xy2,

dy

dt
= −y + xy + x2y − xy2.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå: òî-
ïîëîãè÷åñêèé óçåë A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ = z = 0) è
òî÷êà B(u = 1, z = 0) ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 109.




dx

dt
= x+ 2y + x2y − xy2,

dy

dt
= −x+ xy + x2y − xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ñëóæàò: òîïîëîãè÷åñêèå
óçëû A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), à òàêæå òî÷êà B(u = 1, z = 0) ñ
ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 110. 



dx

dt
= x+ y − xy2,

dy

dt
= x2y − 2xy2.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò òðè îñîáûå òî÷êè: òîïîëîãè÷åñêèå
ñåäëà A(u = z = 0) è D(υ = z = 0), à òàêæå ñåäëîóçåë B(u = 1, z = 0).

Ïðèìåð 111. 



dx

dt
= x+ y + xy2,

dy

dt
= −x2y + 2xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ:
òîïîëîãè÷åñêèå óçëû A(u = z = 0), D(υ = z = 0) è ñåäëîóçåë B(u =

1, z = 0).

Ïðèìåð 112. 



dx

dt
= x+ xy2,

dy

dt
= y2 − x2y + 2xy2.
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Áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: ñåäëî-
óçëû B(u = 1, z = 0), D(υ = z = 0) è òîïîëîãè÷åñêèé óçåë A(u = z = 0).

Ïðèìåð 113.




dx

dt
= x+ 2y + 2x2y − xy2,

dy

dt
= −x+ xy + x2y.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ:
ñåäëîóçëû D(υ = z = 0), B(u = 1, z = 0) è òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî A(u =

z = 0).

Çàìå÷àíèå 3.1.4.1. Â ñëó÷àå òðåõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15)
íà áåñêîíå÷íîñòè è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ b03 − a12 = 0 ïîëó÷àþòñÿ òå
æå âîçìîæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê, ÷òî è â ðàññìîòðåííîì
ïåðâîì ñëó÷àå (b03 − a12 6= 0).

Òåì ñàìûì èñ÷åðïàíî èññëåäîâàíèå áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî-
÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15), êîãäà èõ ÷èñëî ðàâíî òðåì.

Çàìå÷àíèå 3.1.4.2. Òàê êàê àâòîð ñòàòüè [93] äîïóñêàåò â ñëó÷àå
òðåõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15) òîëüêî îä-
íó êðàòíóþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü òîëüêî ñåäëîóçëîì, òî òîãäà íåâåðíà
òåîðåìà 2 [93].

3.1.5 Èññëåäîâàíèå òèïîâ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê
êóáè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñëó÷àé äâóõ îñîáûõ òî÷åê

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì A(u = z = 0) è D(υ = z = 0) -
îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà óðàâíåíèå

f(u) ≡ u((b03 − a12)u
2 + (b12 − a21)u+ b21 − a30) = 0 (3.1.5.1)

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü u = 0.

Ñëó÷àé 1. b03−a12 6= 0. Òîãäà, êàê âèäíî èç (3.1.5.1), ïî íåîáõîäèìî-
ñòè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé: a) (b12−a21)

2−4(b03−a12)(b21−a30) < 0;

á) b12 − a21 = b21 − a30 = 0.

Ïóñòü èìååò ìåñòî á). Òàê êàê ñèñòåìà (3.1.1.16) èìååò íåâûðîæäåí-
íóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü, òî |b20| + |a30| > 0. Åñëè b20a30 6= 0, òî ê ñèñòåìå
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(3.1.1.16) ïðèìåíÿåì íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå u = a30u + b20z,

z = b20z è çàìåíó âðåìåíè dτ = −a30dt. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó




du

dτ
=

(a12 − b03)u
3

a4
30

− ϕ(u, z)

a30
≡ P2(u, z),

dz

dτ
= z − φ(u, z)

a30
,

(3.1.5.2)

ãäå ϕ(u, z) è φ(u, z) íå ñîäåðæàò ëèíåéíûõ è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
Òàê êàê

P2(u, 0) =
(a12 − b03)u

3

a4
30

+ . . . ,

òî ñîãëàñíî òåîðåìå 65 [80, c. 379] A(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë
(òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî), åñëè a12 − b03 > 0 (a12 − b03 < 0).

Åñëè b20 = 0, a30 6= 0, òî â ñèñòåìå (3.1.1.16) äåëàåì çàìåíó âðåìåíè
dτ = −a30dt 




du

dτ
=

(a12 − b03)u
3

a30
+ ϕ(u, z),

dz

dτ
= z + φ(u, z),

ãäå ϕ(u, 0) ≡ 0, φ(u, 0) ≡ 0, ϕ(u, z) è φ(u, z) íå ñîäåðæàò ëèíåéíûõ è
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Òàêèì îáðàçîì, A(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë (òîïîëîãè÷åñêîå
ñåäëî), åñëè a30(a12 − b03) > 0(a30(a12 − b03) < 0).

Åñëè a30 = 0, b20 6= 0, è â ñèñòåìå (3.1.1.16) äåëàåì çàìåíó âðåìåíè
dτ = b20dt:





du

dτ
= z +

(b11 − a20)uz

b20
+
b10z

2

b20
+

(b03 − a12)u
3

b20
+

+
(b02 − a11)u

2z

b20
+

(b01 − a10)uz
2

b20
+
b00z

3

b20
−

− a02u
3z

b20
− a01u

2z2

b20
− a00uz

3

b20
≡ z + P2(u, z),

dz

dτ
= −a21uz

b20
− a20z

2

b20
− a12u

2z

b20
− a11uz

2

b20
− a10z

3

b20
−

− a02u
2z2

b20
− a01uz

3

b20
− a00z

4

b20
≡ Q2(u, z).
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z+P2(u, z) = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä, ìëàäøèé
÷ëåí ðàçëîæåíèÿ êîòîðîãî èìååò òðåòüþ ñòåïåíü, òî åñòü

ϕ(u) =
(a12 − b03)u

3

b20
+ . . . .

Åñëè ïðè ýòîì a21 6= 0, òî

Q2(u, ϕ(u)) =
a21(b03 − a12)u

4

b20
+ . . . ,

è ñîãëàñíî òåîðåìå 67 [80] A(u = z = 0) � ñåäëîóçåë.
Åñëè æå a21 = 0, òî a12 6= 0 è

Q2(u, ϕ(u)) =
a12(b03 − a12)u

5

b20
+ . . . .

Îòñþäà ïî òåîðåìå 66 [80] ñëåäóåò, ÷òî A(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêîå
ñåäëî, åñëè (a12(b03−a12))/b20 > 0 è òîïîëîãè÷åñêèé óçåë, åñëè (a12(b03−
a12))/b20 < 0.

Òàê êàê ïðè b03− a12 6= 0 îäèí èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíåé îñîáîé
òî÷êè D(υ = z = 0) âñåãäà îòëè÷åí îò íóëÿ, òî õàðàêòåð D(υ = z = 0)

âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ òåîðåìîé 65 [80], åñëè, ðàçóìååòñÿ, ýòà òî÷êà ÿâëÿ-
åòñÿ ñëîæíîé òî÷êîé ïîêîÿ.

Ïóñòü äàëåå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå à). Òîãäà. î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî (b03 − a12)(b21 − a30) > 0. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé îñîáûõ òî÷åê A è D ñîîòâåòñòâåííî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

λ1(A) = −a30, λ2(A) = b21 − a30,

λ1(D) = −b03, λ2(D) = a12 − b03.
(3.1.5.3)

Èç (3.1.5.3), î÷åâèäíî, ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.1.5.1. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû

Ïóàíêàðå äâå ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè,òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè
èõ ðàñïðåäåëåíèÿ è òîëüêî îíè: à) 2ó; á) 1ó, 1ñ; â) 2ñ.

Ïðèìåð 114.




dx

dt
= x+ 2x3 + x2y + xy2,

dy

dt
= y + x2y + 3xy2 − y3.
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Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâå îñîáûå òî÷êè: ïðîñòûå óçëû
A(u = z = 0) è D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 115.




dx

dt
= x+ 2x3 + x2y + 3xy2,

dy

dt
= y + x2y + 3xy2 + y3.

Äëÿ äàííîé ñèñòåìû áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîñòîé óçåë A(u = z = 0) è ïðîñòîå ñåäëî D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 116.




dx

dt
= x− x3 + x2y + 3xy2,

dy

dt
= y − 2x2y + 3xy2 + y3.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâà ïðîñòûõ ñåäëà A(u = z = 0) è
D(υ = z = 0).

Òåîðåìà 3.1.5.2. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå äâå ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè, ïðè÷åì îäíà èç íèõ êðàòíàÿ, òî
âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ: à) 1ñó, 1ó; á) 1ñó, 1ñ; â)
1mñ, 1ó; ã) 1mó, 1ñ; ä) 1mó, 1ó; å) 1mñ, 1ñ.

Ïðèìåð 117.




dx

dt
= x+ x2 + x2y + 2xy2,

dy

dt
= y + x2y + 2xy2 + 3y3.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâå îñîáûå òî÷êè, â òîì ÷èñëå ñåä-
ëîóçåë A(u = z = 0) è ïðîñòîé óçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 118.




dx

dt
= x+ x2 + x2y + 3xy2,

dy

dt
= y − x2y + 2xy2 + 2y3.

Ñèñòåìà èìååò äâå îñîáûå òî÷êè íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå: A(u =

z = 0) � ñåäëîóçåë, D(υ = z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî.
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Ïðèìåð 119.




dx

dt
= x+ y + xy + xy2,

dy

dt
= x+ x2y + xy2 + 2y3.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò äâå îñîáûå òî÷êè: òîïîëîãè÷åñêîå
ñåäëî A(u = z = 0), ïðîñòîé óçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 120.




dx

dt
= x+ y + 4xy2,

dy

dt
= x− x2y + 2xy2 + 2y3.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ñëóæàò: òî-
ïîëîãè÷åñêèé óçåë A(u = z = 0) è ïðîñòîå ñåäëî D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 121.




dx

dt
= x+ y + xy2,

dy

dt
= x− y − x2y + 2xy2 − y3.

Áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: òîïî-
ëîãè÷åñêèé óçåëA(u = z = 0) è ïðîñòîé óçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 122.




dx

dt
= −x+ y + 3xy2,

dy

dt
= x+ y − x2y + xy2 + 2y3.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâå îñîáûå òî÷êè: òîïîëîãè÷åñêîå
ñåäëî A(u = z = 0) è ïðîñòîå ñåäëî D(υ = z = 0).

Ïóñòü A è D � ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ îäèí
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîðåíü ðàâåí íóëþ. Òîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ îñîáûõ
òî÷åê ìîæåò áûòü ëèáî ñåäëîóçëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì, ëèáî
òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì [80].

Ó÷èòûâàÿ èññëåäîâàíèå îñîáîé òî÷êè A(u = z = 0), ïðîâåäåííîå
âûøå ïðè âûïîëíåíèè á), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.



285

Òåîðåìà 3.1.5.3. Ïóñòü A è D � ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû
(3.1.1.15) íà áåñêîíå÷íîñòè, è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
b03 − a12 6= 0. Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ è
òîëüêî îíè: à) 2ñó; á) 1ñó, 1mñ; â) 1ñó, 1mó; ã) 2mñ; ä) 1mñ, 1mó; å) 2mó.

Ïðèìåð 123.




dx

dt
= −y + x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= y − x2y.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ: ñåäëîóçåë
A(u = z = 0) è òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 124.




dx

dt
= x+ x2 + 2x2y − xy2,

dy

dt
= y + y2 + x2y + 3xy2.

Îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ñåäëîóçëû
A(u = z = 0) è D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 125.




dx

dt
= −y + x2 + x2y + xy2,

dy

dt
= −y − x2y.

Áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: ñåäëî-
óçåë A(u = z = 0), òîïîëîãè÷åñêèé óçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 126.




dx

dt
= −2x+ y + x2y + xy2,

dy

dt
= x+ 2y − x2y + xy2.

Äëÿ äàííîé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò òîëüêî äâå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå
îñîáûå òî÷êè: òîïîëîãè÷åñêèå ñåäëà A(u = z = 0) è D(υ = z = 0).
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Ïðèìåð 127.




dx

dt
= −2x+ y + x2y + xy2,

dy

dt
= x− 2y − x2y + xy2.

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìà èìååò äâå îñîáûå òî÷êè: òîïîëîãè÷åñêîå
ñåäëî A(u = z = 0) è òîïîëîãè÷åñêèé óçåë D(υ = z = 0).

Ïðèìåð 128. 



dx

dt
= 2x+ y + x2y + xy2,

dy

dt
= x− 2y − x2y + xy2.

Ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâå îñîáûå òî÷êè, à èìåííî, äâà
òîïîëîãè÷åñêèõ óçëà A(u = z = 0) è D(υ = z = 0).

Ñëó÷àé 2. b03 − a12 = b12 − a21 = 0, b21 − a30 6= 0.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ õàðàêòåðà îñîáûõ òî÷åê A è D çàïèøåì ñèñòåìû
(3.1.1.16) è (3.1.1.34):




du

dt
= (b21 − a30)u+ b20z + (b11 − a20)uz + b10z

2+

+ (b02 − a11)u
2z + (b01 − a10)uz

2 + b00z
3−

− a02u
3z − a01u

2z2 − a00uz
3,

dz

dt
= −a30z − a21uz − a20z

2 − a12u
2z − a11uz

2 − a10z
3−

− a02u
2z2 − a01uz

3 − a00z
4;

(3.1.5.4)





dυ

dt
= a02z + (a11 − b02)υz + a01z

2 + (a30 − b21)υ
3+

+ (a20 − b11)υ
2z + (a10 − b01)υz

2 + a00z
3−

− b20υ
3z − b10υ

2z2 − b00υz
3,

dz

dt
= −b03z − b12υz − b02z

2 − b21υ
2z − b11υz

2 − b01z
3−

− b20υ
2z2 − b10υz

3 − b00z
4.

(3.1.5.5)

Òàê êàê ëèíåéíàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (3.1.5.5) íåâûðîæäåííàÿ, òî |a02| +
|b03| > 0.
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Åñëè a02b03 6= 0, òî ñèñòåìó (3.1.5.5) ïîñðåäñòâîì íåîñîáîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ υ = b03υ + a02z, z = a02z ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:





dυ

dt
= P2(υ, z),

dz

dt
= z +Q2(υ, z).

(3.1.5.6)

Ïîýòîìó, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî â ñèñòåìå (5.1.5.5)
a02 = 0 è äåëàåì çàìåíó âðåìåíè dτ = −b03dt:





dυ

dτ
=

1

b03

[
(b02 − a11)υz − a01z

2 + (b21 − a30)υ
3+

+ (b11 − a20)υ
2z + (b01 − a10)υz

2 − a00z
3+

+ b20υ
3z + b10υ

2z2 + b00υz
3
]
≡ P2(υ, z),

dz

dτ
= z +

b12

b03
υz +

b02

b03
z2 +

b21

b03
υ2z +

b11

b03
υz2 +

b01

b03
z3+

+
b20

b03
υ2z2 +

b10

b03
υz3 +

b00

b03
z4 ≡ z +Q2(υ, z).

(3.1.5.7)

Ñèñòåìà (5.1.5.7) èìååò âèä ñèñòåìû (5.1.5.6) òàê êàê

P2(υ, 0) =
(b21 − a30)

b03
υ3 + . . . ,

è, çíàÿ õàðàêòåð ïðîñòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ A(u = z = 0), ìîæåì
ñäåëàòü âûâîä î õàðàêòåðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ D(υ = z = 0) ñîãëàñíî
òåîðåìå 65 [80]. À èìåííî. åñëè A(u = z = 0) � ïðîñòîå ñåäëî, òî D(υ =

z = 0) ìîæåò áûòü òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì èëè òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì.
Ê àíàëîãè÷íîìó âûâîäó ïðèõîäèì è â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà A � ïðîñòîé
óçåë.

Åñëè A � ñëîæíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, òî a30 = 0, òàê êàê b21 −
a30 6= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî b21 6= 0. Î÷åâèäíî, òèï îñîáîé òî÷êè A

îïðåäåëÿåòñÿ âñå òîé æå òåîðåìîé 65 [80], òî åñòü A � ëèáî ñåäëîóçåë,
ëèáî òîïîëîãè÷åñêèé óçåë, ëèáî òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî. Îòñþäà äåëàåì
âûâîä, ÷òî íîâûõ âîçìîæíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê A è D,

îòëè÷íûõ îò ïîëó÷åííûõ â ñëó÷àå 1, íåò.
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Ñëó÷àé 3. b03 − a12 = b21 − a30 = 0, b21 − a21 6= 0. Ñèñòåìû (3.1.1.16)
è (3.1.1.34) ïåðåïèøåì â âèäå:





du

dt
= b20z + (b12 − a21)u

2 + (b11 − a20)uz + b10z
2+

+ (b02 − a11)u
2z + (b01 − a10)uz

2 + b00z
3−

− a02u
3z − a01u

2z2 − a00uz
3,

dz

dt
= −a30z − a21uz − a20z

2 − a12u
2z − a11uz

2 − a10z
3−

− a02u
2z2 − a01uz

3 − a00z
4;

(3.1.5.8)





dυ

dt
= a02z + (a21 − b12)υ

2 + (a11 − b02)υz + a01z
2+

+ (a20 − b11)υ
2z + (a10 − b01)υz

2+

+ a00z
3 − b20υ

3z − b10υ
2z2 − b00υz

3,

dz

dt
= −b03z − b12υz − b02z

2 − b21υ
2z − b11υz

2−
− b01z

3 − b20υ
2z2 − b10υz

3 − b00z
4.

(3.1.5.9)

Èç (3.1.5.8) è (3.1.5.9) ñëåäóåò îáÿçàòåëüíîå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ:
|b20|+ |a30| > 0, |a02|+ |b03| > 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a30 = b03 = 0. Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìû (3.1.5.8) è
(3.1.5.9):





du

dτ
= z +

(b12 − a21)

b20
u2 +

(b11 − a20)

b20
uz +

b10

b20
z2+

+
(b02 − a11)

b20
u2z +

(b01 − a10)

b20
uz2 +

b00

b20
z3−

− a02

b20
u3z − a01

b20
u2z2 − a00

b20
uz3 ≡ z + P 2(u, z),

dz

dτ
= −a21

b20
uz − a20

b20
z2 − a12

b20
u2z − a11

b20
uz2 − a10

b20
z3−

− a02

b20
u2z2 − a01

b20
uz3 − a00

b20
z4 ≡ Q2(u, z),

(3.1.5.10)
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ãäå dτ = b20dt.





dυ

dµ
= z +

(a21 − b12)

a02
υ2 +

(a11 − b02)

a02
υz +

a01

a02
z2+

+
(a20 − b11)

a02
υ2z +

(a10 − b01)

a02
υz2 +

a00

a02
z3−

− b20

a02
υ3z − b10

a02
υ2z2 − b00

a02
υz3 ≡ z + P 2(υ, z),

dz

dµ
= − b12

a02
υz +

b02

a02
z2 − b21

a02
υ2z − b11

a02
υz2 − b01

a02
z3−

− b20

a02
υ2z2 − b10

a02
υz3 − b00

a02
z4 ≡ Q2(υ, z),

(3.1.5.11)

ãäå dµ = a02dt.

Òàê êàê a30 = b03 = 0, òî èç ðàâåíñòâà b03−a12 = b21−a30 = 0 ñëåäóåò
a12 = b21 = 0. Òàê êàê ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (3.1.1.15) ñîäåðæàò õîòÿ áû
îäèí êóáè÷åñêèé ÷ëåí, òî a21 · b12 6= 0.

Ïóñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z + P 2(u, z) = 0 íàéäåíî â âèäå ðÿäà

z =
(a21 − b12)u

2

b20
+ . . . = ϕ(u),

à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z + P 2(u, z) = 0 � â âèäå ðÿäà

z =
(b12 − a21)υ

2

a02
+ . . . = φ(υ).

Òîãäà èç (3.1.5.10) è (3.1.5.11) èìååì:

Q2(u, ϕ(u)) =
a21(b12 − a21)u

2

b2
20

+ . . . , (3.1.5.12)

Q2(υ, φ(υ)) =
b12(a21 − b12)υ

3

a2
02

+ . . . . (3.1.5.13)

Èç (3.1.5.12) è (3.1.5.13) ñëåäóåò, ÷òî A è D îäíîâðåìåííî íå ìîãóò
áûòü òîïîëîãè÷åñêèìè ñåäëàìè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Â ñàìîì äåëå,
ïîëàãàÿ, ÷òî A è D � òîïîëîãè÷åñêèå ñåäëà, â ñèëó òåîðåìû 66 [80],
ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ a21(b12 − a21) > 0, −b12(b12 − a21) > 0, èç
êîòîðîé âûòåêàåò íåâûïîëíèìîå íåðàâåíñòâî −(b12 − a21)

2 > 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3.1.5.4. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè

äâå îñîáûå òî÷êè A è D, è îíè ñëîæíûå, òî ïðè b03 = a30 = 0, a12 =

b21 = 0, b12 − a21 6= 0 âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ è
òîëüêî îíè: à) 2ñý; á) 1mñ, 1ñý.

Ïðèìåð 129. 



dx

dt
= x+ y2 + 2x2y,

dy

dt
= y + x2 − xy2.

Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
A(u = z = 0) è D(υ = z = 0) ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 130. 



dx

dt
= x+ y2 + 2x2y,

dy

dt
= y + x2 + xy2.

Ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû íà áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêîå ñåäëî D(υ = z = 0) è òî÷êà A(u = z = 0) ñ ýëëèïòè÷åñêèì
ñåêòîðîì.

3.1.6 Èçó÷åíèå õàðàêòåðà åäèíñòâåííîé áåñêîíå÷íî óäàëåí-
íîé îñîáîé òî÷êè êóáè÷åñêîé ñèñòåìû

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî A(u = z = 0) ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (3.1.1.15). Òîãäà
óðàâíåíèå f(u) = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü u = 0.

Ïîýòîìó b30 = 0, a03 6= 0, b21 − a30 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå f(u) = 0 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

u2(b12 − a21 + (b03 − a12)u− a03u
2) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

(b03 − a12)
2 + 4a03(b12 − a21) < 0 (3.1.6.1)

åñëè, ðàçóìååòñÿ, b12 − a21 6= 0.
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åñëè b12 − a21 = 0, òî
b03 − a12 = 0 (3.1.6.2)

è u = 0 ÷åòûðåõêðàòíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f(u) = 0.

Ïóñòü èìååò ìåñòî(3.1.6.1). Åñëè ïðè ýòîì a30 6= 0, òîãäà, â ñèëó
b12 − a21 6= 0, òî÷êà A � òîëüêî ñåäëîóçåë êðàòíîñòè 2. Åñëè a30 = 0,

òî b21 = 0 è âìåñòå ñ òåì b20 6= 0 (ëèíåéíàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (3.1.1.16)
íåâûðîæäåííàÿ). Ñèñòåìà (3.1.1.16) çàïèøåòñÿ â âèäå:





du

dτ
= z +

(b12 − a21)

b20
u2 +

(b11 − a20)

b20
uz +

b10

b20
z2+

+
(b03 − a12)

b20
u3 +

(b02 − a11)

b20
u2z +

(b01 − a10)

b20
uz2+

+
b00

b20
z3 − a03

b20
u4 − a02

b20
u3z − a01

b20
u2z2−

− a00

b20
uz3 ≡ z + P̃2(u, z),

dz

dτ
= −a21

b20
uz − a20

b20
z2 − a12

b20
u2z − a11

b20
uz2 − a10

b20
z3−

− a03

b20
u3z − a02

b20
u2z2 − a01

b20
uz3 − a00

b20
z4 ≡ Q̃2(u, z),

(3.1.6.3)

ãäå dτ = b20dt.
Ïóñòü óðàâíåíèå z + P̃2(u, z) = 0 èìååò ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

z =
(a21 − b12)u

2

b20
+ . . . ≡ ϕ(u).

Òîãäà
Q̃2(u, ϕ(u)) =

a21(b12 − a21)u
3

b2
20

+ . . . . (3.1.6.4)

Èç (3.1.6.4) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà ïîêîÿ (0; 0) ñèñòåìû (3.1.6.3) ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì, åñëè a21(b12−a21) > 0 è òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì
ñåêòîðîì, åñëè a21(b12 − a21) < 0.

Åñëè a21 = 0, òî b12 6= 0, è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

b12

b2
20

(
a12 − a20b12

b20

)
6= 0.

Ïîýòîìó O(0, 0) � ñåäëîóçåë êðàòíîñòè ÷åòûðå äëÿ ñèñòåìû (3.1.6.3).



292

Ïóñòü äàëåå èìååò ìåñòî (3.1.6.2). Òîãäà ñèñòåìà (3.1.1.16) ïðèìåò
âèä:




du

dt
= b20z + (b11 − a20)uz + b10z

2 + (b02 − a11)u
2z+

+ (b01 − a10)uz
2 + b00z

3 − a03u
4 − a02u

3z−
− a01u

2z2 − a00uz
3,

dz

dt
= −a30z − a21uz − a20z

2 − a12u
2z − a11uz

2 − a10z
3−

− a03u
3z − a02u

2z2 − a01uz
3 − a00z

4.

(3.1.6.5)

Èç (3.1.6.5) âèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè a30 6= 0 òî÷êà A(u = z = 0)

� ÷åòûðåõêðàòíûé ñåäëîóçåë. Åñëè a30 = 0, òî b20 6= 0 è òîãäà ïðè
âûïîëíåíèè a21 6= 0 òî÷êà A(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî, ëèáî
òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì. Åñëè a21 = 0, òî a12 6= 0, ïîýòîìó
A(u = z = 0) � ñåäëîóçåë.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 3.1.6.1. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè

îäíî è òîëüêî îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. òî îíî ìîæåò áûòü ëèáî
ñåäëîóçëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì, ëèáî òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷å-
ñêèì ñåêòîðîì.

Ïðèìåð 131. Òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî A(u = z = 0) ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû





dx

dt
= x+ x2y + xy2 − y3,

dy

dt
= y + x2 + 2xy2 + 2y3,

íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå.
Ïðèìåð 132. Òî÷êà A(u = z = 0) � åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíî-

âåñèÿ ñèñòåìû 



dx

dt
= x+ x2y + xy2 + y3,

dy

dt
= y + x2 − xy2 + 2y3,

íà áåñêîíå÷íîñòè, è îíî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.



293

Ïðèìåð 133. Äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




dx

dt
= x+ xy2 + y3,

dy

dt
= y + x2 + y3,

òî÷êà A(u = z = 0) åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íà áåñêîíå÷íî-
ñòè, è îíî ÿâëÿåòñÿ ñåäëîóçëîì.

Çàìå÷àíèå 3.1.6.1. Óòâåðæäåíèå àâòîðà [93] î òîì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû
(3.1.1.15) åäèíñòâåííàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü
ëèáî óçëîì, ëèáî ñåäëîì, ëèáî ñåäëîóçëîì íåâåðíî ïîòîìó, ÷òî îíà íå
ìîæåò áûòü óçëîì. Êðîìå ýòîãî àâòîð [93] íå äîïóñêàåò íàëè÷èå îñîáîé
òî÷êè ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

Îñíîâíûå âûâîäû èç ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåí-
íîãî â ï.3.1 òðåòüåé ãëàâû

1. Ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå íå áîëåå ÷å-
òûðåõ îñîáûõ òî÷åê.

2. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè ÷åòûðå îñîáûå òî÷-
êè, è âñå îíè ïðîñòûå, òî îíè íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.

3. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÷åòûðå
îñîáûå òî÷êè, òî ñðåäè íèõ áîëåå òðåõ ñëîæíûõ.

4. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÷åòûðå
îñîáûå òî÷êè, òî ñðåäè íèõ íå ìîæåò áûòü íè îäíîé ñ äâóìÿ íóëåâûìè
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè.

5. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè ÷åòûðå îñîáûå òî÷-
êè, â òîì ÷èñëå òðè ñëîæíûå, òî ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òîëüêî
óçëîì.

6. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè ÷åòûðå îñîáûå òî÷-
êè, â òîì ÷èñëå õîòÿ áû îäíó êðàòíóþ, òî â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé
ïëîñêîñòè ýòà ñèñòåìà èìååò ìåíåå äåâÿòè îñîáûõ òî÷åê.

7. Ïóñòü ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè îäíó ïðîñòóþ è
òðè ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè íå ìîãóò áûòü
îäíîâðåìåííî ñåäëàìè.

8. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâå ïðîñòûå è äâå
ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè , òî ïðîñòûå îñîáûå òî÷êè íå ìîãóò áûòü îäíî-
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âðåìåííî ñåäëàìè.

9. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè ÷åòûðå îñîáûå òî÷-
êè, â òîì ÷èñëå îäíó êðàòíóþ, òî îñòàëüíûå òðè îñîáûå òî÷êè íå ìîãóò
áûòü ñåäëàìè îäíîâðåìåííî.

10. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè è òîëüêî òðè
îñîáûå òî÷êè, òî ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç íèõ êðàòíàÿ.

11. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè è òîëüêî òðè
îñîáûå òî÷êè, è âñå îíè êðàòíûå, òî â èõ ÷èñëå íå áîëåå îäíîé îñîáîé
òî÷êè ñ äâóìÿ íóëåâûìè êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè
òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà åñòü, òî îíà íåïðåìåííî ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ñ
ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

12. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè òðè è òîëüêî òðè
îñîáûå òî÷êè, òî âñå îíè íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî íè òîïîëîãè÷åñêè-
ìè ñåäëàìè, íè òîïîëîãè÷åñêèìè óçëàìè.

13. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâå è òîëüêî äâå
îñîáûå òî÷êè, òî ëèáî îíè îáå ïðîñòûå, ëèáî îáå êðàòíûå, ëèáî îäíà
ïðîñòàÿ, à äðóãàÿ êðàòíàÿ.

14. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè äâå è òîëüêî äâå
îñîáûå òî÷êè, òî êðàòíàÿ èç íèõ, èìåþùàÿ äâà íóëåâûõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ êîðíÿ, ìîæåò áûòü òîëüêî îñîáîé òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.

15. Åñëè ñèñòåìà (3.1.1.15) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè îäíó è òîëüêî îäíó
îñîáóþ òî÷êó, òî îíà íåïðåìåííî ÿâëÿåòñÿ êðàòíîé è îäíîãî èç ñëåäóþ-
ùèõ òèïîâ: ñåäëîóçåë, òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî, îñîáàÿ òî÷êà ñ ýëëèïòè÷å-
ñêèì ñåêòîðîì.

16. Ñóììà
∑

èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.1.1.15), ðàñïîëîæåí-
íûõ íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, óäîâëåòâîðÿåò äâîéíîìó íåðàâåíñòâó
−2 ≤∑ ≤ 4.
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3.2 Îñîáûå òî÷êè êóáè÷åñêîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû íà
ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Ñëó÷àé, êîãäà ýêâàòîð ñôåðû
Ïóàíêàðå íå ñîäåðæèò öåëîé òðàåêòîðèè, îòëè÷íîé îò ñî-
ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Â ìîíîãðàôèè [80] íà ñ. 248 îòìå÷àåòñÿ, ÷òî îáû÷íî îñü z = 0 ñîñòî-
èò èç òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1.1.16), íî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ ýòî
ìîæåò áûòü íå òàê. Íàïðèìåð, ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé





dx

dt
= x+ y + x2y,

dy

dt
= x− y + xy2,

èìååò îñîáûå òî÷êè íà ýêâàòîðå z = 0 ñôåðû Ïóàíêàðå, íî ïðè ýòîì îñü
z = 0 íå ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé äàííîé ñèñòåìû. Â ýòîì ïóíêòå èçó÷àþò-
ñÿ îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.1.1.15) ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèÿ (3.1.3.10) ðàâíû íóëþ, òî åñòü

f(u) ≡ 0. (3.2.1)

Ìîæíî ïîêàçàòü òî, ÷òî àâòîðàìè ìîíîãðàôèè [80] íàçûâàåòñÿ èñ-
êëþ÷èòåëüíûì òîò ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.2.1).

Ñ ó÷åòîì (3.2.1) çàïèøåì ñèñòåìó (3.1.1.15) â âèäå:




dx

dt
= a00 + a10x+ a01y + a20x

2 + a11xy + a02y
2+

+ a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2,

dy

dt
= b00 + b10x+ b01y + b20x

2 + b11xy + b02y
2+

+ a30x
2y + a21xy

2 + a12y
3.

(3.2.2)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå x = 1/z, y = u/z ïåðåâîäèò ñèñòåìó (3.2.2)
â ñèñòåìó:




du

dt
= b20 + (b11 − a20)u+ b10z + (b02 − a11)u

2+

+ (b01 − a10)uz + b00z
2 − a02u

3 − a01u
2z − a00uz

2,

dz

dt
= −a30 − a21u− a20z − a12u

2 − a11uz − a10z
2−

− a02u
2z − a01uz

2 − a00z
3.

(3.2.3)
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Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê ñèñòåìå (3.2.2) âòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ïóàíêàðå x = υ/z, y = 1/z ïîëó÷àåì ñèñòåìó:





dυ

dt
= a02 + (a11 − b02)υ + a01z + (a20 − b11)υ

2+

+ (a10 − b01)υz + a00z
2 − b20υ

3 − b10υ
2z − b00υz

2,

dz

dt
= −a12 − a21υ − b02z − a30υ

2 − b11υz − b01z
2−

− b20υ
2z − b10υz

2 − b00z
3.

(3.2.4)

Â ðàáîòå [114] èçó÷àþòñÿ îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.2.2.) ïðè óñëîâèè
îòñóòñòâèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ åå óðàâíåíèé ñâîáîäíûõ è êâàäðàòè÷íûõ
÷ëåíîâ. Çäåñü ýòè îãðàíè÷åíèÿ ñíèìàþòñÿ.

Èç âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.2.2) ñëåäóåò, ÷òî |a30|+
|a21| + |a12| > 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà âûðîæäàåò-
ñÿ â êâàäðàòè÷íóþ. Ïîýòîìó ñèñòåìà (3.2.2) èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè íå
áîëåå äâóõ îñîáûõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.2.3)
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé:





z = 0,

b20 + (b11 − a20)u+ (b02 − a11)u
2 − a02u

3 = 0,

a30 + a21u+ a12u
2 = 0.

(3.2.5)

Î÷åâèäíî, åñëè υ = z = 0 � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.2.4), òî ñèñòåìà
(3.2.5) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

3.2.1 Ñëó÷àé îäíîé îñîáîé òî÷êè

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷-
êîé ñèñòåìû (3.2.2) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ îñîáàÿ òî÷êà
A(u = z = 0). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ |a02|+ |a12| > 0, a30 = b20 = 0.

Êðîìå ýòîãî a12 = 0, a21 6= 0 èëè a12 6= 0, a21 = 0 èëè a12 · a21 6= 0,

b11 − a20 + (a11−b02)a21

a12
− a02a

2
21

a2
12
6= 0.

Òåîðåìà 3.2.1.1. Åñëè A(u = z = 0) � åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷-
êà ñèñòåìû (3.2.2) íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì ïðîñòàÿ, òî îíà ìîæåò
áûòü ëèáî óçëîì, ëèáî ñåäëîì, ëèáî ôîêóñîì, ëèáî îñîáîé òî÷êîé âòî-
ðîé ãðóïïû.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ λ2 − σλ+ ∆ = 0, ãäå σ = b11 − 2a20,

∆ = (a20−b11)a20 +a21b10 ìîãóò áûòü: ëèáî äåéñòâèòåëüíûìè îäíîãî çíà-
êà, ëèáî äåéñòâèòåëüíûìè ðàçíûõ çíàêîâ, ëèáî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè
ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, ëèáî ÷èñòî ìíèìûìè ÷èñëà-
ìè.

Çàìå÷àíèå 3.2.1.1. Ïîä îñîáîé òî÷êîé âòîðîé ãðóïïû ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ îñîáàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàçëè÷åíèÿ öåíòðà
è ôîêóñà [9].

Ïóñòü äàëåå A(u = z = 0) � ñëîæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.2.3),
ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∆ = 0. Î÷åâèäíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ñèñòåìà (3.2.3) èìååò âèä:




du

dt
= (b11 − a20)u+ b10z + (b02 − a11)u

2 + (b01 − a10)uz+

+ b00z
2 − a02u

3 − a01u
2z − a00uz

2,

dz

dt
= −a21u− a20z − a12u

2 − a11uz − a10z
2 − a02u

2z−
− a01uz

2 − a00z
3.

(3.2.11)

Òåîðåìà 3.2.1.2. Åñëè A(u = z = 0) � åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷-
êà ñèñòåìû (3.2.2) íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì ñëîæíàÿ, òî îíà ìîæåò
áûòü ëèáî ñåäëîóçëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì, ëèáî òîïîëîãè÷å-
ñêèì ñåäëîì, ëèáî âûðîæäåííûì ñåäëîì, ëèáî îñîáîé òî÷êîé ñ ýëëèï-
òè÷åñêèì ñåêòîðîì, ëèáî îñîáîé òî÷êîé âòîðîé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a12 = 0, a21 6= 0. Ïîëàãàÿ â ñèñòåìå (3.2.1.1)
âûïîëíåííûìè óñëîâèÿìè a20 = b11 = b10 = 0 ïðèìåíèì ê ýòîé ñèñòå-
ìå ïðåîáðàçîâàíèå u = z, z = −a21u. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé:




du

dt
= z +

a11

a21
u z − a10u

2 +
a01

a21
u2z−

− a02

a2
21
u z2 − a00u

3 ≡ z + P (u, z),

dz

dt
= (b01 − a10)u z − b00

a21
u2 +

(a11 − b02)

a21
z2−

− a00u
2z +

a01

a21
u z2 − a02

a2
21
z3 ≡ Q(u, z).

(3.2.1.2)
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Åñëè b00a10 6= 0, è b02 − 3a10 6= 0, òî â ñèëó òåîðåìû 67 èç [80] òî÷êà
A(u = z = 0) � âûðîæäåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (äâóõñåïàðàòðèñíîå
ñåäëî) ñèñòåìû (3.2.1.2).

Åñëè a10 = b00 = 0, a00b01 6= 0, òî A(u = z = 0) � ñåäëîóçåë ñèñòåìû
(3.2.1.2) (ñì. òåîðåìó 65 [80]).

Åñëè a10 6= 0, b01 = 3a10, (3a11−2b02)a10−4a00a21 6= 0, òî A(u = z = 0)

� ñëîæíûé ôîêóñ èëè öåíòð ñèñòåìû (3.2.1.2) (ñì. òåîðåìó 66 [80]).
Åñëè a10 = b01 = 0, b00 = 0, 3a11 − 2b02 = 0, a00 6= 0, òî ñîãëàñíî

òåîðåìå 66 [80] A(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë ñèñòåìû (3.2.1.2).
Åñëè b00 = 0, a10(b01 − a10) > 0, òî A(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêîå

ñåäëî ñèñòåìû (3.2.1.2) (ñì. òåîðåìó 66 [80]).
Åñëè a10(b01 − a10) < 0, b00 = 0, òî A(u = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñ

ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì ñèñòåìû (3.2.1.2) (ñì. òåîðåìó 66 [80]).
Ñîãëàñíî [80] ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

∆ = 0,

|b11 − a20|+ |a20|+ |a21|+ |b10| > 0

ñèñòåìà (3.2.1.1) â íà÷àëå êîîðäèíàò íå ìîæåò èìåòü îñîáîé òî÷êè, êî-
òîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ñåäëîóçëîì, íè òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì, íè òîïîëî-
ãè÷åñêèì ñåäëîì, íè âûðîæäåííûì ñåäëîì, íè îñîáîé òî÷êîé ñ ýëëèïòè-
÷åñêèì ñåêòîðîì, íè îñîáîé òî÷êîé âòîðîé ãðóïïû (òåîðåìû 65-67 [80]).
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.1.1.15) íà áåñ-
êîíå÷íîñòè, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëîæíîé, â ñëó÷àå f(u) 6≡ 0 íå ìîæåò áûòü íè
òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì, íè âûðîæäåííûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ.

3.2.2 Ñëó÷àé äâóõ îñîáûõ òî÷åê (îäíà ñëîæíàÿ, à äðóãàÿ �
ïðîñòàÿ)

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè A(u = z = 0) è
B(υ = z = 0) � îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.2.3) è (3.2.4), ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

b20 = a30 = a02 = a12 = 0. (3.2.2.1)
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Â ñèëó (3.2.2.1) è íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î íàëè÷èè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.1.1.15) õîòÿ áû îäíîãî êóáè÷åñêîãî ÷ëåíà, î÷åâèä-
íî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a21 6= 0.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (3.2.2.1) ïåðåïèøåì ñèñòåìû (3.2.3) è (3.2.4) â âèäå:




du

dt
= (b11 − a20)u+ b10z + (b02 − a11)u

2 + (b01 − a10)uz+

+ b00z
2 − a01u

2z − a00uz
2,

dz

dt
= −a21u− a20z − a11uz − a10z

2 − a01uz
2 − a00z

3.

(3.2.2.2)





dυ

dt
= (a11 − b02)υ + a01z + (a20 − b11)υ

2 + (a10 − b01)υz+

+ a00z
2 − b10υ

2z − b00υz
2,

dz

dt
= −a21υ − b02z − b11υz − b01z

2 − b10υz
2 − b00z

3.

(3.2.2.3)

Òåîðåìà 3.2.2.1. Åñëè ñèñòåìà (3.2.2) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå îäíó ñëîæíóþ è îäíó ïðîñòóþ îñîáûå òî÷êè, òî ñëîæíàÿ
îñîáàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ëèáî ñåäëîóçëîì, ëèáî âûðîæäåííûì ñåä-
ëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì óçëîì, ëèáî òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì, ëèáî
îñîáîé òî÷êîé âòîðîé ãðóïïû, ëèáî îñîáîé òî÷êîé ñ ýëëèïòè÷åñêèì
ñåêòîðîì. Ïðè ýòîì ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü ëèáî óçëîì,
ëèáî ôîêóñîì, ëèáî ñåäëîì, ëèáî îñîáîé òî÷êîé âòîðîé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî a21 6= 0 è ïîëàãàÿ âûïîë-
íåííûìè óñëîâèÿ: a20 = b11 = b10 = 0, ñîâåðøèì â ñèñòåìå (3.2.2.2)
ïðåîáðàçîâàíèå u = z, z = u, dτ = −a21dt. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòå-
ìó:





du

dτ
= z +

a11

a21
u z +

a10

a21
u2 +

a01

a21
u2z+

+
a00

a21
u3 ≡ z + P 2(u, z),

dz

dτ
= − b00

a21
u2 +

(a10 − b01)

a21
u z+

+
(a11 − b02)

a21
z2 +

a00

a21
u2z +

a01

a21
uz2 ≡ Q2(u, z).

(3.2.2.4)

Åñëè b00a10(3a10 − b01) 6= 0, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z + P 2(u, z) = 0

îòíîñèòåëüíî z èìååò âèä: z = −a10

a21
u2 + . . . ≡ ϕ(u).
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Òàê êàê

Q2(u, ϕ(u)) = − b00

a21
u2 + . . . , σ(u, ϕ(u)) =

3a10 − b01

a21
u+ . . . ,

ãäå σ(u, z) = P
′
2u + Q

′
2z, òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé m = n = 1, bn =

3a10 − b01/a21 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 67 [80] A(u = z = 0) �
âûðîæäåííîå ñåäëî.

Åñëè â ñèñòåìå (3.2.2.4) a10 = b00 = 0, a00b01 6= 0, òî A(u = z = 0) �
ñåäëîóçåë ñèñòåìû (3.2.2.2) (ñì. òåîðåìó 67 [80]).

Åñëè b00 = 0, a10(a10 − b01) < 0, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 66 [80] òî÷êà
A(u = z = 0) � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî ñèñòåìû (3.2.2.2).

Åñëè a10(a10 − b01) > 0, b00 = 0, b01 − 3b10 6= 0, òî ïî òåîðåìå 66
[80] A(u = z = 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì ñèñòåìû
(3.2.2.2).

Åñëè æå a10(a10 − b01) > 0, b01 = 3a10, b00 = 3a11 − 2b02 = 0, òî òî÷êà
A(u = z = 0) � ôîêóñ èëè öåíòð ñèñòåìû (3.2.2.2).

Ïîëàãàÿ â ñèñòåìå (3.2.2.2) âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ: a20 = b10 = 0,

b11 6= 0, ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå u = −b11u−a21z, z = −a21z, τ = b11t :





du

dτ
=

(
2a21b00

b3
11

+
a11

b11a21
+
a00

b2
11
− 2a10

b2
11
− b01

b2
11

)
u z+

+

(
a10

b2
11
− a21b00

b3
11
− a00

b2
11

+
b01

b2
11
− b02

b11a21

)
z2 − a00

b3
11
u3−

− a01

a21b2
11
u2z +

1

b3
11

(a10b11 − a21b00)u
2+

+

(
a01

b2
11a21

− a00

b3
11

)
uz2 ≡ P̃2(u, z),

dz

dτ
= z − a00

b3
11
u2 z +

(
2a21b00

b3
11

+
a10

b2
11
− b01

b2
11

)
u z+

+

(
b01

b2
11

+
a11

a21b11
− b02

a21b11
− a10

b2
11
− a21b00

b3
11

)
z2+

+

(
2a00

b3
11
− a01

b2
11a21

)
u z2 +

(
a01

b2
11a21

− a00

b3
11

)
z3−

− a21b00

b3
11

u2 ≡ z + Q̃2(u, z).

(3.2.2.5)
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Åñëè a10b11−a21b00 6= 0, òî A(u = z = 0) � ñåäëîóçåë ñèñòåìû (3.2.2.5)
ïî òåîðåìå 65 [80].

Ïóñòü a10 = b00 = 0. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z + Q̃2(u, z) = 0 èìååò
âèä: z = 0, òî åñòü ϕ̃(u) ≡ 0. Ïîýòîìó P̃2(u, 0) = −a00

b311
u3, è ñîãëàñíî

òåîðåìå 65 [80] òî÷êà A(u = z = 0) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì
(óçëîì) ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà b11a00 > 0 (b11a00 < 0).

Ïîñêîëüêó B(υ = z = 0) ïðîñòàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.2.2.3), òî
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî b02(b02 − a11) + a21a01 6= 0.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå òèï ïðîñòîé
îñîáîé òî÷êè B(υ = z = 0) ñèñòåìû (3.2.2.3), íå çàâèñÿò îò óñëîâèé
íà êîýôôèöèåíòû, ïðèâåäåííûõ íàìè âûøå è îò êîòîðûõ çàâèñèò òèï
ñëîæíîé îñîáîé òî÷êè A(u = z = 0) ñèñòåìû(3.2.2.2). Ñëåäîâàòåëüíî,
òåîðåìà äîêàçàíà.

3.2.3 Ñëó÷àé äâóõ ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî A(u = z = 0) (B(υ = z = 0)) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé
îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (3.2.2.2) ((3.2.2.3)), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a20(a20 − b11) + a21b10 = 0,

(b02(b02 − a11) + a21a01 = 0).
(3.2.3.1)

Òåîðåìà 3.2.3.1. Åñëè ñèñòåìà (3.2.2) èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû
Ïóàíêàðå äâå ñëîæíûå îñîáûå òî÷êè, òî íè îäíà èç íèõ íå ìîæåò
áûòü îñîáîé òî÷êîé âòîðîé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçîâàíèå u = −z, z = −b10u − a20z, ãäå
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b10 6= 0, ïîçâîëÿåò ñèñòåìå (3.2.2.2) ïðèäàòü âèä:




du

dt
= z +

(
a11 − b02 +

a20(b01 − a10)

b10
− b00a

2
20

b2
10

)
u2+

+

(
2b00a20

b2
10

+
a10 − b01

b10

)
u z − b00

b2
10
z2+

+

(
a01a20

b10
− a00a

2
20

b2
10

)
u3 +

(
2a00a20

b2
10
− a01

b10

)
u2 z−

− a00

b2
10
u z2 ≡ z +R2(u, z),

dz

dt
=

(
b01a

2
20

b10
− b00a

3
20

b2
10
− a20b02

)
u2+

+

(
a11 − a10a20

b10
+

2b00a
2
20

b2
10
− a20b01

b10

)
u z+

+

(
a10

b10
− a20b00

b2
10

)
z2 +

(
a01a20

b10
− a00a

2
20

b2
10

)
u2z+

+

(
2a00a20

b2
10
− a01

b10

)
u z2 − a00

b2
10
z3 ≡ S2(u, z).

(3.2.3.2)

Åñëè (0, 0) � îñîáàÿ òî÷êà âòîðîé ãðóïïû ñèñòåìû (3.2.3.2), òî ñî-
ãëàñíî [80] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

b01a
2
20b10 − b00a

3
20 − a20b02b

2
10 = 0. (3.2.3.3)

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

σ(u, ϕ(u)) ≡ R′2u(u, ϕ(u)) + S ′2z(u, ϕ(u)) =

=

(
3a11 − 2b02 +

a20b01 − 3a20a10

b10

)
u+ . . . ,

(3.2.3.4)

ãäå
ϕ(u) =

(
b00a

2
20

b2
10

+
(a10 − b01)a20

b10
+ b02 − a11

)
u2 + . . .

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z +R2(u, z) = 0.

Êîýôôèöèåíò ïðè u â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè σ(u, ϕ(u)) (3.2.3.4) ðàâåí
íóëþ [80], òî åñòü

3a11 − 2b02 +
a20b01 − 3a20a10

b10
= 0. (3.2.3.5)
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Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2.3.3) è (3.2.3.5) ïðè a20 6= 0, ïîëó÷èì

b02 =
b01a20

b10
− b00a

2
20

b2
10

, a11 =
a20b01 + 3a20a10

3b10
− 2b00a

2
20

3b2
10

. (3.2.3.6)

Ñ ó÷åòîì (3.2.3.6) ëåãêî âèäåòü, ÷òî

S2(u, ϕ(u)) = 2

(
2b02a

2
20

3b2
10
− a20b01

3b10

)
u3 + . . . ,

òî åñòü òî÷êà (0, 0) ñèñòåìû (3.2.3.2) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñåäëîì
(ñì. òåîðåìó 66 [81]). Ïðè a20 = 0 ïðèõîäèì ê àíàëîãè÷åñêîìó âûâîäó.

Åñëè æå ê ñèñòåìå (3.2.2.3) ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå υ = −z, z =

a01υ − b02z, a01 6= 0, òî ïðèäåì ê òàêîìó æå âûâîäó. Òåîðåìà äîêàçàíà
Çàìå÷àíèå 3.2.3.1. Åñëè b10 = 0 â ñëó÷àå ñèñòåìû (3.2.2.2) è a01 = 0

â ñëó÷àå ñèñòåìû (3.2.2.3), òî â ñèëó ðàâåíñòâ (3.2.3.1) b02 = a11 = a20 =

b11 = 0. Ïîýòîìó ñèñòåìû (3.2.2.2) è (3.2.2.3) ïðèâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå âèäà
(3.2.3.2), åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè u è z è υ è z ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê: cy � ñåäëî-
óçåë, my � òîïîëîãè÷åñêèé óçåë, mc � òîïîëîãè÷åñêîå ñåäëî, âc � âû-
ðîæäåííîå ñåäëî, ýñ � îñîáàÿ òî÷êà ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì, à òàêæå
W = {cy, my, mc, âc,cý}, A(a) � îñîáàÿ òî÷êà A(u = z = 0) ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé òèïà a ∈ W,B(b) � îñîáàÿ òî÷êà B(υ = z = 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
òèïà b ∈ W .

Òåîðåìà 3.2.3.2. Ïóñòü A(u = z = 0) è B(υ = z = 0) ñëîæíûå
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.2.2) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà óïî-
ðÿäî÷åííàÿ ïàðà (a, b) ïðîáåãàåò âñ¼ ìíîæåñòâî W 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.2.3.1 íè îäíà èç îñîáûõ
òî÷åê A(u = z = 0) è B(υ = z = 0) íå ìîæåò áûòü îñîáîé òî÷êîé âòîðîé
ãðóïïû. Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåì 65-67 [80] a, b ∈ W . Ïóñòü b02 = a11 =

a01 = b11 = a20 = b10 = 0. Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìàì (3.2.2.2) è (3.2.2.3)
ïðåîáðàçîâàíèÿ {

u = z,

z = −a21u

è {
υ = z,

z = −a21υ,
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ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì




du

dt
= z − a10u

2 − a00u
3,

dz

dt
= −a21b00u

2 + (b01 − a10)u z − a00u
2 z.

(3.2.3.7)





dυ

dt
= z − b01υ

2 − b00υ
3,

dz

dt
= −a21a00υ

2 + (a10 − b01)υ z − b00υ
2z.

(3.2.3.8)

Òèïû ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê A(u = z = 0) è B(υ = z = 0) ñèñòåì
(3.2.3.7) è (3.2.3.8), ñîîòâåòñòâåííî, âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåî-
ðåì 66 è 67 [80]. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì (3.2.3.7) è (3.2.3.8) îò-
ðàæåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà �1

Êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê A(u = z = 0) è B(v = z = 0) â
ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè íà êîýôôèöèåíòû (3.2.3.7) è (3.2.3.8)

N0 Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû Òèï òî÷êè A Òèï òî÷êè B
1. a00b00(a10 − 3b01)(b01 − 3a10) 6= 0 âc âc
2. a11b00 6= 0, a00 = a10 − b01 = 0 âc cy
3. (b01 − 3a10)(a10 − 3b01) 6= 0,

a00 = 0, b00 = 0, (b01 − a10)a10 > 0,

(b01 − a10)b01 < 0

mc mc

4. a00 = 0, b00 6= 0, (a10 − b01)b01 > 0 âc mc

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ a20 = b10 = 0, b11 6= 0, b02 = a11 = a01.

Òîãäà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ υ = z, z = −a21υ ñèñòåìó (3.2.2.3.)
ïðèâåäåì ê âèäó:





dυ

dt
= z − b01υ

2 +
b11

a21
υ z − b00υ

3−
− b10υ

2z − b00υz
2,

dz

dt
= −a21a00υ

2 + (a10 − b01)υ z +
b11

a21
z2 − b00υ

2z.

(3.2.3.9)
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìû (3.2.2.5) è (3.2.3.9).
Òèïû îñîáûõ òî÷åê A(u = z = 0) è B(υ = z = 0) ýòèõ ñèñòåì

îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåì 65-67 [80]. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
ñèñòåì (3.2.2.5) è (3.2.3.9) îòðàæåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà �2

Êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê A(u = z = 0) è B(v = z = 0) â
ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè íà êîýôôèöèåíòû (3.2.2.5) è (3.2.3.9)

N0 Óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû Òèï òî÷êè A Òèï òî÷êè B
1. a00 = 0, a10b11 − a21b00 6= 0,

(a10 − b01)b01 > 0

cy mc

2. a10 = b00 = 0, a00b11 < 0,

a10 − 3b01 6= 0

my âc

3. a00 = 0, a10b11 − a21b00 = 0,

b01a21b00b11 < 0, (a10 − b01)b01 > 0

my mc

4. a00 = 0, a10b11 − a21b00 = 0,

b01a21b00b11 < 0, (a10 − b01)b01 < 0,

a10 − 3b01 6= 0

my ýc

5. a00 = 0, a20b11 − a21b00 = 0,

b01a21b00b11 > 0, (a10 − b01)b01 < 0,

a10 − 3b01 6= 0

mc ýc

6. a00 = a10 − b01 = 0, b01(b11/a21 −
−b00) 6= 0, a10b11 − a21b00 = 0,

b01a21b00b11 < 0

my cy

7. a10b11−a21b00 6= 0, (a10−b01)b01 < 0,

a10 − 3b01 6= 0

cy ýc

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

a20 = b10 = b11 = b00 = b02 = a01 = a11 = a00 = 0. (3.2.3.10)

òî ñèñòåìû (3.2.2.2) è (3.2.2.3) ïðèìóò ñîîòâåòñòâåííî âèä:




du

dt
= (b01 − a10)uz,

dz

dt
= −a21u− a10z

2.

(3.2.3.11)
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



dυ

dt
= (a10 − b01)υz,

dz

dt
= −a21υ − b01z

2.

(3.2.3.12)

Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìàì (3.2.3.11) è (3.2.3.12) ïðåîáðàçîâàíèÿ
{
u = z,

z = −a21u

è {
υ = z,

z = −a21υ

ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì ñèñòåìû




du

dt
= z − a10u

2,

dz

dt
= (b01 − a10)u z.

(3.2.3.13)





dυ

dt
= z − b01υ

2,

dz

dt
= (a10 − b01)υ z.

(3.2.3.14)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé: (b01 − a10)a10 < 0, (b01 − a10)b01 > 0,

(b01− 3a10)(a10− 3b01) 6= 0, êàê âèäíî èç (3.2.3.13) è (3.2.3.14), A(u = z =

0) è B(υ = z = 0) îñîáûå òî÷êè ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñåêòîðîì.
Íàêîíåö, ïîëàãàÿ âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ b11 = a20 6= 0, b10 = 0,

a11 = b02 6= 0, a01 = 0, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé

u = u, z =
a21

a20
u+ z

è

υ = υ, z =
a21

b02
υ + z,

à òàêæå ïåðåõîäà ê íîâîé ïåðåìåííîé ïî âðåìåíè ñèñòåìà (3.2.3) ïðèâî-



307

äèòñÿ ê âèäó:




du

dτ
= −a21

a2
20

(
a10 − b01 +

b00a21

a20

)
u2+

+

(
a10

a20
− b01

a20
+

2b00a21

a2
20

)
u z−

− b00

a20
z2 +

a00a
2
21

a3
20

u3 − 2a00a21

a2
20

u2z +
a00

a20
u z2,

dz

dτ
= z +

(
b01a

2
21

a3
20
− b00a

3
21

a4
20
− b02a21

a2
20

)
u2+

+

(
b02

a20
+

2b00a
2
21

a3
20
− b01a21

a2
20
− a10a21

a2
20

)
u z+

+

(
a10

a20
− a21b00

a2
20

)
z2 +

a00a
2
21

a3
20

u2z − 2a00a21

a2
20

u z2 +
a00

a20
z3.

(3.2.3.15)

à ñèñòåìà (3.2.4) � ê âèäó:




dυ

dµ
= −a21

b2
20

(
b01 − a10 +

a00a21

b02

)
υ2+

+

(
b01

b02
− a10

b02
+

2a00a21

b2
02

)
υ z − a00

b02
z2+

+
b00a

2
21

b3
02

υ3 − 2b00a21

b2
02

υ2z +
b00

b02
υ z2,

dz

dµ
= z +

(
a10a
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)
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+

(
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b02
+

2a00a
2
21

b3
02
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)
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(
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)
z2 +

b00a
2
21

b3
02

υ2z − 2b00a21
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02

υ z2 +
b00

b02
z3.

(3.2.3.16)

Äëÿ ñèñòåì (3.2.3.15) è (3.2.3.16) îñîáûå òî÷êè A(u = z = 0) è
B(υ = z = 0), ñîîòâåòñòâåííî, ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ñåäëîóçëà-
ìè èëè òîïîëîãè÷åñêèìè óçëàìè èëè òîïîëîãè÷åñêèìè ñåäëàìè â ñèëó
òåîðåìû 65 [80]. Íè÷òî íå ìåøàåò íàì ïîìåíÿòü ðîëÿìè îñîáûå òî÷êè
A(u = z = 0) è B(υ = z = 0) â ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.2.3.2.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.2.3.10) ñèñòåìà (3.2.2)
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èìååò âèä: 



dx

dt
= a10x+ a21x

2y,

dy

dt
= b01y + a21xy

2.

(3.2.3.17)

ãäå a21b01 6= 0. Åñëè a21b01 < 0, òî ñèñòåìà (3.2.3.17) èìååò íà áåñêîíå÷-
íîñòè äâå îñîáûå òî÷êè A(u = z = 0) è B(υ = z = 0) ñ ýëëèïòè÷åñêèì
ñåêòîðîì è ïðîñòîå ñåäëî (0; 0) â êîíå÷íîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Âìåñòå ñ òåì â òåîðåìå èç ñòàòüè [114] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà




dx

dt
= a10x+ a01y + a30x

3 + a21x
2y + a12xy

2,

dy

dt
= b10x+ b01y + a30x

2y + a21xy
2 + a12y

3,

(3.2.3.18)

èìååò íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå äâà öåíòðà, åñëè åäèíñòâåííàÿ îñî-
áàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3.2.3.18) â îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì. Òàê êàê ñèñòåìà (3.2.3.17) � ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû
(3.2.3.18), òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â [114] ðàññìîòðåíû íå âñå ñëó÷àè
ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (3.2.3.18) íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (3.2.3.17) â êðóãå Ïóàíêàðå èçîáðàæåí íà
ðèñ. 147.

A

B

A

B

1

1

Ðèñ. 147
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3.2.4 Ñëó÷àé äâóõ ïðîñòûõ îñîáûõ òî÷åê

Ñ÷èòàÿ, ÷òî A(u = z = 0) è B(υ = z = 0) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè îñî-
áûìè òî÷êàìè ñèñòåì (3.2.3) è (3.2.4), ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (3.2.2): b20 = a30 = 0, a02 =

a12 = 0, [a20(a20 − b11) + a21b10] · [b02(b02 − a11) + a21a01] 6= 0. Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòûõ îñîáûõ òî÷åê: ó � óçåë, ñ � ñåäëî, ô � ôîêóñ,
âã � îñîáàÿ òî÷êà âòîðîé ãðóïïû, W = {y, c,ô, âã}, A(a) � îñîáàÿ òî÷-
êà A(u = z = 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé òèïà a ∈ W , Â(b) � îñîáàÿ òî÷êà
B(υ = z = 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé òèïà b ∈ W.

Òåîðåìà 3.2.4.1. Ïóñòü A(u = z = 0) è B(υ = z = 0) � ïðî-
ñòûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (3.2.2) íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå. Òîãäà
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (a, b) ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî W 2

.

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåëè÷èí:

σ(A) = b11 − 2a20, ∆(A) = a20(a20 − b11) + a21b10,

σ(B) = a11 − 2b02, ∆(B) = b02(b02 − a11) + a21a01,

σ2(A)− 4∆(A), σ2(B)− 4∆(B).

Âûâîäû èç èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííîãî â ïóíêòå 3.2
1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî êóáè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà ñ âûðîæ-

äåííîé áåñêîíå÷íîñòüþ (ýêâàòîð ñôåðû Ïóàíêàðå íå ñîäåðæèò öåëîé
òðàåêòîðèè, îòëè÷íîé îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ) èìååò íå áîëåå äâóõ áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê.

2. Ïîëíîñòüþ èçó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå îñîáûõ òî÷åê êóáè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ñ âûðîæäåííîé áåñêîíå÷íîñòüþ â ñëó÷àÿõ:

a) äâóõ ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê; b) äâóõ ïðîñòûõ îñîáûõ òî÷åê.
Êëàññèôèêàöèÿ ñëîæíûõ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðà-

íè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû îòðàæåíà â äâóõ òàáëèöàõ.
3. Èçó÷åí òèï åäèíñòâåííîé ñëîæíîé è åäèíñòâåííîé ïðîñòîé îñîáîé

òî÷êè ñèñèòåìû.
Çàìå÷àíèå. Âñþäó â ï. 3.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû ñ

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé ëèíåéíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
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