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Доказано, что бифуркационные множества в пространстве всех полиномиальных вектор-
ных полей на плоскости, соответствующие «простейшим» негрубым траекториям, являют-
ся аналитическими подмногообразиями коразмерности один. 

 
1. Введение. Понятие грубого векторного поля – векторного поля, не меняющего топологиче-

скую структуру фазового портрета при малых возмущениях поля – было введено А.А.  Андроновым и 
Л.С. Понтрягиным [1]. Они дали необходимые и достаточные условия грубости в пространстве rC -

векторных полей с rC -нормой  ( 1r ≥ ) на двумерном диске и двумерной сфере.  А.А. Андроновым и 
Е.А. Леонтович [2, 3] описаны простейшие негрубые векторные поля на плоскости – векторные поля 
первой степени негрубости и их бифуркации – перестройки фазовых портретов при возмущениях век-
торных полей.  Описание множества 0

rΣ  грубых rC -векторных полей на любых замкнутых ориенти-

руемых поверхностях и доказательство его плотности в пространстве rΧ всех rC -векторных полей 
получены  М.М. Пейксото [4]. Векторные поля первой степени негрубости на ориентируемых поверх-
ностях изучены С.Х. Арансоном  [5]. Более широкое множество 1

rΣ  негрубых векторных полей на 

поверхностях – квазиобщих рассматривалось Дж. Сотомайором [6]. Он доказал, что  1
rΣ  является по-

груженным 1rC − -подмногообразием коразмерности один в rΧ ( 4r ≥ ) и всюду плотно в  0\r rΧ Σ .    

Естественно рассматривать грубость относительно некоторых специальных классов векторных 
полей. Грубость и бифуркационные многообразия в пространстве векторных полей на плоскости, за-
даваемых дифференциальными уравнениями второго порядка, изучались автором  [7, 8]. Описание 
множества полиномиальных векторных полей  степени  n≤  на плоскости, грубых относительно про-
странства всех таких  векторных полей  давняя и, насколько автору известно, до сих пор нерешенная 
проблема. Еще меньше известно о структуре множества негрубых полиномиальных векторных полей. 
Тем не менее, некоторые результаты работы [6] о существовании бифуркационных многообразий 
можно перенести и на пространство полиномиальных векторных полей. Мы сделаем это в настоящей 
работе. 

На плоскости рассмотрим полиномиальное векторное поле степени n≤ : / /X P x Q y= ∂ ∂ + ∂ ∂ , где 

,
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Векторное поле X  естественно отождествляется с арифметическим вектором 

0,0 0,0 1,0 0,1 ,0 0,( , , , ,..., ,..., )n na b a a b b  из ( 1)( 2)n n+ +R , а множество Pn  всех полиномиальных векторных полей 

степени n≤ , с  пространством ( 1)( 2)n n+ +R  с евклидовой нормой.   
2. Бифуркационное многообразие седловой связки. Пусть векторное поле PnX ∈  имеет гру-

бые седла 0
kz , { , }k α ω∈ , возможно совпадающие, и траекторию L , α -предельную к  0zα  и  ω -

предельную к 0zω  – седловую связку. В случае  0 0z zα ω=  потребуем, чтобы седловая величина 
0div ( ) 0X zασ = ≠ .  

Так как компоненты  X  являются аналитическими функциями от ( , , )x y X , то, используя тео-

рему о неявной функции, получаем, что существуют окрестность  0B  поля X  в Pn ,  окрестность 0V  

дуги 0 0
1 2{ , }L L z z= ∪ , в которой любое векторное поле  0Y B∈  имеет грубые седла  
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( ) ( ( ), ( ))k k kz Y x Y y Y= , { , }k α ω∈ , и не имеет других особых точек, при этом ( )kz ⋅  – аналитическая 

функция, 0( )k kz X z= , ( ) ( )z Y z Yα ω= , если 0 0z zα ω= . 

Теорема 1. Существуют окрестность  0B B⊂  поля X  в Pn ,  окрестность 0V V⊂  дуги L   и 

аналитическая функция :f B → R  такие, что  для любого Y B∈   

1)  ( )kz Y V∈ , { , }k α ω∈ ; 

 2)  0Ydf ≠ ; 

3) ( ) 0f Y =  тогда и только тогда, когда существует траектория поля  Y , лежащая в V , α -

предельная к  ( )z Yα  и  ω -предельная к ( )z Yω ; 

 4)  если 0 0z zα ω≠ , то Y не имеет в V замкнутых траекторий;  

5)  если 0 0z zα ω= , то Y  имеет в V замкнутую  траекторию только при ( ) 0f Yσ < , она един-

ственная, грубая, устойчивая (неустойчивая) если 0σ <  ( 0σ > ) ; 
 6) при ( ) 0f Y ≠  поле  Y  грубое в V , а при ( ) 0f Y =  имеет в V  первую степень негрубости.  

Таким образом, бифуркационное множество векторных полей |VY  при  Y B∈  совпадает с 
1(0)f −  и является аналитическим подмногообразием nP  коразмерности один. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы можем выбрать на плоскости  аффинные координаты  ,ξ η , связан-

ные с координатами ,x y  равенствами  

�
11 12( , , ) ( ) ( ) ( )  k k

k kx x Y x Y c Y c Yξ η ξ η= = + + , �
21 22( , , ) ( ) ( ) ( )k k

k ky y Y y Y c Y c Yξ η ξ η= = + + ,  { , }k α ω∈ , 

где ( )k
i jc Y  – аналитические функции, det( ( )) 0k

i jc Y > , так, чтобы неустойчивая (устойчивая) инвари-

антная прямая линейной части поля  Y  в  точке ( )kz Y  задавалась уравнением  0η = ( 0ξ = ). 

Лемма. Число 0δ >  и окрестность  1 0B B⊂  поля X  в Pn  можно выбрать так, что седло 

( )kz Y , { , }k α ω∈ , векторного поля 1Y B∈  имеет неустойчивое (устойчивое) локальное инвариант-

ное многообразие, задаваемое уравнением ɵ( , ) Yη η ξ= , ξ δ<  ( ɵ( , ),Yξ ξ η η δ= < ), где ɵη  ( ɵξ )  – ана-

литическая функция, ɵ �(0, ) (0, ) 0Y Yξη η′= = , ɵ| ( , ) |Yη ξ δ<   ( ɵ �(0, ) (0, ) 0Y Yηξ ξ ′= = , ɵ| ( , ) |Yξ η δ<  ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы . Согласно [9, с. 238–239] или [10, с. 216-217]  мы можем вы-
брать δ  и 1B  так, что векторное поле 1Y B∈  имеет неустойчивое локальное инвариантное многообра-

зие, задаваемое уравнением  ɵ( , )Yη η ξ= , ξ δ< , где ɵ ( , )Yη ξ является суммой  ряда  по  степеням ξ  с 

коэффициентами, аналитически зависящими от 1Y B∈ , мажорируемым сходящимся числовым рядом, 

причем ɵ �(0, ) (0, ) 0Y Yξη η′= = . Так как параметр Y  принадлежит конечномерному пространству, то по 

теореме Вейерштрасса [11, с. 288]  ɵ ( , )Yη ξ  – аналитическая функция. Аналогично получаем утвер-

ждение леммы об устойчивом локальном инвариантном многообразии. 
Замечание 1.  В работе  А. М. Ляпунова [12, с. 127] (см. также [10, с. 216-217]) доказано суще-

ствование аналитических устойчивого и неустойчивого локальных инвариантных многообразий седла 
аналитического векторного поля в nR  при любом 2n ≥ .  Однако, приведенные там конструкции из-за 
резонансов при 2n >  не дают даже непрерывной зависимости от параметров.  По-видимому, доказа-
тельство аналитической зависимости локальных  инвариантных многообразий многомерного седла от 
параметра вообще отсутствует.  Доказательство гладкости локальных  инвариантных многообразий 
седла и их гладкой зависимости от параметра для гладкого векторного поля, гладко зависящего от 
параметра, имеется в разных работах, например в  книге [13].  

Вернемся к доказательству теоремы. Ограничимся случаем 0 0z zα ω≠ . Случай 0 0z zα ω=  рассмат-

ривается аналогично. Выберем окрестность 0V V⊂  дуги L , ограниченную кусочно-гладкой замкну-

той кривой �1 2 13...V a a a∂ = , состоящей из гладких дуг �1k ka a + , расположенных так, как указано на рис.1,   

в точках которых векторное поле X  им трансверсально, причем в точках дуг �4 5a a ,  �8 9a a   и �12 13a a  

поле направлено из V , а в остальных точках V∂  направлено внутрь V .   
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Рис. 1. Окрестность V . 

 

Мы можем считать, что число δ  и окрестность  1B , фигурирующие в утверждении леммы, вы-

браны столь малыми, что 1)  любое векторное поле 1Y B∈   в точках V∂  направлено так, как описано 

выше для поля X ; 2) окрестности седел 0
kz , { , }k α ω∈ , задаваемые в координатах ( , )ξ η  неравенст-

вами  ,ξ δ η δ< <  принадлежат V  и не пересекаются между собой; 3) точки на неустойчивом (ус-

тойчивом) инвариантном многообразии седла 0zα  ( 0zω ), соответствующими значениям параметра 

(0, )ξ δ∈  ( (0, )η δ∈ ),  принадлежат сепаратрисе L .  

Определим отображения  2: ( , )kϕ δ δ− → R , { , }k α ω∈ , положив 

  ɵ ɵ( ) ( ( / 2, , ), ( / 2, , ))s x s X y s Xα ααϕ δ δ= ,  ɵ ɵ( ) ( , ( / 2, ), ( , / 2, ))s s x X y s Xω ωωϕ δ δ= . 

 Обозначим  ( , )k kI ϕ δ δ= − , { , }k α ω∈ . 

Мы можем выбрать окрестность  2 1B B⊂  поля X  так, чтобы неустойчивое (устойчивое) инва-

риантное многообразие седла ( )z Yα  ( ( )z Yω ) 2Y B∈ , трансверсально пересекало дугу  Iα  ( Iω ) в точке 

( ( ))Yαϕ Η  ( ( ( ))Yωϕ Κ ), где  ( )YΗ ( ( )YΚ ) – аналитическая функция. Если окрестность 2B  достаточно 

мала, то существует такое число 0ρ > , что определено отображение ( ) ( ( , ))s s Yα ωϕ ϕ χ֏ , 

( ( ) , ( ) )s X Xρ ρ∈ Η − Η + , по траекториям векторного поля 2Y B∈ . Поскольку  траектория аналитиче-

ского векторного поля, аналитически зависящего от параметров, аналитически зависит от начальной 
точки, параметров и времени [10] , то из [14, с. 81–84] следует, что ( , )s Yχ  – аналитическая функция. 

Выберем окрестность 2B B⊂  поля X  так,  чтобы  при  Y B∈  ( ) ( ( ) , ( ) )Y X Xρ ρΗ ∈ Η − Η + . Тогда 

определена аналитическая функция :f B → R , ( ) ( ( ), ) ( )f Y Y Y Yχ= Η − Κ . Ясно, что ( ) 0f Y =  тогда и 

только тогда, когда существует траектория поля  Y ,  лежащая в V ,  α -предельная к  ( )z Yα  и  ω -

предельная к ( )z Yω .  

Докажем, что 0Xdf ≠ . Векторное поле / / nX Q x P y⊥ = − ∂ ∂ + ∂ ∂ ∈ Ρ . Находим 

0

( ) ( )X

d
df X f X X

d µ

µ
µ

⊥ ⊥

=

= + =  

0 0 0

( ( ), ) ( ) ( ( ), ) ( )
d d d

X X X X X X X X X
s d d dµ µ µ

χ µ χ µ µ
µ µ µ

⊥ ⊥ ⊥

= = =

∂= Η Η + + Η + − Κ +
∂

. 

Так как  реперы ( ( ( )), ( ))X s sα αϕ ϕ ′  и  ( ( ( )), ( ))X s sω ωϕ ϕ ′  имеют положительную ориентацию, то 

из [4, лемма 11.1] следует, что функция ( )X Xµ µ ⊥Η +֏  возрастает,  функция ( )X Xµ µ ⊥Κ +֏  

убывает в некоторой окрестности нуля. Поэтому  
0

( ) 0
d

X X
d µ

µ
µ

⊥

=

Η + ≥  и  
0

( ) 0
d

X X
d µ

µ
µ

⊥

=

− Κ + ≥ . 

Из [14, с. 81–84] также следует, что ( ( ), ) 0X X
s

χ∂ Η >
∂

. Согласно [4, с. 385-391 , с. 406-407]  

div ( ( ), ( )) 2 2

00

( ( ), ) (( ( )) ( ( )) ) 0s
X x t y t dtd

X X X M e x s y s ds
d

ττ

µ

χ µ
µ

⊥

=

∫ ′ ′Η + = + >∫
ɶ ɶ

ɶ ɶ , 
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где число 0M > ,  а ( ), ( ), [0, ]x x t y y t t τ= = ∈ɶ ɶ  – уравнение дуги траектории  L  между точками 

( ( ))Xαϕ Η  и ( ( ))Xωϕ Κ . Таким образом, ( ) 0Xdf X⊥ >  и 0Xdf ≠ . Взяв  окрестность  B  достаточно 

малой будем иметь 0Ydf ≠  при любом Y B∈ . 

Остальные утверждения теоремы при 0 0z zα ω≠ очевидны, а при 0 0z zα ω=  следуют из описания 

бифуркаций петли сепаратрисы седла [3, с. 294]. 
  Замечание 2. Для пространства rΧ  rC -гладких ( 2r ≥ ) векторных полей на двумерном ори-

ентируемом  многообразии аналогичное теореме 1 утверждение (с 1rf C −∈ )  имеется в [6, с. 28].  В 

доказательстве  того, что 0Xdf ≠  там сделана ошибка.  Производная  
0

( )
t

d
f X V

d
µ

µ =

+  считается для 

векторного поля V , которое задается  в координатах в локальной карте класса rC , и потому V поле 

класса 1rC − , то есть rV ∉ Χ , и  нельзя утверждать, что  
0

( ) ( )X

t

d
df V f X V

d
µ

µ =

= + .  Эту ошибку не-

трудно исправить некоторым усложнением конструкции или, как это сделано выше, взяв в качестве 
V  векторное поле, ортогональное X  в некоторой римановой метрике.  

3. Бифуркационное многообразие двойного цикла. Следующее утверждение аналогично 
лемме 2.4 из [6].    

Теорема 2. Пусть векторное поле PnX ∈  имеет двойной предельный цикл Γ [3, с. 118] и 0V  – 

его окрестность, не содержащая особых точек и других замкнутых траекторий. Тогда существуют  
окрестность 0V V⊂   цикла  Γ ,  окрестность  B  поля X  в Pn  и аналитическая функция :f B → R  

такие, что для любого Y B∈  
1) граница окрестности V состоит из двух гладких замкнутых кривых трансверсальных полю Y ; 
2) 0Ydf ≠ ;  

3) ( ) 0f Y =  тогда и только тогда, когда  Y имеет в  в V единственную замкнутую траекто-

рию – двойной цикл; 
 4) ( ) 0f Y <  тогда и только тогда, когда  Y не имеет в  V замкнутых траекторий;  

5) ( ) 0f Y >  тогда и только тогда, когда Y  имеет в  V  две замкнутые траектории, обе грубые. 

6) при ( ) 0f Y ≠  поле Y  грубое  в V , а при ( ) 0f Y =  имеет в V  первую степень негрубости. 

Доказательство теоремы повторяет доказательство леммы 2.4 из [6] с тем отличием, что следу-
ет проследить за аналитичностью используемых функций, а то, что  0Ydf ≠  доказывать так же, как в 

теореме 1. 
4. Бифуркационные многообразия сложного фокуса и седло-узла. Следующие утверждения 

и их доказательства аналогичны  леммам  3.2  и  3.12 из [6]. Мы их приводим для полноты изложения.   
Теорема 3. Пусть векторное поле PnX ∈  имеет устойчивый сложный фокус 0z  кратности 

один [3, с. 253] и 0V  – его окрестность, не содержащая других особых точек и замкнутых траекто-

рий. Тогда существуют  окрестность 0V V⊂  точки 0z ,  окрестность  B  поля X  в Pn  и аналитиче-

ская функция :f B → R  такие, что для любогоY B∈  

 1)   V∂  гладкая замкнутая кривая, трансверсальная  полю  Y ;  
2) 0Ydf ≠ ;  

3) Y  имеет   в V единственную особую точку, она является устойчивый сложным фокусом 
кратности один при ( ) 0f Y = , устойчивым (неустойчивым) грубым фокусом ( ) 0f Y <  ( ( ) 0f Y > ); 

 4) Y   имеет в V единственную, устойчивую и грубую замкнутую траекторию при  ( ) 0f Y >  

и не имеет в V  замкнутых траекторий при ( ) 0f Y ≤ ; 

5) при ( ) 0f Y ≠  поле  Y  грубое  в V , а при ( ) 0f Y =  имеет в V  первую степень негрубости. 

Теорема 4. Пусть векторное поле PnX ∈  имеет седло-узел 0z  кратности два  [3, с. 234-235] и 

0V  – его окрестность, не содержащая других особых точек и замкнутых траекторий. Тогда суще-

ствуют  окрестность 0V V⊂   точки 0z ,  окрестность  B  поля X  в Pn  и аналитическая функция 

:f B → R  такие, что для любогоY B∈  
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 1)   0Ydf ≠ ; 

 2) Y  не  имеет в V замкнутых траекторий;   
 3) Y  имеет  в V единственную особую точку при ( ) 0f Y = , она является седло-узлом крат-

ности два; 
 4)Y  не имеет в V особых точек  при  ( ) 0f Y > ;  

5) Y  имеет в V  две грубые особые точки, седло и узел  при ( ) 0f Y < ;  

6) при ( ) 0f Y ≠ поле Y  грубое  в V , а при ( ) 0f Y =  имеет в V  первую степень негрубости. 

Замечание 3. Если при условиях теоремы 4  0div ( ) 0( 0)X z < >  и  выходящая (входящая) сепа-

ратриса седло-узла  L  ( )ω α -предельна к  0z , не являясь входящей (выходящей) сепаратрисой, то 

утверждение  теоремы верно для некоторой окрестности V замкнутой кривой L  – петли сепаратрисы 
седло-узла, со следующим изменением: Y B∈   имеет в V  единственную, причем устойчивую (неус-
тойчивую) замкнутую траекторий при ( ) 0f Y >  и не имеет замкнутых траекторий в остальных случа-

ях [3, с. 329-337]. 
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ON BIFURCATION MANIFOLDS IN THE SPACE OF PLANAR POLYNOMIAL VECTOR 
FIELDS 

 
V.Sh. Roitenberg 

 
We prove that bifurcation sets in the space of all planar polynomial vector fields, corresponding to 

«simplest» structural unstable trajectories, are analytical submanifolds of codimension one.  


