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Дан обзор основных естественных систем единиц и описание их связи с системой СИ. Показано 
каким образом можно устранять трудности, возникающие при использовании наиболее распро-
страненных систем единиц электромагнитных величин: СИ, СГС, СГСЭ и СГСМ. 

 

1. Описание задачи 

 

При работе с системами электромагнитных величин (СИ, СГСЭ, СГСМ, СГС) возникают следующие 

трудности: 

1. Часть основных формул в системах СГС, СГСЭ, СГСМ и СИ имеет разный вид, отличаясь друг от 

друга размерными и безразмерными коэффициентами. Примерами таких формул являются закон Кулона, 

закон Ампера, закон Био-Савара-Лапласа. Другая часть формул записываются одинаково во всех системах. К 

ним, в частности, относятся: определение силы тока, определение электроёмкости, уравнение Лапласа. 

Подобный «дуализм» формул часто приводит к ошибкам и заметным потерям времени при работе с 

несколькими источниками, если они используют различные системы единиц. 

2. Из-за различной размерности коэффициентов в формулах размерность одной и той же физической 

величины в системах СИ, СГСЭ, СГСМ и СГС будет разной. Это создаёт дополнительные проблемы при 

самостоятельной попытке перевода значений величин из одной системы в другую.  

3. Использование различных наборов основных величин в системах СИ, СГС, СГСЭ и СГСМ приво-

дит к тому, что иерархия физических величин (и формул, определяющих эти величины) в различных систе-

мах единиц оказывается различной. Это важно при: 

– выводе формул основных законов; 

– определении размерности величин. 

Такая же ситуация возникает и при использовании естественных систем единиц, в которых основ-

ными величинами являются наборы фундаментальных физических постоянных. 

Целями данной статьи являются: 

1. устранение трудностей в использовании наиболее распространенных систем единиц электромаг-

нитных величин: СИ, СГС, СГСЭ и СГСМ. 

2. обзор основных естественных систем единиц и описание их связи с системой СИ. 

 

2. Иерархия формул классической электродинамики 

 

Сначала устраним третью трудность – построим иерархию формул классической электродинамики. 

Это можно осуществить следующим образом: 

 

1. Определить основные понятия классической электродинамики. 

2. Сформулировать принципы электродинамики. 

3. Получить из принципов уравнения Максвелла. 

4. Получить из уравнений Максвелла базовые формулы для определения основных физических ве-

личин – законы Кулона, Ампера и Био-Савара-Лапласа. 

5. Построить для каждой системы единиц свою иерархию формул, присоединив к законам Кулона, 

Ампера и Био-Савара-Лапласа определения основных физических величин – силы тока, ёмко-

сти, индуктивности и т. п. 

 

 

2.1. Основные понятия классической электродинамики 

 

 



 

 

33

 

A. 4-мерный потенциал: 
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характеризует свойства электромагнитного поля в любой точке пространства.  Величина φ – это обычный 

потенциал электрического поля, компоненты Ax, Ay, Az – это составляющие векторного потенциала 

→
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означает, что: 
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Следовательно: 
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То есть: 
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Величина ε0 – это электрическая постоянная, а µ0 – магнитная постоянная. В разных системах единиц ε0 и µ0 

имеют различное значение: 
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Соответственно: 

ϕ
c

A

1

0
=    (2-1) [(I-2), (a1)]=[ (I-2), (II-1), (III-1)] 

в системах СИ, СГСЭ и СГСМ и 
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A     (2-2) [(I-2), (a3)]=[ (I-2), (II-2), (III-3)] 

в системе СГС. 

 

Б. Тензор электромагнитного поля: 
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Индексы i и k могут принимать значения от 0 до 3. Отсюда следует, что существует 16 комбинаций этих ин-

дексов, то есть общее число компонент тензора будет равно 16. Используя два свойства: 

1. Антисимметричность 
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2. Равенство нулю элементов главной диагонали: 
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получаем, что для нахождения всего тензора достаточно определить элементы F01, F02, F03, F12, F13, F23: 
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все остальные элементы будут выражаться через них. 

 

В. Функция Лагранжа 

 

В классической линейной электродинамике функция Лагранжа имеет вид: 

L=Lm+Lmf+Lf,         (V) 

 

где 

          (VI) 

функция Лагранжа, определяющая свойства частицы В этой формуле – m – масса частицы, v – её скорость, с 

– скорость света в вакууме. Она имеет одинаковый вид во всех 4-х системах единиц (СИ, СГСЭ, СГСМ и 

СГС). 

Функция Лагранжа, характеризующая поле определяется формулой: 
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здесь a – это постоянная, выбор которой определяется системой единиц: 
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Система a 

СИ 

4
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Тензор F
ik

 определяется формулой 
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Тензор 
ik

F  называется ковариантным, а тензор 
ik

F  – контравариантным тензором электромагнитно-

го поля. 

Функция Лагранжа, определяющая взаимодействие частиц с полем: 
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Здесь: 
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4-мерный вектор тока, а 
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объёмная плотность электрического заряда. 

 

Г. Действие для системы частиц взаимодействующих с электромагнитным полем: 
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t

t

LdtS ,           (XII) 

где t1 – начальный момент времени, t2 – конечный момент времени. 

 

2.2. Принципы электродинамики 

 

1. Все свойства заряженных частиц в электромагнитном поле будут выводиться из одного принципа – прин-

ципа экстремального действия: 

0=Sδ , 

(XIII) 

где знак δ означает вариацию. 

 

2. Для точечного малого точечного заряда в электромагнитном поле: 
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(см. вывод формулы (II. 8) приложения II). 
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3. Известно, что из принципа наименьшего действия для частицы следует уравнение Лагранжа: 
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Применяя это уравнение к данному лагранжиану, получаем уравнение движения заряда: 
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 – напряжённость 

электрического поля, 
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= ArotB  – индукция магнитного поля. (см. Приложение III). 

 

4. Так как, сила, действующая на заряд со стороны поля 
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Эту силу можно разделить на: 
→→

= EeF e  – силу, действующую на заряд со стороны электрического поля и 
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 – силу, действующую на заряд со стороны магнитного поля (силу Лоренца). 

 

5. Определим еще две часто используемые величины: 

индукцию электрического поля – 

→→
= ED

a
ε  и напряженность магнитного поля –

→→
= BH

a
µ
1

, 

где 
0

εεε =
a

 – абсолютная диэлектрическая проницаемость, ε  – относительная диэлектрическая прони-

цаемость, 
0

µµµ =
a

 – абсолютная магнитная проницаемость, µ  – относительная магнитная проницае-

мость. 

В таблице приведены формулы для отдельных систем единиц: 
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6. Сравнивая формулы проекций вектора напряженности и тензора электромагнитного поля можем выразить 

компоненты этого тензора через вектора напряженностей (см. Приложение IV): 
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для ковариантного тензора и: 
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для контравариантного тензора. 

Эти формулы являются общими для любой системы единиц, и, одновременно являются формулами 

в системе СИ. В системе СГС имеем: 
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что соответствует формуле (23, 5) из «Теории поля» Ландау, Лифшица. 

В системе СГСЭ: 
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В системе СГСМ: 
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Отметим, что если вместо координат вектора 
→
H  в тензорах использовать координаты вектора 

→
B  и 

вместо коэффициентов 
0

ε  и 
0

µ  подставить скорость света в вакууме с, то формулы в системах СИ, СГСЭ и 

СГСМ примут одинаковый вид: 
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В системе СГС формулы будет отличаться: 
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2.3. Уравнения Максвелла 

 

Получим, исходя из введённых понятий и принципов уравнения Максвелла в общем для всех четы-

рёх систем виде. Будем следовать такому порядку: сначала получим каждое уравнение в четырёхмерном ви-

де, а, затем из четырёхмерного уравнения получим соответствующую трёхмерную пару уравнений Максвел-

ла. 

1. Первая пара уравнений Максвелла: 

Используя определение компонента ковариантного тензора электромагнитного поля: 
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Получим первую пару уравнений Максвелла в 4-хмерном виде: 
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. (см. Приложение V). 

Если все три индекса или любые два индекса из трёх равны друг другу, то уравнение тождественно обраща-

ется в 0 (см. Приложение V). Поэтому имеет смысл рассматривать только уравнение, в котором все три ин-

декса i, k и l различны. Анализ показывает, что независимо от порядка, в котором взяты эти индексы будет 

получено одно и то же уравнение (Приложение V). Поэтому достаточно рассмотреть 4 уравнения, в которых 

эти индексы различны. Рассмотрение этих случаев даёт (см. Приложение V): 

(i=0, k=1, l=2): 

t

H

cy

E

x

E
zxy

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂ 1

0

0

ε
µ

 

(i=0, k=1, l=3): 

t

H

cx

E

z

E yzx

∂
∂

−=
∂
∂−

∂
∂ 1

0

0

ε
µ

. 

(i=0, k=2, l=3): 

t

H

cz

E

y

E
xyz

∂
∂−=

∂
∂

−
∂
∂ 1

0

0

ε
µ

 

Комбинируя все три равенства, получим векторное уравнение: 

t

H

c

Erot

∂
∂−=

→
→

1

0

0

ε
µ

 

(i=1, k=2, l=3): 0
00

=−=








∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

−
→
Hdiv

z

H

y

H

x

H
zyx µµ . 

Отсюда следует второе уравнение первой пары: 

0=
→
Hdiv  
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2. Вторая пара уравнений Максвелла. 

 

Используем принцип наименьшего действия для полного действия при условии, что известно движение час-

тиц. 

( )
fmfmfmfm

SSSSSSS δδδδδ ++=++=  

Так как движение частиц известно, то: 

0=
m

Sδ  

Следовательно: 

fmf
SSS δδδ +=  

где 

∫ Ω−= djA

с

S
i

imf

00

2

1

µε
 

∫ Ω= dFF

c

a

S
ik

ikf

0
µ

 

Применяя принцип наименьшего действия, получим уравнение: 

i

k

ik

j

aсx

F

0

0

4

1

ε
µ

=
∂
∂

 

для i=0, получаем: 

ρ
ε

0
4

1

a

Ediv −=
→

 

для i=1, 2 и 3 имеем: 

tс

E

j

aс

Hrot

∂
∂+−=

→
→→

0

0

00
4

1

µ
ε

µε
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Для каждой из четырёх систем единиц имеем следующие уравнения Максвелла: 

 

Система 

Уравнение 

СИ СГС СГСЭ СГСМ 

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

k

li

i

kl

l

ik

x

F

x

F

x

F

 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

k

li

i

kl

l

ik

x

F

x

F

x

F

 

t

H

c

Erot

∂
∂−=

→
→

1

0

0

ε
µ

 
t

H

Erot

∂
∂−=

→
→

0
µ  

t

H

с

Erot

∂
∂−=

→
→

1
 

t

H

c

Erot

∂
∂−=

→
→

2

1
 

t

H

Erot

∂
∂−=

→
→

 

0=
→
Hdiv  0=

→
Hdiv  

i

k

ik

j

aсx

F

0

0

4

1

ε
µ

=
∂
∂

 

i

k

ik

j

x

F

0
µ−=

∂
∂

 
i

k

ik

j

сx

F π4−=
∂
∂

 
i

k

ik

j

сx

F

2

4π−=
∂
∂

 i

k

ik

j

x

F π4−=
∂
∂

 

ρ
ε

0
4

1

a

Ediv −=
→

 ρ
ε

0

1=
→
Ediv  πρ4=

→
Ediv  πρ4=

→
Ediv  ρπ 2

4 сEdiv =
→

 

tс

E

j

aс

Hrot

∂
∂+−=

→
→→

0

0

00
4

1

µ
ε

µε
 

t

E

jHrot

∂
∂+=

→
→→

0
ε  

t

E

с

j

с

Hrot

∂
∂+=

→
→→

14π
 

t

E

jHrot

∂
∂+=

→
→→

π4  

t

E

с

jHrot

∂
∂+=

→
→→

2

1

4π  
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2.4. Базовые формулы классической электродинамики 

 

Вывод закона Кулона. 

 

1. Теорема Гаусса. 

 

Согласно математической теореме Остроградского-Гаусса: 

∫∫
→→

=
SV

dSEdVEdiv  

Уравнение Максвелла: 

ρ
ε

0
4

1

a

Ediv −=
→

 

Следовательно: 

000
44

1

4

1

ε
ρ

ε
ρ

ε a

q

dV

a

dV

a

dVEdiv

VVV

−=−=−= ∫∫∫
→

 

Таким образом: 

0
4 εa

q

dSE

S

−=∫
→

 

Это равенство называется теорема Гаусса. 

В системах СИ и СГСМ теорема имеет вид: 

0
ε
q

dSE

S

=∫
→

 

В системах СГС и СГСЭ имеет вид: 

qdSE

S

π4=∫
→

. 

 

2. Формула напряжённости точечного заряда. 

 

Примем гипотезу о том, что вектор напряжённости точечного заряда – имеет одинаковое значение на 

одинаковом расстоянии от заряда (симметричность поля). Так как теорема Гаусса справедлива для 

любой поверхности, то она будет справедлива и для сферы. 

 

В случае сферической поверхности произведение: 

 

для положительного точечного заряда, и: 

 

для отрицательного точечного заряда. 

 

В общем виде обозначим его как: 

 

где коэффициент k =1 если заряд положителен и k= –1, если заряд отрицателен. 
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Площадь сферы S=4πR
2

, где R – радиус сферы, то есть расстояние от точечного заряда до точки, в 

которой определяется поле. 

Следовательно: 

 

Отсюда следует формула: 

 

Так как постоянная a отрицательна, то знак выражения определяется произведением: 

 

Для положительного заряда q>0 величина k=1, следовательно, произведение будет положи-

тельном, как и должно быть (так как E>0 как модуль напряжённости). 

Для отрицательного заряда q<0 величина k= –1, следовательно, произведение так же будет по-

ложительным. 

 

Таким образом, можно записать: 

 

Следовательно: 

 

Направление вектора напряжённости электрического поля точечного заряда совпадает с векто-

ром, проведённым из точечного заряда в ту точку, в которой находится заряд. 

Для отрицательного заряда направление будет противоположным. Из этих соображений следу-

ет формула: 

 

В системе СИ: 

 

Для систем СГС и СГСЭ: 

 

Для системы СГСМ: 

R

R

R

q

E

→
→

=
2

0

1

ε
. 

3. Закон Кулона 
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Исходя из определения напряжённости: 

→→
= EqF

1
. 

Формула напряжённости: 

R

R

R

q

a

E

→
→

−=
2

2

0
16

1

επ
. 

Следовательно: 

R

R

R

qq

a

F

→
→

−=
2

21

0
16

1

επ
 

В системе СИ: 

R

R

R

qq

F

→
→

=
2

21

0
4

1

πε
 

В системах СГС и СГСЭ: 

R

R

R

qq

F

→
→

=
2

21

 

В системе СГСМ: 

R

R

R

qq

F

→
→

=
2

21

0

1

ε
 

 

 

Вывод закона Ампера. 

 

Используем выписанную ранее формулу для силы Лоренца: 






=
→→→
Bv

c

e

F L ,

00
µε

. 

Рассмотрим малый элемент проводника 

→
rd . Если сила тока все время постоянна, то общее 

количество заряда в этом элементе проводника будет оставаться постоянным и равным: 

Idtdq = . 

С другой стороны: 

edNdq = , 

где dN – количество зарядов в этом элементе. В этом случае на элемент тока будет действовать сила: 

 






=




=

=




=




=




=




==

→→→→

→→→→→→→→→→

Brd

c

I

Bdtv

c

I

Bv

c

Idt

Bv

c

dq

Bv

c

edN

dNBv

c

e

dNFFd LA

,,

,,,,

0000

00000000

µεµε

µεµεµεµε
 

Таким образом, закон Ампера имеет вид: 






=
→→→
Brd

c

I

Fd A ,

00
µε

 

В системах СИ, СГСЭ и СГСМ: 






=
→→→
BrdIFd A ,  
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В системе СГС: 






=
→→→
Brd

c

I

Fd A ,  

 

Вывод закона Био-Савара-Лапласа. 

 

1. Преобразование Лоренца для потенциала. 

 

Имеем преобразование компонент 4-мерного ковариантного тензора: 

2

10

0

1

''








−

−
=

c

v

A

c

v

A

A , 

2

01

1

1

''








−

−
=

c

v

A

c

v

A

A , '
22

AA = , '
33

AA = . 

Для четырёхмерного потенциала: 

ϕµε
000

=A , 
x

AA −=
1

, 
y

AA −=
2

, 
z

AA −=
2

. 

Тогда: 

2

00

00

1

''








−

+
=

c

v

A

c

v

x
ϕµε

ϕµε  или 

2

00

1

''








−

+

=

c

v

A

c

v

xµε
ϕ

ϕ  

2

00

1

''








−

−−
=−

c

v

c

v

A

A

x

x

ϕµε
 или 

2

00

1

''








−

+
=

c

v

c

v

A

A

x

x

ϕµε
 

Таким образом: 

 

2

00

1

''








−

+
=

c

v

A

c

v

xµε
ϕ

ϕ , 

2

00

1

''








−

+
=

c

v

c

v

A

A

x

x

ϕµε
, '

yy
AA = , '

zz
AA =  

 

2. Преобразование Лоренца для напряжённостей электрического и магнитного поля (см. Приложение 

VII): 

'
xx

EE = , 

2

0

0

1

''








−

+
=

c

v

H

c

v

E

E

zy

y

ε
µ

, 

2

0

0

1

''








−

−
=

c

v

H

c

v

E

E

yz

z

ε
µ

, 

'
xx

HH = , 

2

0

0

1

''








−

−
=

c

v

E

c

v

H

H

zy

y

µ
ε

, 

2

0

0

1

''








−

+
=

c

v

E

c

v

H

H

yz

z

µ
ε

. 
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3. Отсюда следуют формулы для напряжённостей электрического и магнитного поля точечного заряда 

(см. Приложение VIII): 

3

2

3

2

2

2

2

0

sin1

1

16 R

R

c

v

c

v

a

q

E

→
→









−



















−

−=

θ
επ

, 

3

2

3

2

2

2

2

0

0

0

,

sin1

1

16 сR

Rv

c

v

c

v

a

q

H
















−



















−

−=

→→

→

θ
µ
ε

επ
, 

При нерелятивистских скоростях 1
2

2

<<
c

v

, откуда следуют формулы: 

3

0
16 R

R

a

q

E

→
→

−=
επ

, 

3

0

0

0

,

16 сR

Rv

a

q

H








−=

→→

→

µ
ε

επ
 

Дифференцируя второе выражение, имеем: 

3

0

0

0

,

16 сR

Rv

a

dq

Hd








−=

→→

→

µ
ε

επ
, 

→→→→→→
===== rIdSdrjSdrvvSdrvdVvdq ρρρ . 

Таким образом, получаем закон Био-Савара-Лапласа в общем виде: 

3

0

0

0

,

16

1

сR

RrdI

a

Hd








−=

→→

→

µ
ε

επ
 

В системе СГС имеем: 

3

,

сR

RrdI

Hd








=

→→

→
. 

В системе СИ: 

3

,

4

1

R

RrdI

Hd








=

→→

→

π
. 

В системах СГСЭ и СГСМ: 

3

,

R

RrdI

Hd








=

→→

→
. 
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Приложение I 

Свойства δ-функции, использованные в статье 
 

1. Согласно свойству δ-функции: 

( ) ( ) ( )
00

qfdqqqqf

b

a

=−∫ δ , 

если выполняется условие 

bqa <<
0

.        (I. 1) 

 

2. Если функция f зависит от нескольких переменных, то это свойство можно обобщить: 

( ) ( )
nk

b

a

kkknk
qqqqfdqqqqqqqf

k

k

...,,...,,,)...,,...,,,(
021021

1

=−∫ δ , 

если 

kkk
bqa <<

0
.        (I. 2) 

 

3. Для функции трех переменных ( )zyxf ,,  можно положить: 

.

,

,

3

2

1

zq

yq

xq

=
=
=

 

Тогда: 

.,

,,,

,,,

0302313

0202212

0102111

zqzbza

yqybya

xqxbxa

===

===

===

  

.

,

,

201

201

201

zzz

yyy

xxx

<<
<<
<<

 

Следовательно: 

( ) ( )zyxfdxxxzyxf

x

x

,,),,(
00

2

1

=−∫ δ , 

если 
201

xxx << ,       (I. 3) 

( ) ( )zyxfdyyyzyxf

y

y

,,),,(
00

2

1

=−∫ δ , 

если 
201

yyy << ,       (I. 4) 

( ) ( )
00

,,),,(

2

1

zyxfdzzzzyxf

z

z

=−∫ δ  

если .
201

zzz <<        (I. 5) 

 

4. Можно обобщить указанное выше свойство δ-функции для кратного интеграла. Для этого нужно 

проинтегрировать по y функцию ( )zyxf ,,
0

. Из формулы (I. 4) следует: 

( ) ( ) ( )zyxfdyyyzyxf

y

y

,,,,
0000

2

1

=−∫ δ . 

Это можно записать в более общем виде с использованием формулы (I. 3): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )zyxfdyyyzyxfdyyydxxxzyxf

y

y

y

y

x

x

,,,,),,(
000000

2

1

2

1

2

1

=−=−











− ∫∫ ∫ δδδ . 

Отсюда следует формула: 

( ) ( ) ( )zyxfdyyydxxxzyxf

y

y

x

x

,,),,(
0000

2

1

2

1

=−











−∫ ∫ δδ .  (I. 6) 

Интегрируя полученный результат по z, из формулы (I. 5), имеем: 

( ) ( ) ( )
000000

,,,,

2

1

zyxfdzzzzyxf

z

z

=−∫ δ  

По другому: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).,,,,

),,(

00000

000

2

1

2

1

2

1

2

1

zyxfdzzzzyxf

dzzzdyyydxxxzyxf

z

z

z

z

y

y

x

x

=−=

=−












−











−

∫

∫ ∫ ∫

δ

δδδ
 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( )
000000

,,),,(

2

1

2

1

2

1

zyxfdzzzdyyydxxxzyxf

z

z

y

y

x

x

=−












−











−∫ ∫ ∫ δδδ , 

если 

.

,

,

201

201

201

zzz

yyy

xxx

<<
<<
<<

          (I. 7) 

Этот вывод можно обобщить на случай n переменных: 

( ) ( ) ( )

( ),...,,...,,,

......)...,,...,,,(...

021

10112022021

1

1

2

2

nk

b

a

b

a

b

a

nnnnk

qqqqf

dqqqdqqqdqqqqqqqf

n

n

=

=−













−












−∫ ∫ ∫ δδδ

 

если 

kkk
bqa <<

0
, k=1, 2, …, n.        (I. 8) 

 

 

 

Приложение II 

Лагранжиан точечного заряда в электромагнитном поле 

 

1. В общем виде в классической линейной электродинамике лагранжиан имеет вид: 

 

L=Lm+Lmf+Lf.          (II. 1) 

Найдём лагранжиан точечного заряда. Будем считать заряд достаточно малым для того, чтобы 

поле при его движении не изменялось, тогда можно рассматривать его как неизменное в пространстве. 

Так как поле не является частью физической системы, то можно положить: 

.0=
f

L           (II. 2) 

Следовательно, 
mfm

LLL += , где 



А.И. Шамбин, Г.С. Феклистов 

Труды ФОРА, №19, 2014 г. © 2014 Физическое Общество РА 

48 

,1

2

2








−−=
c

v

mcL
m

      (II. 3) 

и 

.

1

00

∫−=
V

i

imf
dVjA

c

L

µε
     (II. 4) 

 

2. Формула Lmf дана в общем случае. Конкретизируем её для случая малого точечного заряда. 

 

Найдём произведение: 

.

1

00

00

3

3

2

2

1

1

0

0

ρϕµε

ρρρρϕµε

cvA

с

vAvAvAcjAjAjAjAjA
zzyyxx

i

i








 −=

=−−−=+++=
→→  

Отсюда следует, что 

.

111

00

0000

∫∫ 






 −=
→→

VV

i

i
dVcvA

сc

dVjA

c

ρϕµε
µεµε

 

Для одного точечного заряда плотность можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ( ),,,
000

zzyyxxezyxr −−−==






→
δδδρρ   (II. 5) 

где 0

→
r  – радиус-вектор точечного заряда. В декартовых координатах 

.dzdydxdV =         (II. 6) 

Следовательно: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,

1

,,

11

00000

0000000

2

1

2

1

2

1

2

1

1

1

2

1

dzzzdyyydxxxvzyxA

с

zyxce

dzdydxzzyyxxcevA

с

dVcvA

с

z

z

y

y

x

x

z

z

y

y

x

xV

−












−











−







 −=

=−−−






 −=






 −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫∫

→→

→→→→

δδδϕµε

δδδϕµερϕµε
 

Всегда можно выбрать координаты области интегрирования таким образом, чтобы: 

.,,
201201201

zzzyyyxxx <<<<<<  

В этом случае согласно свойству δ-функции для любой ( )zyxf ,, : 

( ) ( ) ( ) ( )
000000

,,),,(

2

1

2

1

2

1

zyxfdzzzdyyydxxxzyxf

z

z

y

y

x

x

=−












−











−∫ ∫ ∫ δδδ  

(см. формулу (I. 7) приложения I). 

 

Обозначим ( ) ( ) ( )→→
−= vzyxA

с

zyxzyxf ,,

1

,,,,
00
ϕµε . 

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )→→

→→

−=

=−












−











−







 −∫ ∫ ∫

vzyxA

с

zyx

dzzzdyyydxxxvzyxA

с

zyx

z

z

y

y

x

x

00000000

00000

,,

1

,,

,,

1

,,

2

1

2

1

2

1

ϕµε

δδδϕµε
 

и 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .,,

1

,,

,,

1

,,

1

00000000

00000

00

2

1

2

1

2

1








 −=

=−












−











−







 −=

=






 −

→→

→→

→→

∫ ∫ ∫

∫

vzyxA

с

zyxce

dzzzdyyydxxxvzyxA

с

zyxce

dVcvA

с

z

z

y

y

x

x

V

ϕµε

δδδϕµε

ρϕµε

 

Таким образом, 

( ) ( ) .,,

1

,,

1

111

00000000

00

00

0000








 −=

=






 −=

→→

→→

∫∫

vzyxA

с

zyxce

c

dVcvA

сc

dVjA

c
VV

i

i

ϕµε
µε

ρϕµε
µεµε

 

В задаче рассматривается движение точечного заряда. Следовательно, в качестве координат x, 

y и z будут выбираться координаты точечного заряда, которые обозначены в последней формуле как 

x0, y0 и z0. Для простоты будем обозначать эти координаты просто как x, y и z, а потенциалы обозна-

чать без указания этих координат в скобках. Следовательно, 

.

1111

00

00

00

0000








 −=






 −=
→→→→

∫ vA

с

e

vA

с

ce

c

dVjA

c
V

i

i
ϕµε

µε
ϕµε

µεµε
 

Отсюда следует, что лагранжиан, описывающий действие поля на точечный заряд будет 

.

11

00

0000








 −−=−=
→→

∫ vA

с

e

dVjA

c

L

V

i

imf
ϕµε

µεµε
 

Следовательно, полный лагранжиан точечного заряда имеет вид: 








 −−






−−=
→→
vA

с

e

c

v

mcL

1

1
00

00

2

2 ϕµε
µε

    (II. 7) 

 

 

Приложение III 

Уравнение движения заряда 

 

1. Уравнение Лагранжа имеет вид 
→→

∂

∂=
∂

∂

v

L

dt

d

r

L
. Лагранжиан задаётся формулой: 

.

1

1
00

00

2

2








 −−






−−=
→→
vA

с

e

c

v

mcL ϕµε
µε

 

Найдём уравнение Лагранжа в явном виде. 

2. Дифференцируя, лагранжиан по 

→
r , имеем: 

.

1

1

1

1

00

2

2

00

00

2

2

→

→→

→

→

→→

→→

∂








∂
+

∂

∂−

−




















−
∂

∂−=




















 −−






−−
∂

∂=
∂

∂

r

vA

с

e

r

e

c

v

mc

r

vA

с

e

c

v

mc

rr

L

µε
ϕ

ϕµε
µε
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Первое слагаемое не зависит от 
→
r , следовательно, его производная равна 0. Тогда 

.

1

00

→

→→

→→
∂








∂
+

∂

∂−=
∂

∂

r

vA

с

e

r

e

r

L

µε
ϕ

 

По свойству градиента: 

.,, 




+




+






 ∇+






 ∇=






=
∂








∂
→→→→→→→→→→

→

→→

ArotvvrotAAvvAvAgrad

r

vA

 

Так как 0=






 ∇
→→
vA  и 0=

→
vrot , то 




+






 ∇=






=
∂








∂
→→→→→→

→

→→

ArotvAvvAgrad

r

vA

, . 

Таким образом, .,

11

0000






+






 ∇+
∂

∂−=
∂

∂ →→→→

→→ Arotv

с

e

Av

с

e

r

e

r

L

µεµε
ϕ

 

3. Найдём производную лагранжиана по 

→
v : 

 

.

1

1

1

00

2

2

00

00

2

2










∂

∂+

+
∂

∂−






−
∂

∂−=




















 −−






−−
∂

∂=
∂

∂

→→

→

→→

→→

→→

vA

v
c

e

v

e

c

v

v

mcvA

с

e

c

v

mc

vv

L

µε

ϕϕµε
µε  

Найдём теперь отдельные производные. 

 

3. 1. Производная:  

 

.

2

12

1

1

12

1

1
2

2

2

2

2

→→→
∂

∂







−








−

=


















−
∂

∂








−

=






−
∂

∂

v

v

c

v

c

v
c

v

v

c

v
c

v

v

 

По свойству градиента: 

.

→→→

→ ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂

∂
k

v

v

j

v

v

i

v

v

v

v

zyx

 

Модуль скорости равен: 

.
222

zyx
vvvv ++=  

Тогда 

( ) .

2

2

2

1 222

222

222

v

v

v

v

vvv

v
vvv

vvv

vv

v
xx

zyx

x
zyx

zyx

xx

==++
∂
∂

++
=



 ++

∂
∂=

∂
∂

 

Аналогично, 
v

v

v

v y

y

=
∂
∂

 и .

v

v

v

v
z

z

=
∂
∂

 Следовательно, 

.

1








 ++=++=
∂

∂ →→→→→→

→ kvjviv

v

k

v

v

j

v

v

i

v

v

v

v

zyx

zyx

 



Трудности, возникающие при использовании систем единиц...  

Труды ФОРА, №19, 2014 г. © 2014 Физическое Общество РА 

51

Так как вектор скорости 

→→→→
++= kvjvivv

zyx
, то 

v

v

v

v

→

→ =
∂

∂
 – единичный вектор, направлен-

ный в ту же сторону, в какую направлен и вектор скорости. 

Следовательно: 

2
22

2

2

1

12

12

1

1








−

−=






−








−

=






−
∂

∂
→→

→

c

v

v

cv

v

c

v

c

v
c

v

v

 

и 

22
2

2

2

2

11

1

1








−

=




























−

−−=






−
∂

∂−
→→

→

c

v

vm

c

v

v

c

mc

c

v

v

mc . 

Эта величина известна как релятивистский импульс материальной точки: 

.1/
2

2

c

v

vmp −=
→→

 

 

3. 2. Потенциал φ зависит только от координат заряда, следовательно 0=
∂

∂
→
v

ϕ
. 

3. 3. Производная 

→→

→

→

→

→
→→

→

→
→→

→ +
∂

∂=
∂

∂+
∂

∂=








∂

∂
Av

v

A

v

v

Av

v

A

vA

v

. 

Векторный потенциал 

→
A  зависит только от координат заряда, следовательно 0=

∂

∂
→

→

v

A

. 

Отсюда 

→→→

→ =








∂

∂
AvA

v

. 

3. 4. Следовательно, 

→→

→ +=
∂

∂
A

c

e

p

v

L

00
µε

. Эта величина называется также обобщённым импульсом 

частицы. 

 

4. Найдём производную 

dt

Ad

c

e

dt

pd

A

c

e

p

dt

d

v

L

dt

d

→→
→→

→ +=













+=

∂

∂

0000
µεµε

. 

Полная производная векторного потенциала 

→→
→→








 ∇+
∂
∂= Av

t

A

dt

Ad

. 

Следовательно,  

.

000000

→→
→→

→→
→→

→ 






 ∇+
∂
∂+=






















 ∇+
∂
∂+=

∂

∂
Av

c

e

t

A

c

e

dt

pd

Av

t

A

c

e

dt

pd

v

L

dt

d

µεµεµε
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5. Таким образом, уравнение Лагранжа принимает вид 

 

→→
→→

→→→→

→ 






 ∇+
∂
∂+=




+






 ∇+
∂

∂− Av

c

e

t

A

c

e

dt

pd

Arotv

c

e

Av

c

e

r

e

00000000

,

µεµεµεµε
ϕ

 

или 






+
∂
∂−

∂

∂−=
→→

→

→

→

Arotv

c

e

t

A

c

e

r

e

dt

pd

,

0000
µεµε

ϕ
. 

Так как ϕϕ
grad

r

=
∂

∂
→ , то =




+
∂
∂−−=

→→
→→

Arotv

c

e

t

A

c

e

grade

dt

pd

,

0000
µεµε

ϕ  

                                          




+














∂
∂−−=

→→
→

Arotv

c

e

t

A

c

grade ,

11

00

00

00
µε

ϕµε
µε

. 

Введём обозначения: 















∂
∂+−=

→
→

t

A

c

gradE

11

00

00

ϕµε
µε

, 

→→
= ArotB . 

Тогда получим, что  






+=
→→→

→

Bv

c

e

Ee

dt

pd

,

00
µε

 

 

 

Приложение IV 

Тензор электромагнитного поля 

 

1. Компоненты тензора электромагнитного поля имеют вид: 

 










∂
∂

+
∂
∂−=

tc

A

x

F
x

ϕµε
0001

, 








∂
∂

+
∂
∂−=

tc

A

y

F
yϕµε

0002
, 









∂
∂

+
∂
∂−=

tc

A

z

F
z

ϕµε
0003

, 

x

A

y

A

F
yx

∂
∂

−
∂
∂

=
12

, 

y

A

z

A

F
zy

∂
∂−

∂
∂

=
23

, 

x

A

z

A

F
zx

∂
∂

−
∂

∂
=

13
. 

2. Из формулы вектора напряжённости электрического поля  















∂
∂+−=

→
→

t

A

c

gradE

11

00

00

ϕµε
µε

 

Следует, что 








∂
∂

+
∂
∂−=

t

A

cx

E
x

x

11

00

00

ϕµε
µε

, 








∂
∂

+
∂
∂−=

t

A

cy

E
y

y

11

00

00

ϕµε
µε

,  










∂
∂+

∂
∂−=

t

A

cz

E
z

z

11

00

00

ϕµε
µε

. 

Отсюда видно, что 
x

EF
0001

µε= , 
y

EF
0002

µε= , 
z

EF
0003

µε= . 
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С другой стороны 






 ++=
→→→→
kFjFiFE

030201

00

1

µε
. 

3. Из формулы вектора индукции магнитного поля 
→→

= ArotB  следует, что 

z

A

y

A

B
yz

x ∂
∂

−
∂
∂= , 

x

A

z

A

B
zx

y ∂
∂

−
∂

∂
= , 

y

A

x

A

B
xy

z ∂
∂−

∂
∂

= . 

Сравнивая с компонентами тензора электромагнитной индукции, получаем: 

x
BF −=

23
, 

y
BF =

13
, 

z
BF −=

12
. 

Свойства антисимметричности дают: 

x
EFF

000110
µε−=−= , 

y
EFF

000220
µε−=−= , 

z
EFF
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µε−=−= , 

x
BFF =−=

2332
, 

y
BFF −=−=

1331
, 

z
BFF =−=

1221
, 

0
33221100

==== FFFF . 

Таким образом, 
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0

0

0

0
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xyz
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EEE

F

µε
µε
µε
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Если вместо магнитной индукции использовать напряжённость магнитного поля, то тензор 

примет вид 
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=

0
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0

0

0000
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µεµεµε

 

Контравариантный тензор будет определяться как: 

k

i

i

k

ik

x

A

x

A

F

∂
∂−

∂
∂= , 

учитывая, что: 

ϕµε
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x
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1

1
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y

AAA =−=
2

2

, 
z
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3

3

, 

ctxx ==
0

0

, xxx −=−= 1

1
, yxx −=−= 2

2
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3
. 

Отсюда: 
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( ) ( ) zz

yxxyxy
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x
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y

A

y

A

x

A

y

A

x

A

x

A

x

A
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∂
∂
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∂
∂
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∂
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∂
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A
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A

x

A
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A

x

A

x

A

x
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1
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∂
∂
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∂
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∂
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∂
∂= , 
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y

A

z

A

z

A

y

A

z

A

y

A

x

A

x

A
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3

2

2

3
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µ
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∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂
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∂
−
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∂
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∂
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∂
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Отсюда получаем: 
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или 
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Приложение V 

Первая пара уравнений Максвелла 

 

1. Первая пара уравнений Максвелла в 4-мерном виде. 

 

Возьмём три разных индекса i, j, k и найдём для них производные: 
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k

ik

l

il

k

k

l

ii

kl

xx

A

xx

A

x

A

xx

A

xx

A

x

A

xx

F

∂∂
∂

−
∂∂

∂
=

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂=









∂
∂

−
∂
∂

∂
∂=

∂
∂ 22

, 

ki

l

lk

i

i

l

kl

i

ki

l

l

i

kk

li

xx

A

xx

A

x

A

xx

A

xx

A

x

A

xx

F

∂∂
∂

−
∂∂

∂
=

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂=









∂
∂

−
∂
∂

∂
∂=

∂
∂ 22

. 

Складывая все три уравнения, получаем: 

.0

222222

222222

=
∂∂

∂−
∂∂

∂+
∂∂

∂−
∂∂

∂+
∂∂

∂−
∂∂

∂=

=








∂∂
∂−

∂∂
∂+









∂∂
∂−

∂∂
∂+









∂∂
∂−

∂∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

lk

i

lk

i

ki

l

ki

l

li

k

li

k

ki

l

lk

i

li

k

ki

l

lk

i

li

k

k

li

i

kl

l

ik

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

x

F

x

F

x

F

 

Отсюда следует первая пара уравнений Максвелла в четырёхмерном виде: 

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

k

li

i

kl

l

ik

x

F

x

F

x

F

. 

 

2. Анализ первой пары уравнений Максвелла в 4-хмерном виде. 

Чтобы сократить число возможных вариантов вывода учтем, что если все три индекса одинако-

вы: i=k=l, то равенство тождественно обращается в нуль, так как уравнение примет вид: 



Трудности, возникающие при использовании систем единиц...  

Труды ФОРА, №19, 2014 г. © 2014 Физическое Общество РА 

55

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

i

ii

i

ii

i

ii

x

F

x

F

x

F

. 

А по свойству тензора электромагнитного поля 0=
ii

F . Если одинаковы два индекса, например i и k, 

то  

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

i

li

i

il

l

ii

x

F

x

F

x

F

. 

При этом первое слагаемое обращается в нуль, так как 0=
ii

F . Сумма второго и третьего слагаемого 

также обращается в нуль, так как тензор антисимметричен, то есть 
liil

FF −= , следовательно: 

( )
0=

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
−∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

i

il

i

il

i

il

i

il

i

li

i

il

i

li

i

il

l

ii

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

. 

Таким образом, имеет смысл рассматривать только случай когда все три индекса i, k и l различны. 

На каждую выборку индексов i, k и l имеется 3!=6 внешне различных уравнений, в зависимо-

сти от порядка, в котором взяты эти индексы (например, если взяты компоненты 1, 2 и 3 то имеются 

следующие комбинации этих чисел: 123, 132, 213, 312, 321, 231) 

Чтобы еще сократить число возможных вариантов отметим, что порядок, в котором взяты ин-

дексы i, k и l не играет роли. Чтобы показать это поменяем местами индексы i и k. Получим: 

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

i

lk

k

il

l

ki

x

F

x

F

x

F

. 

В силу антисимметричности тензора имеем 
ikki

FF −= , 
liil

FF −= , 
kllk

FF −= . 

Тогда предыдущее уравнение примет вид: 

( ) ( ) ( )
0=









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
−∂

+
∂
−∂

+
∂
−∂

i

kl

k

li

l

ik

i

kl

k

li

l

ik

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

 

Поменяв местами второе и третье слагаемые и умножив обе части уравнения на –1, получим исходное 

уравнение: 

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

k

li

i

kl

l

ik

x

F

x

F

x

F

. 

Аналогично можно доказать, что и остальные 4 варианта можно свести о одному уравнению. 

Следовательно, число различных уравнений будет равно числу сочетаний из 4 по 3, то есть: 

( ) 4

!1!3

4!3

!34!3

!4
3

4
=

⋅
⋅=

−
=С . 

 

3. Первая пара уравнений Максвелла в трехмерном виде. 

 

Рассмотрим каждый вариант в отдельности: 

(i=0, k=1, l=2): 

0
1

20

0

12

2

01 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x

F

x

F

x

F

. 

Так как 
x

EF
0001

µε= , 
z

HF
012

µ−= , 
y

EF
0020

µε−= , то: 

( ) ( ) ( )

.
0

0000

0

00

000

00

1

20

0

12

2

01

t

H

cy

E

x

E

x

E

t

H

cy

E

E

x

H

cty

E

x

F

x

F

x

F

zxyyzx

yz

x

∂
∂−









∂
∂−

∂
∂

−=
∂

∂
−

∂
∂−

∂
∂=

=−
∂
∂+−

∂
∂+

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂+

∂
∂

µµεµεµµε

µεµ
µε

 

Отсюда следует: 
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0
0

00
=

∂
∂

−








∂
∂

−
∂

∂
−

t

H

cy

E

x

E
zxy µµε  или 

t

H

cy

E

x

E
zxy

∂
∂

−=
∂

∂
−

∂
∂ 1

0

0

ε
µ

. 

(i=0, k=1, l=3): 

0
1

30

0

13

3

01 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x

F

x

F

x

F

. 

Так как 
x

EF
0001

µε= , 
y

HF
013

µ= , 
z

EF
0030

µε−= , то: 

 

( ) ( ) ( )

.
0

0000

0

00

000

00

1

30

0

13

3

01

t

H

cz

E

x

E

x

E

t

H

cz

E

E

x

H

ctz

E

x

F

x

F

x

F

yxzzyx

zy

x

∂
∂

+








∂
∂

−
∂

∂−=
∂

∂−
∂

∂
+

∂
∂

=

=−
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

µµεµεµµε

µεµ
µε

 

Отсюда следует: 

0
0

00
=

∂
∂

+








∂
∂

−
∂

∂
−

t

H

cz

E

x

E yxz
µµε  или 

t

H

cx

E

z

E yzx

∂
∂

−=
∂

∂
−

∂
∂ 1

0

0

ε
µ

. 

 

(i=0, k=2, l=3): 

0
2

30

0

23

3

02 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x

F

x

F

x

F

. 

Так как 
y

EF
0002

µε= , 
x

HF
023

µ−= , 
z

EF
0030

µε−= , то: 

( ) ( ) ( )

.
0

0000

0

00

000

00

2

30

0

23

3

02

t

H

cz

E

y

E

y

E

t

H

cz

E

E

y

H

ctz

E

x

F

x

F

x

F

xyzzxy

zx

y

∂
∂−









∂
∂

−
∂

∂−=
∂

∂−
∂

∂−
∂

∂
=

=−
∂
∂+−

∂
∂+

∂
∂

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

µµεµεµµε

µεµ
µε

 

Отсюда следует: 

0
0

00
=

∂
∂

−








∂
∂

−
∂

∂
−

t

H

cz

E

y

E
xyz

µµε  или 

t

H

cz

E

y

E
xyz

∂
∂

−=
∂

∂
−

∂
∂ 1

0

0

ε
µ

. 

 

Так как: 

→→→→










∂
∂

−
∂

∂
+









∂
∂

−
∂

∂
+









∂
∂

−
∂

∂
= k

y

E

x

E

j

x

E

z

E

i

z

E

y

E

Erot
xyzxyz

 

и 

.

11

1111

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

t

H

c

kHjHiH

tc

k

t

H

j

t

H

i

t

H

c

k

t

H

c

j

t

H

c

i

t

H

c

zyx

zyxzyx

∂
∂−=







 ++
∂
∂−=

=








∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂−=
∂

∂−
∂

∂
−

∂
∂−

→
→→→

→→→→→→

ε
µ

ε
µ

ε
µ

ε
µ

ε
µ

ε
µ

 

Таким образом, получаем равенство 

t

H

c

Erot

∂
∂−=

→
→

1

0

0

ε
µ
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(i=1, k=2, l=3): 

0
2

31

1

23

3

12 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x

F

x

F

x

F

 

Так как 
Z

HF
012

µ−= , 
x

HF
023

µ−= , 
y

HF
031

µ−= , то: 

( ) ( ) ( )

.
00

000

2

31

1

23

3

12

→
−=









∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂−=

=
∂

−∂
+

∂
−∂+

∂
−∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

Hdiv

z

H

y

H

x

H

y

H

x

H

z

H

x

F

x

F

x

F

zyx

yxz

µµ

µµµ

 

Отсюда следует второе уравнение первой пары: 

0=
→
Hdiv  

 

Приложение VI 

Вторая пара уравнений Максвелла 

Используем принцип наименьшего действия для полного действия при условии, что известно 

движение частиц. 

( )
fmfmfmfm

SSSSSSS δδδδδ ++=++= . 

Так как движение частиц известно, то 0=
m

Sδ . Следовательно, 

fmf
SSS δδδ += , ∫−= dVjA

с

S
i

imf

00

1

µε
. 

Учитывая, что: Ω= ddVcdt  – элемент четырёхмерного объёма, получим: 

∫ Ω−= djA

с

S
i

imf

00

2

1

µε
. 

Действие для поля определяется формулой 

∫ Ω= dFF

c

a

S
ik

ikf

0
µ

. 

Следовательно,  









Ω+














Ω−= ∫∫ dFF

c

a

djA

с

S
ik

ik

i

i

000

2

1

µ
δ

µε
δδ , 

( ) ( )∫∫∫ Ω+−=Ω−=













Ω− djAjA

с

djA

с

djA

с

i

i

i

i

i

i

i

i
δδ

µε
δ

µεµε
δ

00

2

00

2

00

2

111

. 

Так как движение зарядов определено, то определён и ток, следовательно, 0=i

jδ . Отсюда: 

∫∫∫ Ω−=Ω−=













Ω− dAj

с

djA

с

djA

с

i

ii

i

i

i
δ

µε
δ

µεµε
δ

00

2

00

2

00

2

111

. 

Вариация второго слагаемого будет равна 

( ) ( )∫∫∫ Ω+=Ω=







Ω dFFFF

c

a

dFF

c

a

dFF

c

a
ik

ik

ik

ik

ik

ik

ik

ik
δδ

µ
δ

µµ
δ

000

. 

Можно доказать, что 
ik

ikik

ik
FFFF δδ =  (см. [2, § 30, стр. 105, аб. 2]). 

Следовательно, 
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∫∫∫ Ω=Ω=







Ω dFF

c

a

dFF

c

a

dFF

c

a

ik

ik

ik

ikik

ik
δ

µ
δ

µµ
δ

000

2

2 . 

Так как 
k

i

i

k

ik

x

A

x

A

F

∂
∂

−
∂
∂

= , то 
k

i

i

k

k

i

i

k

ik

x

A

x

A

x

A

x

A

F

∂
∂

−
∂

∂
=









∂
∂

−
∂
∂

=
δδδδ . Поэтому 

k

iik

i

kik

ik

ik

x

A

F

x

A

FFF

∂
∂

−
∂

∂
=

δδδ . 

Меняя во втором слагаемым местами немые индексы i и k, получаем 

k

iik

k

iki

ik

ik

x

A

F

x

A

FFF

∂
∂

−
∂
∂

=
δδδ . 

В силу доказанного ранее свойства антисимметричности тензора электромагнитного поля 

ikki

FF −= , 

получаем ( ) ( )
ik

ik

k

iik

k

iik

ik

ik

A

x

F

x

A

F

x

A

FFF δδδδ
∂
∂−=

∂
∂

−
∂
∂

−= 2 . 

Последнее равенство можно переписать в виде: 

( ) ( )
ik

ik

i

ik

kik

ik

A

x

F

AF

x

A

x

F δδδ
∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

. 

Тогда: 

( )
ik

ik

i

ik

kik

ik

A

x

F

AF

x

FF δδδ
∂
∂+

∂
∂−= 22 . 

Следовательно, 

( ) Ω
∂
∂+Ω

∂
∂−=








Ω ∫∫∫ dA

x

F

c

a

dAF

xc

a

dFF

c

a

ik

ik

i

ik

k

ik

ik
δ

µ
δ

µµ
δ

000

44

. 

По четырёхмерной теореме Гаусса: 

( ) ∫∫ =Ω
∂
∂

i

ik

i

ik

i
AFdAF

x

δδ . 

Пределами интегрирования является бесконечность, на которой поле исчезает. Следовательно, первое 

слагаемое равно нулю. Окончательно, получаем, что 

Ω
∂
∂=








Ω ∫∫ dA

x

F

c

a

dFF

c

a

ik

ik

ik

ik
δ

µµ
δ

00

4

, 

Тогда: 

0

4141

0

2

000

2

00

=Ω














∂
∂−−=Ω

∂
∂+Ω−= ∫∫∫ dA

x

F

c

a

j

с

dA

x

F

c

a

dAj

с

S
ik

ik

i

ik

ik

i

i δ
µµε

δ
µ

δ
µε

δ . 

Так как вариации 
i

Aδ  произвольны, то должно равняться нулю выражение в скобках. Следовательно: 

0

41

0

2

00

=
∂
∂−

k

ik

i

x

F

c

a

j

с µµε
. 

Отсюда: 

i

k

ik

j

aсx

F

0

0

4

1

ε
µ

=
∂
∂

. 

Вторая пара уравнений Максвелла в четырёхмерном виде. Для системы СГС: 

1
00

== εµ , 

π16

1−=a . 
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Следовательно, уравнения приобретают вид: 

i

k

ik

j

сx

F π4−=
∂
∂

 (см. [2, § 30, стр. 105, аб. 6, формула (30,2)]). 

Найдём уравнения в трёхмерном виде.  

Для i=0, имеем: 

ρ
ε
µρ

ε
µ

ε
µ

0

0

0

00

0

0

0

4

1

4

1

4

1

a

с

aс

j

aсx

F

k

k

===
∂

∂
 

( ) ( ) ( )

.
0000

000000

3

03

2

02

1

010

030201

→
−=









∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂−=

=














∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

−=

=








∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

−=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

Ediv

z

E

y

E

x

E

z

E

y

E

x

E

z

F

y

F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

zyx

zyx

k

k

µεµε

µεµεµε
 

Следовательно, 

ρ
ε

0
4

1

a

Ediv −=
→

. 

Для системы СГС: 

1
0

=ε , 

π16

1−=a . 

Следовательно: 

πρ4=
→
Ediv  (см. [2, § 30, стр. 106, аб. 3, формула (30,4)]). 

В системе СИ: 

ρ=
→
Ddiv . См. [3, § 139, стр. 253, аб. 1] 

Так как, в вакууме: 
→→

= ED
0

ε  [3, § 139, стр. 252, аб. 5],  

то 

ρ
ε

0

1=
→
Ediv . 

Для i=1 имеем 

xk

k

j

aс

j

aсx

F

0

01

1

4

1

4

1

ε
µ

==
∂
∂

 

( ) ( ) ( )

.
000

000

0000

131210

3

13

2

12

0

101

x

x

zyxyzx

k

k

Hrot

tс

E

y

H

z

H

t

E

z

H

y

H

tc

E

z

F

y

F

tc

F

x

F

x

F

x

F

x

F








−
∂

∂=

=








∂
∂−

∂
∂

−
∂

∂=














∂
∂

+
∂

−∂+
∂

−∂
−=

=








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

→
µµε

µµε
µµµε

 

Для i=2: 



А.И. Шамбин, Г.С. Феклистов 

Труды ФОРА, №19, 2014 г. © 2014 Физическое Общество РА 

60 

yk

k

j

aс

j

aсx

F

0

02

0

0

2

4

1

4

1

ε
µ

ε
µ

==
∂

∂
, 

( ) ( ) ( )

.
000

000

0000

232120

3

23

1

21

0

202

y

x

xzyxzy

k

k

Hrot

tс

E

z

H

x

H

t

E

z

H

x

H

tc

E

z

F

x

F

tc

F

x

F

x

F

x

F

x

F








−
∂

∂=

=








∂
∂−

∂
∂−

∂
∂

=














∂
−∂+

∂
∂+

∂
−∂

−=

=








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

→
µµε

µµεµµµε
 

Для i=3: 

zk

k

j

aс

j

aсx

F

0

03

0

0

3

4

1

4

1

ε
µ

ε
µ ==

∂
∂

 

( ) ( ) ( )

.
000

000

0000

323130

2

32

1

31

0

303

z

z

yxzxyz

k

k

Hrot

tс

E

x

H

y

H

t

E

y

H

x

H

tc

E

y

F

x

F

tc

F

x

F

x

F

x

F

x

F








−
∂

∂=

=








∂
∂

−
∂

∂+
∂

∂=














∂
∂+

∂
−∂

+
∂

−∂
−=

=








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

→
µµε

µµεµµµε  

Объединяя все три скалярных равенства в одно векторное, получим: 

→→
→

=−
∂

∂
j

aс

Hrot

tс

E

0

0

000

4

1

ε
µµµε  

или 

tс

E

j

aс

Hrot

∂
∂+−=

→
→→

0

0

00
4

1

µ
ε

µε
. 

В системе СГС: 

1
00

== µε , 

π16

1−=a . 

Следовательно,  















∂
∂+=

→
→→

t

E

j

с

Hrot

π
π

4

14

 или 

t

E

с

j

с

Hrot

∂
∂+=

→
→→

14π
. 

 

Приложение VII 

Преобразования Лоренца для поля 

 

1. Согласно определению, преобразования Лоренца для ковариантного 4-вектора имеют вид: 

2

10

0

1

''








−

−
=

c

v

A

c

v

A

A , 

2

01

1

1

''








−

−
=

c

v

A

c

v

A

A , '
22

AA = , '
33

AA = . 

ϕµε
000

=A , 
x

AA −=
1

, 
y

AA −=
2

, 
z

AA −=
2

. 
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Тогда 

2

00

00

1

''








−

+
=

c

v

A

c

v

x
ϕµε

ϕµε , 

2

00

1

''








−

−−
=−

c

v

c

v

A

A

x

x

ϕµε
, '

yy
AA = , '

zz
AA = . 

Отсюда 

2

00

1

''








−

+

=

c

v

A

c

v

xµε
ϕ

ϕ , 

2

00

1

''








−

+
=

c

v

c

v

A

A

x

x

ϕµε
,  '

yy
AA = , '

zz
AA = . 

 

2. Пусть ковариантный тензор 
kiik

ADT = , где 
k

A  и 
i

D  – ковариантные 4-мерные векторы. Тогда, 

преобразования Лоренца для векторов: 

2

10

0

1

''








−

−
=

c

v

A

c

v

A

A , 

2

01

1

1

''








−

−
=

c

v

A

c

v

A

A , '
22

AA = , '
33

AA = , 

2

10

0

1

''








−

−
=

c

v

D

c

v

D

D , 

2

01

1

1

''








−

−
=

c

v

D

c

v

D

D

, '
22

DD = , '
33

DD = . 

Следовательно, 

( )
2

11

2

011000

2

10

2

10

0000

1

''''''''

1

''

1

''








−








++−
=








−

−








−

−
==

c

v

AD

c

v

ADAD

c

v

AD

c

v

A

c

v

A

c

v

D

c

v

D

ADT
, 

( )
2

01

2

110010

2

01

2

10

1001

1

''''''''

1

''

1

''








−








++−
=








−

−








−

−
==

c

v

AD

c

v

ADAD

c

v

AD

c

v

A

c

v

A

c

v

D

c

v

D

ADT
, 

2

2120

2
2

10

2002

1

''''

'

1

''








−

−
=








−

−
==

c

v

AD

c

v

AD

A

c

v

D

c

v

D

ADT
, 

2

3130

3
2

10

3003

1

''''

'

1

''








−

−
=








−

−
==

c

v

AD

c

v

AD

A

c

v

D

c

v

D

ADT
, 
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( )
2

10

2

001101

2

10

2

01

0110

1

''''''''

1

''

1

''








−








++−
=








−

−








−

−
==

c

v

AD

c

v

ADAD

c

v

AD

c

v

A

c

v

A

c

v

D

c

v

D

ADT
, 

( )
2

00

2

001111

2

01

2

01

1111

1

''''''''

1

''

1

''








−








++−
=








−

−








−

−
==

c

v

AD

c

v

ADAD

c

v

AD

c

v

A

c

v

A

c

v

D

c

v

D

ADT
, 

2

2021

2
2

01

2112

1

''''

'

1

''








−

−
=








−

−
==

c

v

AD

c

v

AD

A

c

v

D

c

v

D

ADT
, 

2

3031

3
2

01

3113

1

''''

'

1

''








−

−
=








−

−
==

c

v

AD

c

v

AD

A

c

v

D

c

v

D

ADT , 

2

1202

2

10

20220

1

''''

1

''

'








−

−
=








−

−
==

c

v

AD

c

v

AD

c

v

A

c

v

A

DADT  

2

0212

2

01

21221

1

''''

1

''

'








−

−
=








−

−
==

c

v

AD

c

v

AD

c

v

A

c

v

A

DADT
, 

''
222222

ADADT == , 

''
323223

ADADT == , 

2

1303

2

10

30330

1

''''

1

''

'








−

−
=








−

−
==

c

v

AD

c

v

AD

c

v

A

c

v

A

DADT
, 

2

0313

2

01

31331

1

''''

1

''

'








−

−
=








−

−
==

c

v

AD

c

v

AD

c

v

A

c

v

A

DADT
, 

''
232332

ADADT == , 

''
333333

ADADT == . 

 

3. Пусть имеем тензор, определённый следующим образом: 

ikkiik
ADADF −= . 

Тогда 

0
000000

=−= ADADF . 
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Так как 0'''''
000000

=−= ADADF , то справедливо равенство 0'
0000

== FF . 

Аналогично: 0
111111

=−= ADADF , 0
222222

=−= ADADF , 0
333333

=−= ADADF . 

Следовательно: 

0'
1111

== FF , 0'
2222

== FF , 0'
3333

== FF . 

( )

( ) ( )
'.''''

1

1''''

1

''''''''

1

''''''''

0101102

2

0110

2

10

2

001101

2

01

2

110010

1001011001

FADAD

c

v

c

v
ADAD

c

v

AD

c

v

ADAD

c

v

AD

c

v

AD

c

v

ADAD

c

v

AD

TTADADF

=−=








−



















−−

=








−








++−
−

−








−








++−
=−=−=

 

( ) ''
10010110010110100110

FFFTTTTADADF =−=−=−−=−=−= . 

( ) ( )
.

1

''

1

''''''''

1

''''

1

''''

2

2102

2

21120220

2

1202

2

2120

2002022002








−

−
=








−

−−−
=

=








−

−
−








−

−
=−=−=

c

v

F

c

v
F

c

v

ADAD

c

v
ADAD

c

v

AD

c

v

AD

c

v

AD

c

v

AD

TTADADF

 

Соответственно: 

( ) ,

1

''

1

''

1

''

2

1220

2

2102

2

2102

0220020220200220








−

−
=








−

+−
=








−

−
−=−=−−=−=−=

c

v

F

c

v

F

c

v

F

c

v

F

c

v

F

c

v

F

FTTTTADADF

( ) ( )
,

1

''

1

''''''''

1

''''

1

''''

2

3103

2

31130330

2

1303

2

3130

3003033003








−

−
=








−

−−−
=

=








−

−
−








−

−
=−=−=

c

v

F

c

v

F

c

v

ADAD

c

v

ADAD

c

v

AD

c

v

AD

c

v

AD

c

v

AD

TTADADF

 

2

1330

0330

1

''








−

−
=−=

c

v

F

c

v

F

FF
, 
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( ) ( )
,

1

''

1

''''''''

1

''''

1

''''

2

0212

2

02201221

2

0212

2

2021

2112122112








−

−
=








−

−−−
=

=








−

−
−








−

−
=−=−=

c

v

F

c

v

F

c

v

ADAD

c

v

ADAD

c

v
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c

v

AD

c

v
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c

v
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TTADADF

 

( ) ( )
,

1

''

1

''''''''

1

''''

1

''''

2

0313

2

03301331

2

0313

2

3031

3113133113








−

−
=








−

−−−
=

=








−

−
−








−

−
=−=−=

c

v

F

c

v

F

c

v
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c

v

ADAD

c

v
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c

v

AD

c

v
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c

v
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TTADADF

 

2332233223233223
'' FTTTTADADF =−=−=−= . 

 

Приложение VIII 

Поле равномерно прямолинейно движущегося заряда 

 

1. Найдём поле равномерно прямолинейно движущегося заряда, скорость которого равна v. Выберем 

систему координат таким образом, чтобы движение заряда происходило вдоль оси Ох в её положи-

тельном направлении. С самим зарядом свяжем начало системы координат Ox’y’z’, так, что в штри-

хованной системе частица всегда будет покоится.  

 

2. Найдём потенциал φ’ и напряжённость электрического поля '

→
E  в системе, в которой заряд непод-

вижен. 

Пусть вектор: ( )',','' zyxR =
→

 – определяет точку пространства, в которой имеется поле в сис-

теме O’x’y’z’. 

Потенциал заряда имеет вид: 

'16

1

'

0
R

q

aεπ
ϕ −= . 

Напряжённость электрического поля определяется по формуле 

'

'

'16

1

'
2

0
R

R

R

q

a

E

→
→

−=
επ

. 

При этом 0' =
→
A , 0'=

→
H . 

 

3. Определим компоненты 4-вектора потенциала в системе, в которой заряд движется. Преобразова-

ния Лоренца для потенциала в общем виде имеют вид: 

2

00

1

''








−

+

=

c

v

A

c

v

xµε
ϕ

ϕ , 

2

00

1

''








−

+
=

c

v

c

v

A

A

x

x

ϕµε
,  '

yy
AA = , '

zz
AA = . 
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Отсюда следует, что 

2

1

'








−

=

c

v

ϕϕ , 

2

00

1

'








−

=

c

v

c

v

A
x

ϕµε
, 0=

y
A , 0=

z
A . 

или 

2

0

1'

16

1








−

−=

c

v

R

q

aεπ
ϕ , 

2

0

0

1'

16

1








−

−=

c

v

R

q

c

v

a

A
x ε

µ
π

, 0=
y

A , 0=
z

A . 

Если мы наблюдаем поле в точке с радиус-вектором '

→
R  в момент времени t’ в системе 

O’x’y’z’, то в системе Oxyz это будет вектор: ( )zyxR ,,=
→

, причём координаты следует брать в 

момент времени t. 

Используем преобразования Лоренца для координат 

2

1

'








−

−=

c

v

vtx

x
, yy =' , zz =' , 

2

2

1

'








−

−
=

c

v

x

c

v

t

t

. 

Тогда 

( ) ( )
.

1

1

1

''''

2

2

22

2

2

2

22

2

2

2222









−

+







−+−

=++




























−

−=++=

c

v

zy

c

v

vtx

zy

c

v

vtx

zyxR
 

Если ввести обозначение ( ) ( )22

2

2

22*

1 zy

c

v

vtxR +







−+−= . 

Следовательно, .1/'

2

*








−=
c

v

RR  Следовательно, 

*

0

2

2

*
0

16

1

1

1

16

1

R

q

a

c

v

c

v

R

q

a επεπ
ϕ −=








−








−

−= . 

ϕ
ε
µ

ε
µ

πε
µ

π
0

0

*

0

0

2

2

*
0

0

16

1

1

1

16

1

c

v

R

q

c

v

a

c

v

c

v

R

q

c

v

a

A
x

=−=








−








−

−= . 

Таким образом, 

*

0
16

1

R

q

aεπ
ϕ −= , 

*

0

0

16

1

R

q

c

v

a

A
x ε

µ
π

−= , 0=
y

A , 0=
z

A ,  

где ( ) ( )22

2

2

2*

1 zy

c

v

vtxR +







−+−= . 
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Учитывая, что вектор скорости: ( ) ( )0,0,,, vvvvv
zyx

==
→

. Это позволяет выразить компонен-

ты вектор-потенциала через компоненты скорости: 

*

0

0

16

1

R

q

c

v

a

A
x

x ε
µ

π
−= , 

*

0

0

16

1

R

q

c

v

a

A
y

y ε
µ

π
−= , 

*

0

0

16

1

R

q

c

v

a

A
z

z ε
µ

π
−= . 

Следовательно, 

.

16

1

16

1

16

1

16

1

16

1

*

0

0

*

0

0

*

0

0

*

0

0

*

0

0

→→→→

→→→→→→→

−=






 ++−=

=−−−−=++=

v

R

q

ac

kvjviv

R

q

ac

k

R

q

c

v

a

j

R

q

c

v

a

i

R

q

c

v

a

kAjAiAA

zyx

zyx

zyx

ε
µ

πε
µ

π

ε
µ

πε
µ

πε
µ

π
 

Таким образом,   

→→
−= v

R

q

ac

A
*

0

0

16

1

ε
µ

π
.  

Сравнивая с формулой для φ можно записать 

→→
= v

с

A ϕ
µε

00

. 

 

4. Найдём компоненты электромагнитного поля: 

'
xx

EE = , 

2

0

0

1

''








−

+
=

c

v

H

c

v

E

E

zy

y

ε
µ

, 

2

0

0

1

''








−

−
=

c

v

H

c

v

E

E

yz

z

ε
µ

, '
xx

HH = , 

2

0

0

1

''








−
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В системе O’x’y’z’: 
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В результате получаем: 
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5. Найдём вектор электрического поля: 



А.И. Шамбин, Г.С. Феклистов 

Труды ФОРА, №19, 2014 г. © 2014 Физическое Общество РА 

68 

( ) .

1

1

16

1

16

1

16

1

16

3
*

2

0

3
*

2

0

3
*

2

0

3
*

2

0






 ++−


















−−=


















−−

−


















−−−



















−−=++=

→→→→

→→→→→→

kzjyivtx

Rc

v

a

q

k

R

z

c

v

a

q

j

R

y

c

v

a

q

i

R

vtx

c

v

a

q

kEjEiEE
zyx

επεπ

επεπ
 

Обозначая 
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Следовательно, 
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Получаем формулу напряжённости электрического поля в более общем, чем электростатика случае: 
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6. Найдём вектор напряжённости магнитного поля: 
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Найдём векторное произведение: 
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Следовательно, 
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Напряжённость магнитного поля можно выразить через напряжённость электрического поля: 
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Таким образом, 
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Иерархия основных формул электродинамики 
 

Результат (1) 
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Результаты (2-1) и (2-2). 
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DIFFICULTIES ARISING FROM THE USE OF UNITS OF ELECTROMAGNETIC QUAN-
TITIES AND NATURAL SYSTEMS UNIT 
 

A.I. Shambin, G.S. Feklistov 
 

A review of natural systems of units and a description of their connection with the SI system. It is shown 

how it is possible to eliminate the difficulties encountered when using the most common system of units of 

electromagnetic quantities: SI, CGS, CGSE and CGS electromagnetic system of units. 


