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Для плоской полиномиальной системы дифференциальных уравнений рассматривается 
множество M обладающее двумя свойствами: 1) элементами M являются параллельные 
между собой прямые изоклины системы; 2) в M нет двух прямых, на которых индуцировано 
одно и то же направление. На этой основе доказываются теоремы о числе особых точек, 
прямых изоклин и их свойствах. 

 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений  
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Под символом 
j

m

i
l будем понимать прямую изоклину 

i
l , на которой индуцировано направле-

ние 
j

m . Прямые  изоклины с различными нижними индексами считаются несовпадающими. 

Будем говорить, что множество М обладает свойством (α), если: 

1) элементами М являются параллельные между собой прямые изоклины системы (1); 

2) в М нет двух прямых, на которых индуцировано  одно и то же направление. 

Лемма 1. Пусть 1

1

m

l  и 
2

2

m

l  – параллельные прямые изоклины системы (1), причем 
21

mm ≠ . 

Тогда на каждой из прямых  
1

1

m

l  и 
2

2

m

l   расположены не более 1−n  особых точек системы  (1). 

Доказательство. Следуя [1], применим к системе (1) преобразование  
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которое переводит прямую 
1

1

m

l  ( )   
2

2

m

l  в изоклину нуля (бесконечности) системы дифференциальных 

уравнений (обозначения переменных х и у оставляем неизменными): 
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где  ,
21

cc ≠  ,1),(
11

=−− nn
QP  

11
, −− nn
QP  – многочлены степени не выше n-1.  

Из (2) видно, что прямая 0
1

=++ cbyax  )0(
2

=++ cbyax  имеет с изоклиной нуля (бес-

конечности) не более 1−n  общих точек. Это и означает, что на каждой прямой 
1

1

m

l  и 
2

2

m

l  система (1) 

имеет не более 1−n  особых точек. Лемма доказана. 
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Теорема 1. Пусть  { }   ..., , ,
21

211

n
m

n

mm

lllM =  – множество прямых изоклине системы (1), об-

ладающее свойством (α), { }   ..., , ,
221

2212

nnn
m

n

m

n

m

n
lllM

++
++=  – множество параллельных между собой пря-

мых изоклин этой же системы. Тогда { } ,,...,2,1 ni ∈∀  { }nnnj 2,...,2,1 ++∈∀  ∅≠∩ ji
m

j

m

i
ll , и 

множество 
2

M  обладает свойством (α).  

Доказательство. Согласно теореме 5  [2] система (1) имеет не более 12 −n  параллельных 

между собой прямых изоклин. Следовательно, каждая прямая изоклина, принадлежащая множеству 

2
M , пересекает все прямые изоклины множества 

1
M . Покажем, что во множестве 

2
M  нет двух 

прямых, на которых индуцировано одно и то же направление. Предположим противное. Пусть во 

множестве 
2

M  имеются две прямые изоклины 
s

m

s
l и 

r
m

r
l  такие, что 

sr
mm = . На всех прямых, при-

надлежащих множеству 
2

M , не может быть индуцировано одно и то же направление m , так как в 

противном случае по теореме 1 [3] { }.,...,,
21 n

mmmm ∉  Поэтому каждая прямая множества 
1

M  пе-

ресекается с прямыми множества 
2

M  в n особых точках. Приходим к противоречию с леммой 1. Та-

ким образом, во множестве 
2

M  есть хотя бы одна прямая изоклина  
p

m

p
l  такая, что 

rp
mm ≠ . По-

средством преобразования 
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переведем систему (1) в систему (обозначения переменных  х и у сохраним неизменными)  
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 где 
ji

cc ≠  при ,ji ≠  { } ,3,2,1, ∈ji  )),()(,(
21

yxQyxP
nn −−  многочлен степени не выше 1−n  

( 2−n ). 

Согласно [1] прямая изоклина 
p

m

p
l в результате преобразования (3) перешла в изоклину бес-

конечности 0
11

=++ cbyax:L , а прямые   
s

m

s
l  и 

r
m

r
l  – в изоклины нуля 0:

22
=++ cbyaxL , 

0:
33

=++ cbyaxL системы (4). Из (4) видно, что на прямой 
1

L  система (4) имеет не более 2−n  

особых точек. Но это возможно в том и только в том случае, когда во множестве 
1

M  найдутся не ме-

нее двух прямых изоклин, на которых индуцировано одно и то же направление. Приходим к противо-

речию с тем, что по условию теоремы 
1

M  – множество прямых изоклин, обладающее свойством (α). 

Теорема доказана. 

Введем обозначение 
m

M  – множество, состоящее из прямых изоклин, на которых индуциро-

вано направление m. 

Очевидным является  

Утверждение 1.  Если система (1) имеет хотя бы одно подмножество множества М всех пря-

мых изоклин системы (1), состоящее из n прямых изоклин и обладающее свойством (α), то множество 

M  имеет по крайней мере n подмножеств вида 
m

M . 

Пусть система (1) имеет k  множеств, состоящих из n прямых изоклин и обладающих свойст-

вом (α). Тогда, согласно работе [2]  имеет место неравенство 

,56 −≤⋅ nnk  2≥n                                                         (5) 
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Из (5) следует неравенство ,

5

6

n

k −≤  2≥n , то есть число всех n-элементных подмно-

жеств со свойством (α) во множестве М всех прямых изоклин системы (1) не более пяти. Так, для 

квадратичной системы число таких подмножеств не более двух. 

Из леммы 1 следует 

Утверждение 2. Если 
0

M  – k-элементное множество прямых изоклин системы (1), обла-

дающее свойством (α) и 1+≥ nk , то эта система не имеет множества прямых изоклин, отличного от 

0
M   и содержащего две прямые изоклины 

ν
ν
m

l  и 
µ

µ
m

l  такие, что 
µν

µν
mm

l||l  и µν mm ≠ . 

Теорема 2. Если 
1

M  – k-элементное множество прямых изоклин системы (1), обладающее 

свойством (α) и 1+≥ nk , 
2

M  – множество, состоящее из l параллельных между собой прямых 

изоклин этой же системы, то 12 −≤≤ nl , где 3≥n . 

В самом деле, согласно утверждению 2 на всех  прямых изоклинах множества  
2

M  индуци-

ровано одно и то же направление, и в силу теоремы 1 [3]  nl ≤ . Поэтому предположение  о том, что 

l>n-1 допускает наличие во множестве 
1

M  хотя бы одной прямой изоклины, проходящей через n 

особых точек. С другой стороны, по лемме 1 на прямых изоклинах множества 
1

M  система (1) имеет 

не более 1−n  особых точек. 

Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть { }n
m

n

mm

lllM ,...,,
21

211
=  и  { }nnn

m

n

m

n

m

n
lllM

221

2212
,...,,

++
++=  – множества пря-

мых изоклин системы (1), обладающие свойством (α). Тогда система (1) имеет n(n-1) особых точек, 

через каждую из которых проходят две прямые изоклины множества 
21

MM U , причем все эти 

особые точки простые. Если система (1) имеет особую точку ),(
00

yxW , не принадлежащую ни 

одной из прямых изоклин множества 
21

MM U , то она простая, и через нее проходят не более n 

прямых изоклин системы (1), где 2≥n . 

Доказательство. Согласно работе [2] система (1) имеет не более 12 −n  параллельных меж-

ду собой прямых изоклин. Следовательно, прямые изоклины множества 
1

M  пересекает любая прямая 

изоклина, принадлежащая множеству 
2

M . Поэтому согласно лемме 1 на каждой прямой изоклине 

множества )(
21

MM система (1) имеет 1−n  особых точек, то есть общее число особых точек систе-

мы (1), через каждую из которых проходят две прямые изоклины множества
21

MM U , равно 

)1( −nn . Из леммы 1 следует также, что для любой прямой изоклины множества )(
21

MM  найдется 

ровно одна прямая изоклина множества )(
12

MM  такая, что на этих двух прямых изоклинах индуци-

ровано одно и то же направление. В этой связи можно переобозначить  прямые изоклины множества: 

{ }n
m

n

m

n

m

n
l,...,l,lM

2212

21

++= . 

Согласно утверждению 1 существуют множества 
n

mmm

M,...,M,M
21

 прямых изоклин сис-

темы (1), причем .,1,, niMll
iii

mm

in

m

i
=∈+ . Покажем, что особая точка системы (1), принадлежащая 

прямым изоклинам множества 
21

MM U , является простой. Для этого из семейства множеств 

{ } n

i

m
i

M
1=  выберем произвольным образом два множества 

i
m

M и 
j

m

M , 
ji

mm ≠ , где ji ≠ , 

{ } .,...,2,1, nji ∈  Прямые изоклины 
ii

m

in

m

i
ll +,  ( )jj

m

jn

m

j
l,l + , принадлежащие множеству 

i
m

M  ( )j
m

M , 

переведем в изоклины бесконечности (нуля) дифференциальной системы (обозначения переменных x 

и y оставляем неизменными): 
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где ,0≠⋅ +inj
cс  0≠− ++ iinini

baba , 
2−n

P , 
2−n

Q  – многочлены степени не выше n-2. 

В системе (6) (0,0) – особая точка, в которую преобразована особая точка системы (1), через 

которую проходят прямые изоклины множества 
21

MM U . Предположим, что (0, 0) – сложная осо-

бая точка системы (6). Тогда 0)0,0()0,0(
22

=−− nn
QP . Если ( )0)0,0(0)0,0(

22
== −− nn

QP , то 

прямая изоклина 0=+ ++ ybxa
inin

 ( )0=+ ybxa
ii

 пересекает изоклину бесконечности (нуля) не 

более, чем в n-2 точках. Но по доказанному на каждой прямой изоклине множества 
21

MM U  систе-

ма (1) имеет 1−n  особых точек. Таким образом, доказано, что любая особая точка системы (1), рас-

положенная на прямой изоклине множества 
21

MM U  является простой. 

Покажем, что и особая точка ),(
00

yxW  системы (1), не принадлежащая прямой из множе-

ства 
21

MM U , является тоже простой. Для этого, не умаляя общности, совершим параллельный пе-

ренос 
0

xxx += , 
0

yyy +=  в системе (6), учитывая, что ),(
00

yxW  – общая точка кривых  

0),(
2

=− yxP
n

 и 0),(
2

=− yxQ
n

 (обозначения переменных x и y оставляем неизменными): 

( )( )( )
( )( )( )










+++++=

+++++=

−+++

−+++

),y,x(QcybxacybxayBxA

dt

dy

),y,x(PcybxacybxayBxA

dt

dx

njnininjii

ninininiii

322

311

                   (7) 

где ,0
1221

≠− BABA  
ji

CC ≠ , 
jnin

CC ++ ≠ , 0≠⋅⋅⋅ ++ jninji
CCCC , 

3−n
P , 

3−n
Q  – многочле-

ны степени не выше 3−n . 

Пусть в результате перехода от системы (1) к системе (7) прямые множества  
21

MM ∪  пе-

решли в прямые изоклины множества 
21

MM ∪ . Заметим, что ни одна из прямых изоклин 

0
11

=+ yBxA  и 0
22

=+ yBxA   не параллельна ни прямым множества 
1

M  и ни прямым множе-

ства 
2

M , так как в противном случае допускается наличие во множестве 
21

MM ∪  таких прямых 

изоклин, на которых система (7) имеет n особых точек. Но это противоречит лемме 1. Итак, каждая 

прямая изоклина  0
11

=+ yBxA  и 0
22

=+ yBxA , проходящая через точку О(0,0), проходит че-

рез n особых точек (7). Предположим, что О(0,0) – сложная особая точка, тогда из вида правых час-

тей уравнений системы (7) следует, что 0)0,0()0,0(
33

=⋅ −− nn
QP . Если 

( )0)0,0(0)0,0(
33

== −− nn
QP , то прямая 0

22
=+ yBxA   ( )0

11
=+ yBxA  пересекает изо-

клину бесконечности (нуля) системы (7) не более, ч ем в 1−n  точках, но это противоречит тому, что 

на каждой прямой 0=+ yBxA
ss

, s=1, 2 система (7) имеет n особых точек. Тем и доказано, что 

),(
00

yxW  - простая особая точка системы (1). Для полноты  доказательства теоремы покажем, что 

через особую точку (0;0) системы (7) проходит не более n прямых изоклин. 

Так как на прямой изоклине 0
11

=+ yBxA , кроме О(0,0), расположены еще 1−n  особых 

точек, но при этом прямая 0
11

=+ yBxA  пересекает n параллельных прямых изоклин как множест-

ва 
1

M , так и  множества 
2

M , то на прямой 0
11

=+ yBxA  индуцировано направление 

{ }
n

mmmm ,...,,
21

∈ . Аналогичный  вывод можно сделать относительно прямой изоклины 
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0
22

=+ yBxA  системы (7). Предположим теперь, что через особую точку  О(0,0)  системы (7) про-

ходит  не менее 1+n  прямых изоклин. В силу  того, что направления, индуцированные на прямых 

изоклинах, инцидентных особой точке О(0,0), принадлежат n-элементному множеству 

{ }
n

mmm ,...,,
21

, то среди прямых изоклин, проходящих через точку О(0,0), найдутся хотя бы две, на 

которых индуцировано одно и то же направление. Пришли к противоречию с тем, что О(0,0) – про-

стая особая точка системы (7). Теорема доказана. 

Следствие 1. Если дифференциальная система  
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                                                    (8) 

имеет два двухэлементных множества прямых изоклин со свойством (α), то число прямых изоклин 

этой системы равно пяти, а число особых точек – двум. 

В самом деле, по теореме 3 система (8) имеет две особые точки 
1

F  и 
2

F  – вершины паралле-

лограмма, образованного прямыми изоклинами множества 
21

MM U . Так как любая прямая, прохо-

дящая через две особые точки системы (8),  является ее изоклиной [4], то прямая 
1

F
2

F  – изоклина 

системы (8). Система  (8) не имеет особой точки, через которую не проходит ни одна прямая изоклина 

множества 
21

MM U . Действительно, по лемме 1 на каждой прямой из множества 
21

MM U  систе-

ма (8) имеет не более одной особой точки. Предположив существование особой точки G, не принад-

лежащей ни одной из прямых множества 
21

MM U , мы тем самым допускаем, что G лежит на пря-

мой  
1

F
2

F . Это противоречит свойству системы (8) иметь на прямой не более двух особых точек. 

Следствие доказано. 

Пример 1. Система  дифференциальных уравнений  

( )( )

( )( )
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33

,11

xyxy

dt
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xyxy

dt
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                                                   (9) 

имеет два множества прямых изоклин { }03,01
1

=−−=−−= xyxyM , 

{ }03,01
2

=−+=−+= xyxyM  со свойством (α) и две особые точки ).2,1(),2,1( −SR . Следо-

вательно, прямая RS – изоклина системы (9). Других  прямых изоклин система не имеет. Она не имеет 

также особых точек, кроме R и S. 

Теорема 4.  Пусть система дифференциальных уравнений  













≡=

≡=

∑

∑

=+

=+

),,(

),,(

3

3

0

3

3

0

yxQyxb

dt

dy

yxPyxa

dt

dx

ji

ii

ij

ji

ii

ij

                                            (10) 

имеет два трехэлементных множества прямых изоклин 
1

M  и 
2

M   со свойством (α). Тогда эта 

система имеет не более одной особой точки, которой инцидентна хотя бы одна прямая изоклина 

системы (10),  не принадлежащая множеству 
21

MM U . 

Доказательство. По теореме 3 система (10) имеет  шесть особых точек, через каждую из ко-

торых проходят две прямые изоклины множества 
21

MM U , где { }321

3211
,,

mmm

lllM = , 

{ }321

6542
,,

mmm

lllM = . Пусть А – особая точка системы (10), через которую не проходит ни одна пря-
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мая изоклина множества 
21

MM U  и 
A

L  – прямая изоклина системы (10), инцидентная точке А. В 

процессе доказательства теоремы 3 установлено, что  
A

L  пересекает все прямые изоклины множества 

21
MM U , и на 

A
L  индуцировано направление { }

321
,, mmmm

A
∈ . Предположим, что наряду с 

особой точкой А система (10) имеет особую точку В, не принадлежащую ни одной прямой множества 

21
MM U , а 

B
L  – прямая изоклина системы (10), проходящая через В. Тогда на 

B
L  индуцировано 

направление { }
321

,, mmmm
B

∈ . Прямая изоклина 
A

L  проходит через две вершины 
1

G  и  
2

G  па-

раллелограмма, образованного четырьмя прямыми изоклинами множества 
21

MM U . Так как 
1

G  и  

2
G  – простые особые точки системы (10), то 

B
L  не проходит ни через одну из вершин 

1
G  и  

2
G  и 

по теореме 2 [3] на 
A

L  и 
B

L  индуцировано одно и то же направление. Поскольку во множестве 

21
MM U  имеются две прямые изоклины, на которых индуцировано одно и то же направление, что и 

на прямых 
A

L  и 
B

L , то система (10) имеет не менее четырех прямых изоклин, на которых индуциро-

вано одно и то же направление.  Пришли к противоречию с теоремой 1 [3]. Теорема доказана. 

Следствие 2. Пусть система (10) имеет два трехэлементных множества 
1

M  и 
2

M со свойст-

вом (α). Тогда число прямых изоклин этой системы не превосходит десяти, а число особых точек, не 

более семи. 

В самом деле, по теореме 4 система (10) имеет не более одной особой точки, не принадлежа-

щей ни одной из прямых изоклин множества 
21

MM U , а по теореме 3 через такую особую точку 

проходят не более трех прямых изоклин. 

Пример 2. Дифференциальная система 

( )( )

( )( )( )









+−+−=

−−−+=

xyxyy

dt

dy

xyxyy

dt

dx

221

,21

                                                    (11) 

Имеет десять прямых изоклин, в том числе шесть очевидных главных изоклин, три изоклины:  

y-2=0,  y+x=0, 01

2

1 =−+ xy  , на которых индуцировано направление 1
1

−=m , и одну прямую 

изоклину x=0, на которой индуцировано направление 1
2

=m . Таким образом, множество всех пря-

мых изоклин системы (11) имеет два подмножества { }02,01,0
1

=−=−== yyyM , 

{ }0,02,01
2

=+=−+=−+= xyxyxyM , обладающих свойством (α). Система (11) имеет 

семь особых точек A(2; 0), O(0; 0), B(0; 1), C(-1; 2), D(-1; 1), E(0;2),  






−
3

4

,

3

2

F , причем 

через особую  точку F  не проходит ни одна прямая изоклина, принадлежащая множеству 
21

MM U .  

Заметим также, что через F проходят три прямые изоклины: у-х-2=0, у+2х=0, 01

2

1 =−+ xy  . 

Теорема 5. Пусть система (10) имеет не менее девяти прямых изоклин, в том числе две па-

раллельные прямые  
1

1

m

l  и 
2

2

m

l , где 
21

mm ≠ . Если прямая 
i

m

i
l  ( i=1, 2) проходит через две простые 

особые точки системы (10), то во множестве прямых изоклин этой системы найдется прямая 
3

3

m

l , 

параллельная прямым  
1

1

m

l  и 
2

2

m

l ,  при этом ( )( ) 0
2313

≠−− mmmm . 

Доказательство. Предположим, что система (10) не имеет прямой изоклины, параллельной 

прямым 
1

1

m

l  и 
2

2

m

l . Согласно работе [3] через особую точку системы (10) проходят не более пяти 

прямых изоклин.  
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Так как по условию теоремы система (10) имеет не менее девяти прямых изоклин, то хотя бы 

через одну из особых точек, расположенных на изоклине 
1

1

m

l , кроме 
1

1

m

l , проходят еще четыре пря-

мые изоклины. По условию особые точки, лежащие на прямой 
1

1

m

l , являются простыми. Следователь-

но, на всех четырех прямых изоклинах, отличных от  
1

1

m

l  и пересекающих 
1

1

m

l  в простой особой точке 

системы (10), индуцированы попарно различные направления. Поэтому на прямой изоклине 
2

2

m

l  сис-

тема (10) имеет три особые точки, что противоречит лемме 1. Таким образом, нами доказано сущест-

вование прямой изоклины 
3

3

m

l  системы (10), которая параллельна прямым  
1

1

m

l  и 
2

2

m

l . Покажем, что 

( )( ) 0
2313

≠−− mmmm . Полагая противное получаем условия: 
2313

mmmm =∨= . Если 

( )
2313

mmmm == переведем прямые 
3

3

m

l  и 
1

1

m

l  (
3

3

m

l  и 
2

2

m

l ) в изоклины бесконечности, а прямую 

2

2

m

l (
1

1

m

l ) – в изоклину нуля системы (обозначения переменных х и у оставляем неизменными): 










++=

++++++=

),y,x(Q)cbyax(

dt

dy

),LNyMx)(cbyax)(cbyax(

dt

dx

23

2

                   (12) 

где 
ji

CC ≠ , если ji ≠ , },,,{j,i 321∈  )y,x(Q
2

 – многочлен степени не выше второй.  

Из вида правых частей уравнений системы (12) следует, что на изоклине нуля 

0
3

=++ cbyax  эта система имеет не более одной особой точки. Приходим к противоречию с усло-

вием теоремы, согласно которому прямые изоклины 
1

1

m

l  и 
2

2

m

l  проходят через две простые особые 

точки. Теорема доказана. 

Теорема 6. Существуют системы вида (10), имеющие три множества прямых изоклин 

321
,, MMM , каждое из которых обладает свойством (α) и состоит из трех прямых изоклин. 

Доказательство. Рассмотрим систему (10), имеющую два трехэлементных множества 
1

M  и 

2
M  прямых изоклин, каждое из которых обладает свойством (α). Если система имеет менее девяти 

прямых изоклин, то ясно, что у этой системы не может быть трех трехэлементных множеств прямых 

изоклин со свойством (α). Поэтому полагаем, что система (10) имеет не менее девяти прямых изо-

клин. При доказательстве теоремы 3 установлено, что множество 
21

MM U  определяет семейство 

множеств { } 3

1=i

m
i

M , каждое из которых содержит две пересекающиеся прямые изоклины, на которых 

индуцировано направление 
i

m . Выберем произвольным образом из этого семейства два множества 

i
m

M  и 
j

m

M , где 
ji

mm ≠ , { }
321

,,, mmmmm
ji
∈  и посредством линейного преобразования [1, 4] 

переведем прямые множества )(
ji

mm

MM  в изоклины бесконечности (нуля) системы (обозначения 

переменных х и у оставляем неизменными): 

( )( )

( )( )









++−−−−=

++−−−−=

),(

),(

2224231

1112211

CyBxAbxkybxky

dt

dy

CyBxAbxkybxky

dt

dx

                             (13) 

где 
21

kk ≠ , 
31

bb ≠ , 
42

bb ≠ . 

Введем обозначения: ,
5

1

1

b

B

C

−=  ,
6

2

2

b

B

C

−=  ,
3

2

2

1

1

k

B

A

B

A

−==  
65

bb ≠ , 

( )( ) 0
2313

≠−− kkkk . 

Систему (13) перепишем в виде 
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( )( )

( )( )









−−−−−−=

−−−−−−=

),(

),(

6342312

5322111

bxkybxkybxkyB

dt

dy

bxkybxkybxkyB

dt

dx

                              (14). 

В системе (13), а значит и в системе (14) считаем, что ,0:
111

=−− bxkyl  

0:
313

=−− bxkyl  ( ,0:
222

=−− bxkyl  0:
424

=−− bxkyl ) – это те прямые изоклины, в 

которые в результате линейного преобразования перешли две прямые изоклины множества 

( )
21

MM . Из (14) видно, что по теореме 3 прямые изоклины 0:
535

=−− bxkyl  и 

0:
636

=−− bxkyl  проходят через две простые особые точки каждая. Следовательно, 
5

l  и 
6

l  

удовлетворяют условиям теоремы 5, и система (14) имеет прямую изоклину 
7

l , параллельную пря-

мым  
5

l  и 
6

l . В силу теоремы 1 [3] 
7

l  не является главной изоклиной системы (14), а значит, множе-

ство { }
7653

l,l,lM =  обладает свойством (α). Теорема доказана. 

Пример 3.    Система дифференциальных уравнений  

( )( )

( )( )









−−−=

−−−=

21

),1(1

xxyy

dt

dy

xxyy

dt

dx

                                             (15) 

имеет три множества прямых изоклин со свойством (α): 

{ } ,02,01,0
1

=−=−== yyyM  { } ,01,01,0
2

=+−=−−=−= xyxyxyM  

{ } .02,01,0
3

=−=−== xxxM  

Теорема 7. Система (10) имеет не более трех трехэлементных множеств прямых изоклин, 

каждое из которых обладает свойством (α). 

Доказательство. Предположим, что система (10) имеет не менее четырех трехэлементных 

множеств прямых изоклин со свойством (α). Выберем из них четыре множества 
1

M , 
2

M , 
3

M , 
4

M . 

Каждая прямая изоклина множества 
i

M , { }4,3,2,1∈i  пересекается со всеми прямыми изоклинами 

множества 
j

M , { } { }ij \4,3,2,1∈ . Пусть на прямой 
i

Ml ∈  индуцировано направление m. По лем-

ме 1 любой прямой изоклине множества U
4

1=s

s
M  инцидентны две особые точки, которые являются 

простыми в силу теоремы 3. Поэтому в каждом множестве 
j

M , { } { }ij \4,3,2,1∈  найдется в точно-

сти одна прямая изоклина,  на которой индуцировано направление m. Иначе говоря, существует мно-

жество 
m

M , состоящее по меньшей мере из четырех прямых изоклин. Это противоречит теореме 1 

[3]. Теорема доказана. 

Теорема 8. Если система (10) имеет три трехэлементных множества 
1

M , 
2

M , 
3

M  пря-

мых изоклин со свойством (α), то число прямых изоклин этой системы равно девяти, а число особых 

точек – шести. 

Доказательство. Так как система (10) имеет  три  трехэлементных множества прямых изо-

клин со свойством (α),  то согласно утверждению 1 во множестве M всех прямых изоклин системы 

(10) есть три подмножества: { },,,
1111

321

mmmm

lllM =  { },,,
2222

654

mmmm

lllM =  

{ }3333

987
,,

mmmm

lllM = . Не нарушая общности, считаем, что  

{ },,,
321

7411

mmm

lllM =  { },,,
321

8522

mmm

lllM = { }321

9633
,,

mmm

lllM = . 
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Посредством линейного невырожденного преобразования [1, 4] переведем прямые множества 

( )21
mm

MM  в изоклины бесконечности (нуля) системы (обозначения переменных х и у оставляем 

неизменными): 

( )( )

( )( )









≡−−−−−−=

≡−−−−−−=

),,()(

),,()(

635241

532211

yxQbxkybxkybxkyB

dt

dy

yxPbxkybxkybxkyA

dt

dx

                        (16) 

где 
21

kk ≠ , 
31

kk ≠ , 
32

kk ≠ , ( )( )( ) 0
635241

≠−−− bbbbbb , 0≠AB . 

Введем обозначения: ,0:
111

=−−∞
bxkyl  ,0:

222
=−−∞

bxkyl  

0:
333

=−−∞
bxkyl , 0:

41

0

4
=−− bxkyl , 0:

52

0

5
=−− bxkyl , 0:

63

0

6
=−− bxkyl , 

0:
717

=−− bxkyl
m

, 0:
828

=−− bxkyl
m

, 0:
939

=−− bxkyl
m

. 

Отметим, что прямые изоклины множества 3
m

M системы (10) преобразованы в прямые изо-

клины 

mm

ll
87

,  и 

m

l
9

 где ∈m R { }0\  . Так как прямые 
mm

ll
87

,  и 

m

l
9

 – изоклины системы (16), то 

имеют место равенства  

),()(),(),(
271

yxRbxkyyxmPyxQ −−≡− ,                                    (17) 

),()(),(),(
282

yxSbxkyyxmPyxQ −−≡− ,                             (18) 

),()(),(),(
293

yxUbxkyyxmPyxQ −−≡− ,                           (19) 

где ),(
2

yxR , ),(
2

yxS , ),(
2

yxU  – многочлены степени, не выше второй. Из (17) – (19) следует, 

что  

))()((),(),(
938271

bxkybxkybxkyCyxmPyxQ −−−−−−≡− , 0≠C .            (20). 

С учетом (20) перепишем систему (16). 

( )( )

( )( ) ( )( )









−−−−−−+−−−−−−=

−−−−−−=

).bxky(bxkybxkyC)bxky(bxkybxkymA

dt

dy

),bxky(bxkybxkyA

dt

dx

938271332211

332211

 

Покажем, что система (21) не имеет прямой изоклины 
321

MMML ∪∪∉ . Пусть вопреки 

утверждению теоремы система (21) имеет прямую изоклину 0: =−− bkxyL , и на ней индуциро-

вано направление 
0

m ,  причем { }mm ,0,
0

∞∉ . Тогда выполняется равенство 

 

),y,x(T)bkxy()bxky)(bxky)(bxky(Am

)bxky)(bxky)(bxky(C

)bxky)(bxky)(bxky(mA

23322110

938271

332211

−−≡−−−−−−−
−−−−−−−+
+−−−−−−

         (22) 

где ),(
2

yxT  – многочлен степени, не выше второй. Функция ),(
2

yxT  в точках всех прямых  

∞∞
21

, ll , 

∞
3

l  не может являться многочленом первой степени относительно х. В самом деле, полагая 

противное, запишем условия:  

)y,x(r)bxky(NxM)y,x(T
111112

−−++≡ ,                       (23) 

)y,x(s)bxky(NxM)y,x(T
122222

−−++≡ ,                       (24) 

)y,x(u)bxky(NxM)y,x(T
133332

−−++≡ ,                       (25) 

где ),(
1

yxr , ),(
1

yxs , ),(
1

yxu  – многочлены не выше первой степени. Из (23) – (25) следуют ра-

венства: 

(21) 
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),()(),()(
1222211111

yxsbxkyNxMyxrbxkyNxM −−++≡−−++ ,        (26) 

),()(),()(
1333311111

yxubxkyNxMyxrbxkyNxM −−++≡−−++ .        (27) 

Из (26) и (27) следуют равенства 

[ ]
22221121211

NxM)bxk,x(r)bbx)kk(NxM +≡+−+−++ ,        (28) 

[ ]
33331131311

NxM)bxk,x(r)bbx)kk(NxM +≡+−+−++ .        (29) 

Из (28) и (29) следует, что  

νµ +−−≡ )(),(
221

bxkyyxr ,                                  (30) 

ϖη +−−≡ )(),(
331

bxkyyxr .                                  (31) 

Из  (30) и (31) получаем соотношения ηµ = , 
32

kk = , но по предположению 
32

kk ≠ . Та-

ким образом, ),(
2 ii

bxkxT +  – многочлен второй степени хотя бы для одного значения { }3,2,1∈i . 

Подставим в равенство (22) вместо у выражение 
ii

bxk + , для которого ),(
2

yxT  – многочлен вто-

рой степени. В результате получим в левой части (22) многочлен второй степени, а в правой части- 

многочлен третьей степени относительно х, так как { }3,2,10 ∈∀≠− ikk
i

. Тем самым доказано, что 

система (21) не имеет прямых изоклин, не принадлежащих множеству 

{ },,,,,,,,,
987

0

6

0

5

0

4321

mmm

lllllllll
∞∞∞

 то есть число прямых изоклин системы (10) равно девяти. 

Принимая во внимание теорему 3, приходим к выводу, что число особых точек системы (10) равно 

шести. 

Теорема доказана. 

Далее рассмотрим систему 

( )( )

( ) ( )









−−−−=

−−−−−−=

5444

332211

bxkyrbxky

dt

dy

),bxky(bxkybxky

dt

dx

β
                        (32) 

где  ∈β R { } ,\ 0  ( )( ) .bb,rr
54

021 ≠=−−  

Лемма 2. Пусть система (32) имеет хотя бы одну особую точку. Тогда она не имеет прямой 

изоклины 0:
646

=−− bxkyl
m

, где ( )( ) { }∞∉≠−− ;0,0
5646

mbbbb . 

Доказательство. Предположим, что −m

l
6

 изоклина системы (32). Тогда справедливо равен-

ство 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ),y,xZbxky

bxkybxkybxkymbxkybxky
r

264

3322115444

−−+
+−−−−−−≡−−−−β

       (33) 

где ( )yxZ ,
2

 – многочлен не выше второй степени. Согласно работе [5] система (32) имеет не более 

пяти параллельных между собой прямых изоклин. Поэтому, полагая в равенстве (33) 
64

bxky += , в 

левой его части имеем постоянное число, а в правой части – многочлен не ниже первой степени. Это 

противоречие и доказывает лемму. 

Лемма 3. если система (32) имеет прямую изоклину { }∞∉=−− ;0,0:
666

mbxkyl
m

, 

то 

m

l
6

 пересекает не менее двух прямых изоклин бесконечности этой системы. 

Доказательство. По лемме 2 
46

kk ≠ . Так как 

m

l
6

 – прямая изоклина системы (32), то вы-

полняется равенство 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ),y,xVbxky

bxkybxkybxkymbxkybxky
r

264

3322115444

−−+
+−−−−−−≡−−−−β

       (34) 
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где ( )yxV ,
2

 – многочлен степени, не выше второй. Вопреки утверждению леммы предположим, что 

m

l
6

 пересекает не более одной прямой изоклины бесконечности. Тогда 
m

l
6

 либо не пересекает ни 

одну из прямых изоклин бесконечности, либо пересекает только одну из них. Если 

6321
kkkk === , то согласно [5] 

m

l
6

 пересекает обе прямые изоклины нуля системы (32). Поэто-

му, полагая в равенстве (34) 
66

bxky +=  в левой его части получим многочлен второй степени от-

носительно х, а в правой его части постоянное число. Если 

m

l
6

 пересекает только одну прямую изо-

клину бесконечности, то полагаем 
621

kkk == . Полагая при этом в равенстве (34) 
66

bxky += , 

приходим к тождеству относительно х, где левая часть – многочлен не ниже второй степени, а правая 

часть – многочлен не выше первой степени. Полученное противоречие завершает доказательство лем-

мы. 

Лемма 4. Если система (32) имеет прямую изоклину 

m

l
6

: 0
66

=−− bmky , { }∞∉ ;0m , то ни 

одна из ее прямых изоклин бесконечности не параллельна изоклинам нуля. 

Доказательство. Вопреки утверждению леммы предположим, что 
14

kk =  и 

m

l
6

 - изоклина системы 

(32). Тогда имеет место равенство  

 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ),y,xWbxky

bxkybxkybxkymbxkybxky
r

266

3322145444

−−+
+−−−−−−≡−−−−β

         (35) 

где ( )yxW ,
2

 – многочлен не выше второй степени, 0))((
5141

≠−− bbbb . Пусть в равенстве (35) 

14
bxky += . Тогда в левой части (35) имеет место постоянное число, отличное от нуля. С другой 

стороны, по лемме 2 
46

kk ≠ , следовательно, в правой части (35) имеет место многочлен не ниже 

первой степени относительно х. Полученное противоречие доказывает лемму. 

Лемма 5. Если через особую системы (32)  проходят три прямые изоклины бесконечности, то эта сис-

тема не имеет прямой изоклины { }∞∉=−− ;0,0:
666

mbxkyl
m

. 

Доказательство. Не сужая общности, рассмотрим вместо (32) систему: 

( )( )

( ) ( )









−−−=

−−−=

,bxkyxky

dt

dy

),xky(xkyxky

dt

dx

rr
21

544

321

β
                                           (36) 

где { } { } ( )( )( ) 0,3,2,2,1,,0
32312121215

≠−−−∈+∈≠⋅ kkkkkkrrrrbβ . 

Пусть 
m

l
6

 – изоклина системы (36), то есть выполнено равенство 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )y,xFbxkyxkyxkyxkymbxkyxky
rr

266321544

21 −−+−−−≡−−−β ,       (37) 

где ( )yxF ,
2

 – многочлен не выше второй степени. 

По лемме 4 
i

kk ≠
4

 { }3,2,1∈∀ i , поэтому при xky
4

=  по необходимости следует выпол-

нение условий: ( ) ,00;0
2

=F  0
6

=b . Следовательно, через особую точку О(0,0) системы (36) прохо-

дит, кроме трех изоклин бесконечности, еще одна прямая изоклина .0:
66

=− xkyl
m

 Приходим к 

противоречию с тем, что на прямой изоклине 0
54

=−− bxky  система (36) имеет не более трех 

особых точек. Лемма доказана. 

Лемма 6. Пусть система (32) имеет три различные изоклины бесконечности, две из которых 

проходят через одну и ту же особую точку этой системы. Тогда система (32) имеет не более одной 

прямой изоклины, не являющейся главной изоклиной. 

Доказательство. Пусть система (32) имеет две прямые изоклины бесконечности, проходящие 

через одну и ту же особую точку (32). Тогда не уменьшая общности, считаем, что (32) имеет вид: 
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( )( )

( ) ( )









−−−=

−−−−=

21

544

3321
),(

rr

bxkyxky

dt

dy

bxkyxkyxky

dt

dx

β
                                        (37) 

где { } { }
21212153

,3,2,2,1,,0 kkrrrrbb ≠∈+∈≠⋅⋅β . 

Допустим, что система (37) имеет две прямые изоклины: 0:
666

6 =−− bxkyl
m

,  

0:
777

7 =−− bxkyl
m

, где { }∞∉ ;0,
76

mm . По лемме 4 
i

kk ≠
4

 { }3,2,1∈∀ i , поэтому 

0
76

== bb . Это означает, что через особую точку О(0;0) системы (37), кроме двух изоклин беско-

нечности ,0,0
21

=−=− xkyxky  проходят еще две прямые изоклины 
6

6

m

l  и 
7

7

m

l , а следователь-

но, на прямой 0
54

=−− bxky  система (37) имеет не менее четырех особых точек. Это невозможно. 

Лемма доказана.  

Из лемм 2-6 следует 

Теорема 9. Система (32), имеющая хотя бы одну особую точку, имеет не более шести пря-

мых изоклин. 

Пример 4.  Система дифференциальных уравнений  

( )( )

( )( )









−−=

+−−+−=

42

212

xx

dt

dy

),xy(xyxy

dt

dx

 

удовлетворят условиям теоремы 9, имеет шесть  прямых изоклин: ,012 =−− xy  ,0=− xy  

02 =+− xy  – изоклины бесконечности, ,02 =−x  04 =−x  – изоклины нуля и прямую 

042 =+− xy , на которой индуцировано направление 31 /m −= . 
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STRIGHT LINE ISOCLINES AND SINGULAR POINTS OF POLYNOMIAL VECTOR 
FIELDS 
 

V.B. Tlyachev, D.S. Ushkho, A.D. Ushkho  
For planar polynomial systems of differential equations we consider the set M with two properties: 

1) the elements of M are parallel to each other straight line isoclines of system; 2) no two straight lines in M, 

which is induced by one and the same direction. On this basis, we prove theorems on the number of singular 

points, straight line isoclines and their properties. 


