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ВВЕДЕНИЕ 
 

В процессе изучения явлений, происходящих в природе, решения за-

дач физики, химии, биологии, экономики, экологии и других отраслей зна-

ния, не всегда удается установить связь между величинами, характери-

зующими интересующее нас явление. Вместе с тем в большинстве случаев 

удается найти зависимость между теми же величинами и скоростями их 

изменения. Эта зависимость выражается в виде уравнения, содержащего 

производную (или дифференциал) искомой функции. 

Уравнение, в котором искомая функция содержится под знаком про-

изводной (или дифференциала), называется дифференциальным. 

Рассмотрим некоторые задачи, приводящие к дифференциальным 

уравнениям (ДУ). 

Задача 1 [1] (о размножении бактерий). 

В благоприятных для размножения условиях находится некоторое 

количество бактерий. Обозначим это число 
0

N . Из эксперимента установ-

лено, что скорость размножения бактерий пропорциональна их количест-

ву. Найти зависимость роста числа бактерий с течением времени. 

Решение. Пусть )(tN  – количество размножающихся бактерий в мо-

мент времени t , тогда 
0

)0( NN = . Зная тот факт, что численность бактерий 

может выражаться только целыми числами, мы, тем не менее, будем счи-

тать, что функция числа бактерий )(tN  изменяется во времени непрерывно 

и дифференцируема. Поэтому указанный в условии задачи биологический 

экспериментальный закон выражается дифференциальным уравнением 

)(

)(

tkN

dt

tdN = , )0( >k .   (1) 

Здесь коэффициент k  зависит от вида бактерий и условий, в которых 

они находятся. Его можно определить из эксперимента.  
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Таким образом, мы получили математическую задачу: найти реше-

ние )(tNN =  уравнения (1) при условии 
0

)0( NN = . 

Так как 0)( >tN , то, разделив обе части (1) на )(tN , получим 

k

dttN

tdN =
)(

)(

.     (2) 

Из (2) получаем 

ktNd =))((ln .     (3) 

Интегрируя обе части (3), имеем 

1
)(ln CkttN += .     (4) 

Из (4) окончательно находим, что 

kt

CetN =)( ,  )(
1

C

eC = .    (5) 

В формуле (5) C  – постоянная интегрирования (положительная). Из 

семейства функций (5) выделим такую, которая удовлетворяет условию 

поставленной задачи 
0

)0( NN = . Для этого в формулу (5) подставим O  

вместо t , получим 

CN =
0

.     (6) 

Подставляя найденное значение постоянной C  из (6) в (5) получим 

закон размножения бактерий: 

kt

eNtN
0

)( = . 

Как видим, численность бактерий с течением времени растёт по экс-

поненциальному закону. 

Задача 2 [1] (об изменении температуры нагретого тела). 

Тело, имеющее в начальный момент времени температуру 
0

)0( TT = , 

поместили в среду, температура которой 
1

T . Как будет изменяться темпе-

ратура тела с течением времени? 

Решение. Обозначим через )(tT  – температуру тела в некоторый 

произвольный момент времени t . Из эксперимента известно, что скорость, 

с которой изменяется температура тела, пропорциональна разности темпе-
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ратур тела и окружающей среды. Это справедливо для небольших интер-

валов температур. Тогда, данный экспериментальный физический закон 

можно записать в виде дифференциального уравнения 

))((

)(

1
TtT

dt

tdT −−= γ   )0( >γ .   (7) 

Знак минус в правой части уравнения (7) говорит о том, что при ус-

ловии )0(0)(
1

<>−TtT  температура тела убывает (возрастает). Поэтому 

скорость ее изменения отрицательна (положительна). 

Так как  0)(
1
≠−TtT , то обе части уравнения (7) можно разделить на 

1
)( TtT − : 

    γ−=⋅
− dt

tdT

TtT

)(

)(

1

1

.     (8) 

Воспользуемся тем, что 

dt

TtTd

dt

tdT ))(()(
1

−=   )(
1

constT =  и пере-

пишем уравнение (8) в виде 

γ−=−⋅
− dt

TtTd

TtT

))((

)(

1
1

1

.    (9) 

Левая часть уравнения (9) есть не что иное, как ))((ln
1

TtTd − , по-

этому уравнение (9) перепишем в виде 

γ−=− ))((ln
1

TtTd .    (10) 

Интегрируя обе части уравнения (10) по времени t , получим 

11
ln)(ln CtTtT +−=− γ  , )0(

1
≠C .   (11) 

Из (11) следует соотношение 
t

eCTtT
γ−=−

11
)( , из которого оконча-

тельно получаем решение уравнения (7) 

 
t

CeTtT
γ−+=

1
)( )(

1
СС ±= .    (12) 

Учитывая условие поставленной задачи 
0

)0( TT = , из уравнения (12) 

найдем соответствующее значение произвольной постоянной: 

   
10

TTC −= .     (13) 
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Подставив значение C  из (13) в уравнение (12), получим 

  
t

eTTTtT
γ−−+= )()(

101
.    (14) 

Из (14) следует, что если разность 
10

TT −   температур нагретого тела 

и окружающей среды положительна (отрицательна), то тело остывает (на-

гревается). 

Задача 3 [2]. Найти кривую, тангенс угла наклона касательной в ка-

ждой точке которой численно равен ординате точки касания. 

Решение. Пусть )(xyy =  – уравнение искомой кривой. Из геометри-

ческого смысла производной следует, что )(' xytg =α . Поэтому опреде-

ляющее свойство кривой записывается в виде дифференциального уравне-

ния 

    y

dx

dy = .      (15) 

Можно заметить, что 0=y  является решением уравнения (15). Счи-

тая 0≠y , разделим обе части уравнения (15) на y  

     1

1 =⋅
dx

dy

y

.     (16) 

Так как 

dx

yd

dx

dy

y

)(ln1 =⋅ , то уравнение (16) перепишем в виде 

1

)(ln

=
dx

yd

. Тогда получаем, что 

1
lnln Cxy += , 0

1
≠C .     (17) 

Из (17) следует равенство 
x

eCy
1

= , из которого окончательно полу-

чаем 

.
x

Cey =      (18) 

Из (18) видно, что решение 0=y  уравнения (15) получается, если в 

(18) принять 0=C . 
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Из семейства (18) найдем ту кривую, которая удовлетворяет условию 

0
)0( yy = . 

0

0

0
yCCey =⇒= . 

x

eyy
0

=  – уравнение кривой из семейства (18), проходящей через 

точку ),0(
0

y . 

Задача 4 [3] (о сосуществовании различных видов животных). Из 

эксперимента известно, что A  – число особей в популяции, рождающихся 

в единицу времени, B  – число особей, умирающих в единицу времени. 

Требуется описать зависимость A  и B  от числа )(tx  особей в популяции в 

момент времени t . 

Простейшим случаем является ситуация, когда 

, , bxBaxA ==      (19) 

где a  и b  – коэффициенты рождения и смерти особей в единицу времени 

соответственно. 

Скорость изменения числа особей со временем задается уравнением 

   BA

dt

dx −= .      (20) 

В силу (19) уравнение (20) перепишем в виде 

   xba

dt

dx

)( −= .     (21) 

Полагая 0>x , разделим обе части (21) на x  

  ba

dt

dx

x

−=⋅1

.     (22) 

С учетом равенства 

dt

xd

dt

dx

x

)(ln1 =⋅  перепишем уравнение (22): 

    ba

dt

xd

−=
)(ln

.     (23) 

Из (23) получаем уравнение 

 Ctbax ln)(ln +−= , (C>0).   (24) 

Уравнение (24) можно переписать в виде: 
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tba

Cex
)( −= .     (25) 

Найдем закон изменения числа особей при условии, что в момент 

времени 
0

tt =
0

xx = , для чего подставим 
0

t  вместо t  и 
0

x  вместо x . 

00
)(

0

)(

0

tbatba

exCCex
−−− =⇒= .    (26) 

Подставив в (25) выражение из (26) вместо C , получим  

 
))((

0

0
ttba

exx
−−= .     (27) 

Из (27) следует, что если ba > , то +∞=
+∞→

)(lim tx
t

 с другой стороны, 

если 0<− ba , то 0)(lim =
+∞→

tx
t

, то есть популяция становится вымирающей. 

Дадим теперь строгое определение дифференциального уравнения. 

Определение 1 [4]. Обыкновенным дифференциальным уравнением 

n-го порядка называется уравнение вида 

 0),...",',,(
)( =n

yyyyxF .    (28) 

В уравнении (28) y – искомая функция, x  – независимая переменная 

(аргумент). 

Замечание 1. Некоторые из величин 
)1(

,...',,
−n

yyyx  или даже все мо-

гут не входить в уравнение (28), но обязательно в нем содержится произ-

водная n-го порядка )(n

y . 

Уравнение (28) называется обыкновенным, так как в него входят 

только производные функции одной переменной (обыкновенные произ-

водные). 

Уравнение  07')53("
2 =−+−+ xxyxy  является обыкновенным диф-

ференциальным уравнением второго порядка. 

Замечание 2. В дифференциальном уравнении искомая функция 

может зависеть от двух и более переменных. Такие уравнения называют 

дифференциальными уравнениями в частных производных (или с частны-

ми производными). Уравнение 0=+
dy

dz

x

dx

dz

y  является дифференциаль-
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ным уравнением в частных производных первого порядка. В данном урав-

нении искомой является функция ),( yxzz =  двух переменных x  и y . 

Замечание 3. Всюду в дальнейшем нас будут интересовать только 

обыкновенные дифференциальные уравнения. Поэтому вместо термина 

«обыкновенное дифференциальное уравнение» будем пользоваться терми-

ном «дифференциальное уравнение» (ДУ). 

 

ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЫ. ОБЩИЕ МЕТОДИ-

ЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

 

Особенностью современного обучения в вузе является большая са-

мостоятельность студента при работе над учебным материалом. Поэтому 

данное учебное пособие, в первую очередь, ориентировано на то, чтобы 

помочь студенту в самоподготовке по курсу теории дифференциальных 

уравнений. Оно содержит необходимый минимальный теоретический ма-

териал для освоения курса, задания для аудиторных занятий, задания для 

выполнения вне аудитории (обязательный минимум задач), задания повы-

шенного уровня сложности и контрольные вопросы. Все это должно по-

зволить глубже понять и закрепить изученный теоретический материал. 

Изучать курс нужно по темам в соответствии с рабочей программой 

из учебно-методического комплекса. Рекомендуется решать все задания 

обязательного минимума в аудитории, ответы на контрольные вопросы го-

товить дома в письменном виде, а затем их предоставлять преподавателю, 

чтобы преодолеть непонимание и исправить ошибки.  

Курс дифференциальных уравнений для студентов, обучающихся на 

инженерно-физическом факультете, является базовым в силу его дальней-

шего использования при изучении электротехники, электроники и других 

дисциплин, прямо или косвенно связанных как с различными разделами 

физики, так и с самим университетским курсом физики. Поэтому в книге 

отдельным пунктом даются задачи из различных разделов физики, приво-

дящие к дифференциальным уравнениям. Студент на основе изученного 

математического материала должен научиться применять полученные зна-

ния для решения возникающих в физике дифференциальных уравнений. 

При этом он может использовать компьютерные системы типа Maple.  
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1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА, 

ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ 

 

1.1. Общие понятия 

 

В соответствии с определением 1, приведенным во введении, диффе-

ренциальное уравнение первого порядка записывается в виде 

  0)',,( =yyxF .     (1.1.1) 

Существуют и другие формы записи дифференциального уравнения 

первого порядка. 

Уравнение  

  ),(' yxfy =      (1.1.2) 

называется дифференциальным уравнением первого порядка, разре-

шенным относительно производной. 

Наряду с уравнением (1.1.2) рассматривают так называемое пере-

вернутое уравнение 

 

),(

1

yxfdy

dx = .    (1.1.3) 

Уравнение (1.1.3) используют в окрестности тех точек, в которых 

функция ),( yxf  обращается в бесконечность. 

Во многих случаях целесообразнее рассматривать вместо уравнений 

(1.1.2) и (1.1.3) равносильное им одно уравнение [4] 

  0),( =− dxyxfdy  .   (1.1.4) 

Если в уравнении (1.1.2) ((1.1.3)) искомой функцией является )(xy , а 

независимой переменной – )( yx , то в уравнение (1.1.4) обе переменные 

входят равноправно, и любую из них мы можем принять за независимую 

переменную. Вместо уравнения (1.1.4) рассматривают уравнение более 

общего вида 

.0),(),( =+ dyyxNdxyxM    (1.1.5) 
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Иногда дифференциальное уравнение первого порядка записывают в 

так называемой симметрической форме [5] 

),(),( yxY

dy

yxX

dx = . 

Определение 1.1.1. Будем говорить, что уравнение (1.1.2) задано в 

области 
2

RD ⊂ , если функция ),( yxf  определена  в D . 

Определение 1.1.2. Решением дифференциального уравнения (1.1.1) 

((1.1.2)) на промежутке ),( ba  называется непрерывно дифференцируемая 

функция )(xyy = , обращающая это уравнение в тождество на ),( ba , то 

есть ),( bax ∈∀  выполняется равенство 0))('),(,( =xyxyxF  

))(,()('( xyxfxy = . 

Из определения 1.1.2 следует, что точка ))(,( xyx  принадлежит об-

ласти D  ),( bax ∈∀ . 

Пример 1.1.1. Функция 
xx

eey
2+=  является решением уравнения 

   .
2 x

eyy +=′      (1.1.6) 

В самом деле, 
xx

eey
2

2' += , и уравнение (1.1.6) превращается в тож-

дество 
xxxxx

eeeee
222

2 ++≡+ , которое справедливо для любого действи-

тельного значения  x . Решение 
xx

eey
2

2+=  определено на R. 

Замечание 1.1.1. Иногда функцию )(xyy = , являющуюся решением 

уравнения (1.1.1) ((1.1.2)), называют интегралом этого уравнения (см. [4], 

с. 15). 

В большинстве случаев решение дифференциального уравнения уда-

ется записать в неявном виде. 

Определение 1.1.3. Говорят, что уравнение  

0),( =Φ yx      (1.1.7) 

определяет решение уравнения (1.1.2) в неявной форме, если оно опреде-

ляет y  как неявную функцию аргумента x , и эта функция является реше-

нием уравнения (1.1.2). 
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Пусть )(xyy =  – решение уравнения (1.1.2), определенное в неявной 

форме, тогда выполняется равенство 

 .0))(,( ≡Φ xyx     (1.1.8) 

Продифференцируем обе части тождества (1.1.8) по x : 

.0)('))(,('))(,(' ≡Φ+Φ xyxyxxyx
yx

 

Так как )(xyy =  – решение уравнения (1.1.2), то в последнем тожде-

стве заменим )(' xy  выражением ))(,( xyxf : 

  .0))(,())(,('))(,(' ≡Φ+Φ xyxfxyxxyx
yx

   (1.1.9) 

Таким образом, из (1.1.9) следует утверждение: равенство 

 0),(),('),(' =Φ+Φ yxfyxyx
yx

  (1.1.10) 

выполняется в силу (1.1.7), если (1.1.7) определяет решение уравнения 

(1.1.2) в неявной форме. 

Пример 1.1.1. Функция )(xyy = , определяемая уравнением 

01
22 =−+ yx , является решением дифференциального уравнения 

)1(

)1(

22

22

−++−
−++=

yxxy

yxyx

dx

dy

. 

В самом деле, ,2)'1(),('
22

xyxyx
xx
=−+=Φ  

yyxyx
yy

2)'1(),('
22 =−+=Φ . Левая часть равенства (1.1.10) в нашем слу-

чае имеет вид: 

 

)1(

)1(

22
22

22

−++−
−+++

yxxy

yxyx

yx .    (1.1.11) 

В силу равенства 01
22 =−+ yx  выражение (1.1.11) тождественно 

равно нулю. 

Определение 1.1.4. Если рассматривать x  и y  как прямоугольные 

координаты, то решению дифференциального уравнения соответствует не-

которая кривая на плоскости xOy , называемая интегральной кривой это-

го уравнения. 
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Так, решению дифференциального уравнения, заданному в неявной 

форме и рассмотренному в примере 1.1.1, соответствует интегральная кри-

вая – окружность  01
22 =−+ yx . 

Естественно поставить вопрос: чем отличаются интегральные кри-

вые дифференциального уравнения от всевозможных кривых, которые 

можно провести на плоскости xOy ? 

Ответом на этот вопрос является геометрическое истолкование диф-

ференциального уравнения (1.1.2). 

Пусть уравнение (1.1.2) задано в области D . Под областью следует 

понимать непустое множество D  точек, обладающее двумя свойствами:  

1) каждая точка DyxM ∈),(  является внутренней, то есть принадле-

жит D  вместе с некоторой окрестностью;  

2) множество D  связное, то есть любые две точки D  можно соеди-

нить ломаной, которая целиком лежит внутри D  и состоит из конечного 

числа звеньев. 

Через каждую точку DyxM ∈),(  проведем единичный отрезок с се-

рединой в точке ),( yxM , составляющей с положительным направлением 

оси Ox  угол α , тангенс которого равен ),( yxf , то есть ),( yxftg =α . При 

этом оба направления указанного единичного отрезка для нас безразличны. 

Тем самым получим так называемое поле направлений дифференциаль-

ного уравнения (1.1.2). Итак, дифференциальное уравнение (1.1.2) геомет-

рически выражает тот факт, что направление касательной в каждой 

точке интегральной кривой совпадает с направлением поля в этой 

точке. 

Это свойство и выделяет интегральные кривые дифференциального 

уравнения (1.1.2) среди всех остальных кривых, расположенных на плос-

кости. 

Процесс нахождения решений дифференциального уравнения назы-

вают интегрированием этого уравнения. Основной задачей интегрирова-
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ния дифференциального уравнения является нахождение всех его решений 

и изучение их свойств. 

Из геометрической интерпретации дифференциального уравнения 

первого порядка (1.1.2) следует, что оно выражает общее свойство каса-

тельных всех его интегральных кривых. Поэтому задача интегрирования 

(1.1.2) состоит в том, чтобы по этому свойству восстановить само семейст-

во интегральных кривых. 

Пример 1.1.2. Уравнению xy 2'=  удовлетворяет всякая функция 

Cxy += 2

, C  – некоторая постоянная. Это семейство парабол, обладаю-

щих одним общим свойством: в каждой точке ),( yxM  любой интеграль-

ной кривой угловой коэффициент касательной равен удвоенной абсциссе 

этой точки  ( xtg 2=α ). 

Определение 1.1.5. Кривая L , расположенная в области задания 

уравнения (1.1.2), называется изоклиной уравнения (1.1.2), если в каждой 

точке L  наклон поля, определяемого дифференциальным уравнением 

(1.1.2), один и тот же. 

Из определения 1.1.5 следует, что изоклина L  задается уравнением 

  kyxf =),( ,  )( constk − .    (1.1.12) 

Пример 1.1.3. Уравнением xy −=  задается изоклина дифференци-

ального уравнения 

 .' yxy +=      (1.1.13) 

Это означает, что интегральные кривые уравнения (1.1.13) имеют в 

точках прямой xy −=  касательные, параллельные оси Ox , то есть 

00 =⇒= ααtg . 

Одной из важнейших задач теории дифференциальных уравнений 

(впрочем, она возникла из потребностей практики) является так называе-

мая задача Коши. Для дифференциального уравнения (1.1.2) она ставится 

так: среди всех решений уравнения (1.1.2) найти такое решение )(xyy = , 

которое удовлетворяет условию 
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,)(
00

yxy =      (1.1.14) 

где 
0

x  и 
0

y  – заданные числа. 

Числа 
0

x и 
0

y  называются начальными данными, а условие (1.1.14) – 

начальным условием решения задачи. 

Задача Коши геометрически трактуется так: среди всех интеграль-

ных кривых уравнения (1.1.2) найти ту, которая проходит через заданную 

точку ),(
00

yxM . 

Пример 1.1.4. Найти решение уравнения yy =' , удовлетворяющее 

условию 1)0( =y .  

Очевидно, что 0=y  – решение данного дифференциального уравне-

ния. Полагая 0≠y , разделим обе части дифференциального уравнения на y : 

x

CeyCxy

dx

yd

dx

dy

y

=⇒+=⇒=⇒= lnln1

)(ln

1

1

 – семейство всех 

интегральных кривых дифференциального уравнения. 

Впрочем, при 0=C  из этого семейства находим решение 0=y . 

В формулу семейства интегральных кривых подставим 0  вместо x  и 

1 вместо y  и найдем 1=C . Таким образом, из семейства решений выделе-

но решение 
x

ey = , удовлетворяющее начальному условию 1)0( =y . 

Говорят, что задача Коши с начальным условием (1.1.14) имеет 

единственное решение, если существует число 0>h , такое, что на отрезке 

],[
00

hxhx +−  определено решение )(xyy =  уравнения (1.1.2), такое, что 

00
)( yxy =  и не существует решения, определенного на этом же отрезке и 

не совпадающего с решением )(xyy =  хотя бы в одной точке отрезка 

],[
00

hxhx +− , отличной от 
0

xx = . 

В противном случае в точке ),(
00

yx  нарушается единственность ре-

шения задачи Коши. 

При решении дифференциального уравнения (1.1.2) мы получаем це-

лое семейство решений, зависящее от одной произвольной постоянной  Ñ : 
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  ).,( Cxy ϕ=      (1.1.15) 

Функцию (1.1.15) называют общим решением дифференциального 

уравнения (1.1.2). Дадим строгое определение общего решения дифферен-

циального уравнения, следуя Еругину Н.П. (см. [5], с. 29). 

Пусть уравнение (1.1.2) задано в области D  так, что через каждую 

точку Dyx ∈),(  проходит интегральная кривая уравнения (1.1.2), и притом 

единственная. 

Определение 1.1.6. Функция (1.1.15) называется общим решением 

уравнения (1.1.2) в области D , если для любой точки Dyx ∈),(  уравнение 

(1.1.15) определяет значение (быть может, не одно) постоянной 

    ),,( yxÑ ψ=      (1.1.16) 

и если подстановка этого значения C  в равенство 

   ),('' Cxy
x

ϕ=     (1.1.17) 

приводит к уравнению (1.1.2), то есть ),()),(,('),('' yxfyxxCxy
xx

=== ψϕϕ . 

Коротко: (1.1.15) есть общее решение уравнения (1.1.2) в области D , 

если в этой области уравнение (1.1.2) является следствием (1.1.15) и 

(1.1.17) через (1.1.16). 

Пример 1.1.5. Покажем, что Cxy =  является общим решением урав-

нения 

x

y

y ='  в области { }+∞<<−∞+∞<<= yxD ,0 . 

Разрешим уравнение Cxy =  относительно C :  

  

x

y

C = ,     (1.1.18) 

   .)'(' CCxy
x
==     (1.1.19) 

В равенство (1.1.19) подставим вместо C  дробь и получим требуемое 

уравнение 

x

y

y =' . 
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Замечание 1.1.2. В области D , где задано общее решение уравнения 

(1.1.2), выполняются условия существования и единственности решения 

задачи. Они нами будут приведены в дальнейшем. 

В большинстве случаев, решая уравнение (1.1.2), мы получаем общее 

решение (однопараметрическое семейство интегральных кривых) в неяв-

ном виде, то есть в виде, не разрешенном относительно y : 

0),,( =Φ Cyx     (1.1.20)  

или  

.),( Cyx =ϕ      (1.1.21) 

Такая форма общего решения называется общим интегралом. Итак, 

соотношение (1.1.20) или (1.1.21) будем называть общим решением в не-

явной форме или общим интегралом уравнения (1.1.2) в области D , если 

это соотношение определяет общее решение (1.1.15) в области D . 

Пример 1.1.6. Уравнением Cyx =+ 22

 задается общий интеграл 

дифференциального уравнения 

y

x

dx

dy −=  в каждой из полуплоскостей 

{ }+∞<<+∞<<∞−= yxyxD 0,/),(
1

и { }0,/),(
2

<<−∞+∞<<∞−= yxyxD . 

В самом деле, в области 
1

D  функция 
2

xCy −=  – решение уравне-

ния Cyx =+ 22

. Согласно определению 1.1.6 ( )
2

'

2

xC

x

xC
x

−
−=− , то 

есть имеем равенство 

2

'

xC

x

y

−
−= .     (1.1.22) 

Подставим выражение 
22

yx +  вместо C  в правую часть (1.1.22): 

y

x

xyx

x

y −=
−+

−=
222

' . 

В результате мы получим дифференциальное уравнение 

y

x

y −=' , а 

значит, Cyx =+ 22

 – общий интеграл этого уравнения в области 
1

D . Та-
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кими же рассуждениями устанавливается, что Cyx =+ 22

 – общий инте-

грал в области 
2

D . 

Определение 1.1.7 [4]. Если решение дифференциального уравнения 

(1.1.2) состоит только из точек единственности решения задачи Коши, то 

такое решение называется частным решением этого уравнения. 

Из определения 1.1.7 следует, что решение, получающееся из фор-

мулы общего решения (1.1.15) при фиксированном значении произвольной 

постоянной С , является частным решением. 

В связи с задачей Коши в теории дифференциальных уравнений рас-

сматриваются особые решения дифференциального уравнения (1.1.2). 

Определение 1.1.8 [4]. Решение, в каждой точке которого нарушает-

ся единственность решения задачи Коши, называется особым решением 

уравнения (1.1.2). 

Геометрически особому решению соответствует интегральная кри-

вая, не содержащаяся в семействе интегральных кривых, образующих об-

щее решение. Иначе говоря, особое решение нельзя найти из формулы об-

щего решения (общего интеграла) ни при каком значении ],[ +∞−∞∈Ñ . 

Пример 1.1.7. Покажем, что 0=y  – особое решение дифференци-

ального уравнения  

yy 2'=    .0≥y      (1.1.23) 

0=y  – очевидное решение уравнения (1.1.23). 

Считая, что 0≠y , разделим обе части уравнения (1.1.23) на y2 : 

CxCxy

dx

yd

dxy

dy −>+=⇒=⇒=   ,1

)(

1

2

. 

Итак, уравнение (1.1.23) имеет семейство решений 

   
2

)( Cxy +=   ).( Cx −≥     (1.1.24) 

Интегральные кривые, входящие в семейство (1.1.24) при любом ве-

щественном значении произвольной постоянной C , являются «правыми» 
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полупараболами, оси симметрии которых параллельны оси Oy , а вершины 

лежат на оси  Ox  (см. рис. 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Интегральные кривые являются правыми полупарабо-

лами, оси симметрии которых параллельны оси Oy, а вершины 

лежат на оси Ox. 

 

Можно показать, что в области { }+∞<<+∞<<∞−= yxyxD 0,/),(  

функция 
2

)( Cxy +=  )( Cx >  является общим решением уравнения 

(1.1.23). 

В каждой точке прямой 0=y  нарушается единственность решения 

задачи Коши, так как через точку )0,(x , кроме прямой 0=y  проходит, 

примыкающая к ней правая полупарабола. Тем самым доказано, что 0=y  

– особое решение уравнения (1.1.23). 

Определение [2]. Дифференциальное уравнение (1.1.1) называется 

интегрируемым в квадратурах, если его общее решение (общий интеграл) 

может быть получено в результате конечной последовательности элемен-

тарных операций (сложения, вычитания, умножения, деления, возведения 

в целую степень, извлечения корня, суперпозиции функций) над элемен-

тарными функциями и операции взятия неопределенного интеграла от этих 

функций. 

Сразу отметим, что таких уравнений относительно мало. 
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Настоящее пособие посвящено изучению дифференциальных урав-

нений первого порядка, интегрируемых в квадратурах. 
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4. Матвеев Н.М. Методы интегрирования обыкновенных дифферен-

циальных уравнений: учеб. пособие / Н.М. Матвеев. - 5-е изд., доп. – СПб. : 

Лань, 2003. – 832 с. 

5. Еругин Н.П. Книга для чтения по общему курсу дифференциаль-

ных уравнений / Н.П. Еругин. – Минск: Наука и техника, 1979. – 744 с. 

 

Практическое занятие № 1. Тема. Приближенное решение 

методом изоклин дифференциального уравнения первого 

порядка, разрешенного относительно производной  

 

Как уже отмечалось, подавляющее большинство дифференциальных 

уравнений не интегрируется в квадратурах. Поэтому важное значение 

имеют приближенные методы интегрирования уравнения (1.1.2). Рассмот-

рим один из них, основанный на геометрической интерпретации диффе-

ренциального уравнения (1.1.2). Согласно определению 1.1.5 изоклина 

дифференциального уравнения (1.1.2) есть геометрическое место точек 

плоскости, в которых касательные к искомым интегральным кривым име-

ют один и тот же угол наклона к положительному направлению оси Ox . 

Семейство изоклин уравнения (1.1.2) задается уравнением  
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kyxf =),(  , где k – параметр. 

Если придавать k  близкие числовые значения, то можно найти доста-

точно густую сеть изоклин, с помощью которых приближенно можно по-

строить интегральные кривые уравнения (1.1.2). 

Приближенное решение уравнения (1.1.2) методом изоклин рекомен-

дуется осуществлять по следующему правилу: 

1) строится поле направлений с помощью изоклин 

m
kyxfkyxfkyxf === ),(,...),(,),(

21
, где  

ii
tgk α=  ( )mi ,1= ; 

2) для более точного построения интегральных кривых, если можно, 

изображается на плоскости xOy  геометрическое место точек пере-

гиба интегральных кривых уравнения (1.1.2); 

3) на основе полученных сведений о поведении интегральных кривых, 

строятся они плавными линиями. 

Замечание 2.1.1. Уравнение линии точек перегиба имеет вид [4] (за-

дача №15): 

.0),(),('),(' =⋅+ yxfyxfyxf
yx

   (2.1.1) 

Если левая часть уравнения (2.1.1) сохраняет положительный (отрица-

тельный) знак, то всякая интегральная кривая уравнения (1.1.2) выпукла 

вниз (вверх) (почему?). 

Пример 2.1.1. С помощью изоклин приближенно начертить инте-

гральные кривые уравнения  

y

x

dx

dy −= .     (2.1.2) 

Решение.  

1) Строим поле направлений уравнения (2.1.2) с помощью изоклин  

k

y

x

=−  

4

11
111

παα =⇒=⇒= tgk   ( xy −=  – изоклина наклона 1) 
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4

11
222

παα −=⇒−=⇒−= tgk  ( xy =  – изоклина наклона -1) 

222
333

arctgtgk =⇒=⇒= αα  ( xy

2

1−=  – изоклина наклона 2) 

222
444

arctgtgk −=⇒−=⇒−= αα  ( xy

2

1=  – изоклина наклона -2) 

000
555
=⇒=⇒= ααtgk   ( 0=x  – изоклина наклона 0) 

Так как правая часть уравнения (2.1.2) не определена в точках прямой  

0=y  (обращается в ∞ ), то рассмотрим перевернутое уравнение 

.

x

y

dy

dx −=      (2.1.3) 

Семейство изоклин уравнения (2.1.2) ((2.1.3)) не содержит прямую 

0=y  ( 0=x ). Пусть 
6

k

x

y =− , где 000
666
=⇒=⇒= ααtgk  , то есть 0=y  

– изоклина уравнения (2.1.3). 

Угол наклона касательных в точках прямой 0=y  рассматривается от-

носительно положительного направления оси Oy  (искомая функция x , а y  

– независимая переменная). Итак, 0=y  – изоклина вертикальных накло-

нов для уравнения (2.1.2). На рис.2 изображено поле направлений уравне-

ния (2.1.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис 2. Поле направлений ДУ 

y

x

dx

dy −=  
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2) Рассмотрим уравнение 0),(),(),( =⋅′+′≡′′ yxfyxfyxfy
yx

, 

.01

1

0

1

2

2

2
=







 +−⇔=






−+−
y

x

yy

x

y

x

y

   (2.1.4) 

Из (2.1.4) следует, что при )0( 0 <> yy  интегральные кривые уравне-

ния (2.1.2) имеют выпуклость вверх (вниз).  

Проводя кривые, касательные к которым совпадают с направлением 

поля, изображенного на рис. 2, получим окружности с центром в начале 

координат - интегральные кривые уравнения (2.1.2) ( см. рис.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Интегральные кривые уравнения 

y

x

dx

dy −=  

 

Пример 2.1.2. Построить приближенно интегральные кривые уравнения 

x

y

y =' .    (2.1.5) 

Решение. Рассмотрим произвольную точку ),( yx  плоскости 
2

R , от-

личную от точки )0,0( . Через нее проходит единственная окружность – ин-

тегральная кривая уравнения (2.1.2). Заметив, что произведение правых 

частей уравнения (2.1.2) и (2.1.5) равно 1− , делаем заключение: в каждой 

точке )0,0(),( ≠yx  интегральные кривые уравнений (2.1.2) и (2.1.5) взаим-

но перпендикулярны. Поэтому интегральными кривыми уравнения (2.1.5) 

являются полупрямые, примыкающие к началу координат (см. рис. 4). 
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Рис. 4. Интегральные кривые ДУ 

x

y

y ='  

 

Как уже отмечалось выше, применение метода изоклин заключается 

в построении эскиза линии уровня кривых Cyxf =),(  для различных зна-

чений постоянной C . На выбранных точках этих кривых мы строим ко-

роткие линейные сегменты, каждый из которых имеет одинаковый наклон, 

равный C . Покажем это на следующем примере. (Это легко можно сделать 

в современных математических пакетах, таких, как Maple, Mathematica, 

Scilab.) 

Пример. Используя метод изоклин, построить поле направлений для 

следующего дифференциального уравнения ./ yxdxdy +−=  

Решение. В нашем случае yxyxf +−=),(  и тогда изоклины имеют 

вид Cyx =+− , что графически соответствуют прямым линиям, таким об-

разом, как это изображено на рис. 5. 
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Рис. 5. Код программы в системе Maple и результат – прямые изо-

клины Cyx =+− , построенные для значений 3 ,2 ,1,0 ±±±=C . 

 

 

Выбираем точки, расположенные на прямых изоклинах и строим ко-

роткие векторы (сегменты), каждый из которых имеет одинаковый наклон 

C так, как это показано на рисунке 6. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6. Векторы одинакового наклона, построенные на 

прямых изоклинах 

 

Код программы в системе Maple и поле направлений для дифференциаль-

ного уравнения yxdxdy +−=/  изображены на рисунке 7. 
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Рис. 7. Код программы в системе Maple и поле направлений 

для дифференциального уравнения yxdxdy +−=/  
 

В приложениях часто приходится находить решения ДУ, проходя-

щие через точки (состояния) равновесия. Их иногда называют равновес-

ными решениями. Для нахождения равновесных решений необходимо ДУ 

привести к уравнению первого порядка, разрешенного относительно про-

изводной )(' yfy = , затем приравнять нулю правую часть уравнения, то 

есть записать 0)( =yf
,
 и решить это уравнение относительно y . Если 

0
y  

является таким числом (значением), что 0)(
0
=yf , то тогда функция 

0
yy =  для всех значений x  является равновесным решением. 

 

Задания для работы в аудитории 

 

I. С помощью изоклин начертить (приближенно) интегральные кри-

вые данных уравнений. 

1) (№1 [4]). 
2

' xyy −= .    2) (№3 [4]). 1

2

'

22

−+= yx

y . 

3) (№6[4]) . yxy 2'= .    4) (№12 [4]). 

yx

y

y

+
=' . 

II. Найти все равновесные решения для каждого из дифференциаль-

ных уравнений. Описать словами, каким образом кривые неравновесного 
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решения ведут себя в различных областях плоскости xOy. Построить поле 

направлений и интегральные кривые в заданных областях. (Подсказка: Оп-

ределить знак 
0

y  выше и ниже каждого равновесного решения.) 

a) ,1011'
2 +−= yyy  .155  ,1|| ≤≤−≤ yx  b) ,||'

2

yyy −=  .2||  ,5|| ≤≤ yx  

c) ,

1

2

sin'
2 








+
=

y

y

y

π
 .2||  ,5|| ≤≤ yx  

d). Придумайте и запишите свое дифференциальное уравнение, которое 

будет иметь указанные вами равновесные решения. 

 

Задания для выполнения вне аудитории 

Обязательный минимум задач 

1. Найти семейство изоклин следующих дифференциальных уравне-

ний: 

а) 
22

' yxy += ;    б) xyy =' ;   в) 
22

' yxy −= . 

2. С помощью изоклин начертить (приближенно) интегральные кри-

вые данных уравнений. 

а) xyy +=1' ;    б) xyy −=' ;   в) 
2

2

1

' xyy =− ; 

г) 12'
2 +=−⋅ xxyy ;  д) xyy =− 2

' ;  е) yxy =+ 2

' . 

3. Найти и построить с помощью системы Maple изоклины для следующих 

дифференциальных уравнений: 

a) 

x

y

dx

dy 3= ; b) 1+−= x

dx

dy

; c) 1
2 −= y

dx

dy

; d) xy

dx

dy += ; e) 

x

y

dx

dy

2

= . 

 

Задания повышенного уровня сложности 

 

1. С помощью изоклин начертить (приближенно) интегральные кри-

вые данных уравнений: 

а) (№8 [4]). ( )3'' yxyy −=+ ;  б) (№10 [4]). 1)'( =+xyy ; 

в) (№14[4]). 4')(
22 =+ yyx ;  г) (№13 [4]). 1'

22 =+ yyx . 
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2. Написать уравнение геометрического места точек, являющихся 

точками максимума или минимума решений уравнения ),(' yxfy = . 

Как отличить точки максимума от точек минимума? 

а) 
22

' yxy += ;   б) 9'
22 −+= yxy ;  в) 

2

' yxyy =+ . 

3. Написать уравнение геометрического места точек перегиба графи-

ков решений уравнений: 

а) (16а) [4]) .
2

xyy −=′                          б) (16б) [4]) .
y

exy −=′  

в) (16в) [4]) .1
22 =′+ yyx                      г) (16г) [4]) ).,( yxfy =′  
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Практическое занятие № 2. Тема: Дифференциаль-

ные уравнения с разделяющимися переменными 

 

Определение 2.2.1. Уравнение вида 

 0)()( =+ dyyNdxxM  (2.2.1) 

называется уравнением с разделенными переменными (коэффициент при 

( )dydx  зависит только от ( )yx ). 

Если )(xM  и )( yN  – непрерывные функции, то общий интеграл 

уравнения (2.2.1) записывается в виде: 

 CdyyNdxxM =+ ∫∫ )()(  (2.2.2) 

или 

 ∫∫ =+
y

y

x

x

CdyyNdxxM

00

)()( . (2.2.2a) 

Особых решений уравнение (2.2.1) не имеет. 

Если ( ) ( ) 0
00
>+ yNxM , то решение уравнения (2.2.1) с начальными 

данными 
0

x  и 
0

y  можно найти обычным способом по общему интегралу 

(2.2.2) или сразу по формуле (2.2.2a), полагая 0=C . 

В случае ( ) ( ) 0
00
=+ yNxM  решение с начальными данными 

0
x  и 

0
y  может вовсе не существовать или быть не единственным. 

Пример 2.2.1. Общий интеграл уравнения 0=+ ydyxdx  имеет вид: 

Cyx =+ 22

, где 0≥C . 

У данного дифференциального уравнения нет решения с начальными 

данными 0 ,0
00
== yx , так как к началу координат не примыкает ни одна 

интегральная кривая уравнения. 

Определение 2.2.2. Уравнение вида 

 0)()()()(
2211

=⋅+⋅ dyyNxMdxyNxM  (2.2.3) 

называется уравнением с разделяющимися переменными. 

Уравнение (2.2.3) приводится к уравнению с разделенными перемен-
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ными умножением обеих его частей на 

)()(

1

12
yNxM ⋅

: 

 0

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 =+ dy

yN

yN

dx

xM

xM

. (2.2.4) 

Поэтому общий интеграл уравнения (2.2.3) можно записать в виде: 

 Cdy

yN

yN

dx

xM

xM =+ ∫∫
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1

 (2.2.5) 

или 

 Cdy

yN

yN

dx

xM

xM
y

y

x

x
o

=+ ∫∫
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1

0

. (2.2.6) 

Если ax =  – решение уравнения 0)(
2

=xM  ( by =  – решение урав-

нения 0)(
1

=yN ), то ax =  ( by ≠ ) и by =  ( ax ≠ ) – решения уравнения 

(2.2.3) (почему?). 

Решения ax =  и by = , и только они могут быть особыми для урав-

нения (2.2.3). 

Если ( ) ( ) 0
0102
≠⋅ yNxM , ( ) ( ) 0

0201
>+ yNxM , то решение уравнения 

(2.2.3) с начальными данными определяется формулой: 

0

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1

0

=+ ∫∫ dy

yN

yN

dx

xM

xM
y

y

x

x
o

. 

Если 0)()(
0201
=+ yNxM , то нельзя гарантировать ни существова-

ние, ни единственность решения с начальными данными 
0

x  и 
0

y  [4]. 

Заметим, что в начальной точке ),(
00

byax ==  поле дифференци-

ального уравнения (2.2.3) не определено. К этой точке примыкают лишь 

решения ax =  ( by ≠ ) и by =  ( ax ≠ ). 

Уравнение с разделяющимися переменными может быть записано и 

в виде [6]: 

)()( yNxMy =′ . 

Пример 2.2.2. Проинтегрировать уравнения: 
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а) (№ 138 [8]). ( ) ( ) 022
33 =+++ dyyydxxx . 

Общий интеграл находим по формуле (2.2.2): 

( ) ( ) Cdyyydxxx =+++ ∫∫
33

22 , 

C

yyxx =+++
2222

4242

, или, что то же самое  
1

4422

Cyxyx =+++ , 

где CC 2
1
= . 

Ответ: 
1

4422

Cyxyx =+++ ; 

б) (№ 149 [8]). 01
2 =−− dyxdx . 

Данное уравнение является уравнением с разделяющимися перемен-

ными. Разделим переменные, для чего умножим обе части уравнения на 

2

1

1

x−
 ( 1±≠x ).  

 CyxCdy

x

dx

dy

x

dx =−→=−
−

→=−
−

∫∫ arcsin

1

0

1
22

 – общий ин-

теграл уравнения. 

Из формулы общего интеграла нельзя найти очевидные решения 

11 ±≠∨±= xx  исходного уравнения ни при каком значении произвольной 

постоянной [ ]+∞∞−∈ ,C . 

Ответ: Cxy −= arcsin ; 1±=x . 

Найдем теперь решение уравнения 01
2 =−− dyxdx  с начальными 

данными 

2

,1
00

π== yx . 

В формулу общего решения, найденную в предыдущем примере, 

подставим 1 вместо x  и 

2

π
 вместо y : 

0

222

1arcsin =→=−→=− CCC

πππ
. 

Искомым решением является функция xy arcsin= . Однако через 
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точку 






 ==
2

,1
00

π
yx  проходит также и прямая 1=x , являющаяся инте-

гральной. 

Ответ: xy arcsin= ; 1=x . 

Уравнение 01
2 =−− dyxdx  является примером уравнения, имею-

щего не одно решение с одними и теми же начальными данными. 

 

Задания для работы в аудитории 

 

1. Проинтегрировать дифференциальные уравнения, а также найти 

решения, удовлетворяющие начальному условию в тех задачах, где указа-

но начальное условие. 

                                                                                                 Ответы: 

а) 0=− ctgxdytgydx                                                     ( )Cxy =cossin ; 

б) ( ) ( ) 011
22 =+++ dyxydxyx                                ( )( )( )Cyx =++ 22

11 ; 

в) xyxy

dx

dy

2
2 +=                                                 







 −==
+

2,

2

2

yCe

y

y
x

; 

г) 0=+
y

dy

x

dx

                                                          ( )Cyx =+ ; 

д) 0

11
22

=
+

+
+ y

dy

x

dx

              ( )Cyyxx =+++++ |1|ln|1|ln
22

; 

е) ( ) 01 =−− ydxdyx ; ( )1,0M                               








−
=

−
=

x

y

x

C

y

1

1

;

1

; 

ж) 
yx

ey
−=′                                                                     ( )Cee

xy =− . 

 

Задания для работы вне аудитории. Обязательный минимум 

 

1. Проинтегрировать дифференциальные уравнения, а также найти 

решения, удовлетворяющие начальному условию в тех задачах, где указа-

но начальное условие. 
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а) (№ 51 [3]). ( ) 01 =++ dyxxydx                  ( )( )1;1 −=+= −
xexCy

x

; 

б) (№ 52 [3]). xydydxy =+1
2

                      ( )0;1ln
2 =++= xCyx ; 

в) (№ 53 [3]). ( ) 021
22 =+′− xyyx ; ( ) 10 =y    

                                         ( ) ( )( )111ln;0;11ln
22 =+−==+− xyyCxy ; 

г) ( )( )22

1 yxxy +−=′                                          






 =+− C

xx

arctgy

23

23

; 

д) 
2

1 yxyy +=′                                                    ( )Cxy =−+ 22

12 ; 

е) 14 −=′ yxy                                                   ( )( )1;1

2
2 =++= yCxy ; 

д) (№ 61 [3]). 1=+ t

dt

xdx

                                         ( )Cttx =−+ 2
22

. 

Задачи повышенного уровня сложности 

 

1 (№ 164 [4]). Найти алгебраический общий интеграл уравнения, вос-

пользовавшись теоремой: если ( )
11

, Cyx =ϕ  – общий интеграл уравнения 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM , то ( )
21

CÔ =ϕ  также является общим интегралом 

этого уравнения, где Ô  – любая непрерывно дифференцируемая функция. 

011
22 =−+− dyxdxy    Ответ: ( )( )CxyyxÔ =−+−= 22

11
11,sinϕϕ . 

2 (№ 152 [4]). Найти решение уравнения, удовлетворяющее началь-

ному условию .1)0(  ,cos ==′ yxyy                   Ответ: ( )x

ey
sin= . 

3. Воспользовавшись утверждением: уравнение вида ( )byaxfy +=′  

приводится к уравнению с разделяющимися переменными заменой 

byaxz +=  ( )( )xzz = , проинтегрировать уравнения: 

а) (№ 62 [3]). ( )xyy −=′ cos    






 +=−
Cx

xy

ctg

2

; 

б) (№ 63 [3]). 32 −=−′ xyy    ( )x

Ceyx =−+ 12 ; 

в) 
yx

ey
−=′    ( )Cee

xy =− . 

4 (№ 177 [4]). Найти кривые, у которых отрезок касательной, заклю-
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ченный между осями координат, делится пополам в точке касания. Выде-

лить кривую, проходящую через точку ( )3,2M .   ( )6; == xyCxy . 

5 (1.21 [5]). Решите уравнение ( )2+= yxy

dx

dy

.  






 −==
+

2,

2

2

yCe

y

y
x

. 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение дифференциального уравнения первого по-

рядка с разделенными переменными. Имеет ли такое уравнение особые 

решения? 

2. Запишите уравнение с разделяющимися переменными и его об-

щий интеграл. 

3. В каком случае однозначно можно сказать, что уравнение с раз-

деляющимися переменными не имеет особых решений? 

4. Имеют ли уравнения особые решения: 

а) ( )( ) ( ) 0sin32cos5
2 =−+++ dyxydxyx ; 

б) ( )( ) ( )( ) 032cossin751
4 =+++++− dyxxydxyx ? 

5. Докажите, что уравнение ( )byaxfy +=′  приводится к уравнению 

с разделяющимися переменными посредством замены byaxz +=  

( )( )xzz = , и решите уравнение 384 +=+′ xyy . 

6. Решите следующие уравнения путем приведения к уравнению с 

разделяющимися переменными: 

а) 12 +=+′ xyy ; 

б) ( )1cos −−=′ yxy . 

7. Найдите общее решение уравнения 12cos
2 =−′ yyx , а затем реше-

ние )(xyy = , удовлетворяющее условию 

4

9

)(lim

π=
+∞→

xy
x

. 

Ответ: π22

1 +






 −=
x

arctgy . 

8. Дано уравнение с разделяющимися переменными 
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( ) ( )dyyxdxxy 11 −=+ . Проинтегрируйте его и убедитесь в том, что суще-

ствует форма записи общего интеграла, позволяющая найти все без ис-

ключения решения данного уравнения. 

 

Литература 

 

1. Матвеев Н.М. Методы интегрирования обыкновенных дифферен-

циальных уравнений: учеб. пособие / Н.М. Матвеев. - 5-е изд., доп. – СПб. : 

Лань, 2003. – 832 с. (§3). 

2. Эльсгольц Л.Э. Дифференциальные уравнения: [учебник для фи-

зических и физико-математических факультетов университетов] / Л.Э. 

Эльсгольц. – Изд. 8-е. – М. : URSS, 2013. – 309 с. (§2). 

3. Филиппов А.Ф. Сборник задач по дифференциальным уравнени-

ям: Учеб. пособие для вузов / А.Ф. Филиппов. – М. : ЛКИ, 2011. – 240 с. 

4. Матвеев Н.М. Сборник задач и упражнений по обыкновенным 

дифференциальным уравнениям: учеб. пособие / Н.М. Матвеев. - 7-е 

изд.,доп. – СПб. : Лань, 2002. – 431 c. 

5. Самойленко А.А. Дифференциальные уравнения: Практ.курс: 

Учеб. пособие для вузов / А.А. Самойленко, С.А. Кривошея, Н.А. Пере-

стюк. 3-е изд., перераб. – М.: Высшая школа, 2006. – 382 с. 

 

Практическое занятие № 3. Тема. Однородные диффе-

ренциальные уравнения первого порядка. Дифферен-

циальные уравнения, приводящиеся к однородному 

 

Различные задачи геометрии, в особенности те задачи, в которых тре-

буется найти кривые, обладающие набором свойств, приводят к так называе-

мому однородному дифференциальному уравнению. Однородное дифферен-

циальное уравнение тесно связано с понятием однородной функции. 

Определение 2.3.1. Функция ),( yxF  называется однородной степе-

ни m , если при любом допустимом t  выполняется тождество 
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 ),(),( yxFttytxF
m≡ . (2.3.1) 

Пример 2.3.1 [3]. Функция 

y

x

yx

yx

xyxF ln),(

44

−
+=  является одно-

родной второй степени, так как 

 ( ) ),(lnln,
2

44

2

4444

yxFt

y

x

yx

yx

xt

ty

tx

tytx

ytxt

txtytxF =
−
+

=
−
+

= . 

Пример 2.3.2 [3]. Функция 

y

x

y

y

x

xyxF cossin),(
ππ +=  является од-

нородной степени π , так как 

( ) ( )yxFt

y

x

y

y

x

xt

ty

tx

yt

ty

tx

xttytxF ,cossincossin,
ππππππππ =







 +=+= . 

Определение 2.3.2 [1, 5]. Дифференциальное уравнение вида 

 0),(),( =+ dyyxNdxyxM , (2.3.2) 

где ),( yxM  и yxN ,(  – однородные функции одной и той же степени m , 

называется однородным. 

Пусть ),( yxF  – однородная функция степени m , тогда, полагая в 

тождестве (2.3.1) xt /1= , получаем: 

 ( )xyFxyxF
m

/,1),( = . (2.3.3) 

Учитывая тождество (2.3.3), легко убедиться в том, что однородное 

уравнение приводится к уравнению вида 

 






=
x

y

dx

dy ϕ . (2.3.4) 

Именно поэтому некоторые авторы определяют однородное уравне-

ние как уравнение вида (2.3.4) (см., например, [1, 2]). 

Чтобы проинтегрировать однородное уравнение, рассуждаем сле-

дующим образом: ввиду того, что однородное дифференциальное уравне-

ние первого порядка можно привести к уравнению (2.3.4), то, не уменьшая 

общности, рассмотрим (2.3.4). 

В уравнении (2.3.4) сделаем замену 
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 zxy = , (2.3.5) 

где z  – новая искомая функция аргумента x : 

 z

dx

dz

x

dx

dy += . (2.3.6) 

С учетом (2.3.5) и (2.3.6) уравнение (2.3.4) запишем в виде: 

 ( )zz

dx

dz

x ϕ=+ . (2.3.7) 

Уравнение (2.3.7) есть уравнение с разделяющимися переменными. 

Разделив переменные, из (2.3.7) получим уравнение 

 ( ) ( )
( )z

CexC

zz

dz

x

x

dx

zz

dz ψ

ϕϕ
=→+

−
=→=

− ∫ 1
ln , (2.3.8) 

где 
1

C

eC ±= , ( ) ( )∫ −
=

zz

dz

z

ϕ
ψ . 

(2.3.8) – общее решение уравнения (2.3.7). 

Заменяя в (2.3.8) z  на 

x

y

, получаем общий интеграл однородного 

уравнения (2.3.4) в виде 










= x

y

Cex

ψ
, C  – постоянная интегрирования. 

Замечание 2.3.1. Разделяя переменные в уравнении (2.3.7), мы могли 

потерять решение вида kz = , где k  – корень уравнения ( ) 0=− zzϕ . 

Замечание 2.3.2. Из вида правой части уравнения (2.3.4) следует, что 

в начале координат ( )0,0  однородное уравнение не задает, вообще говоря, 

определенного направления поля, так что через начало координат не про-

ходит ни одна интегральная кривая. 

Интегральные кривые однородного уравнения могут лишь примы-

кать к началу координат [1, с. 61]. 

Изучение поведения интегральных кривых однородного уравнения в 

окрестности точки ( )0,0  проводится специальными методами, разработан-

ными в качественной теории дифференциальных уравнений (см., напри-

мер, [8-10]). 
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Пример 2.3.3. Решить уравнение 
2

2

x

eyxy

dx

dy
y

x−
+= . 

Преобразуем уравнение, разделив числитель и знаменатель дроби на 2

x : 

y

x

e

x

y

x

y

dx

dy
−

+=
2

2

. 

Правая часть полученного уравнения является функцией вида 








y

xϕ . 

Следовательно, исходное уравнение является однородным. 

Положив zxy = , получим: 

 
zz

ez

dx

dz

xezzz

dx

dz

x

1

2

1

2
−−

=→+=+ . (2.3.9) 

В уравнении (2.3.9) разделим переменные: 

x

dx

z

dze
z

=
2

1

. 

Заметив, что 






−=
z

d

z

dz 1

2
, перепишем последнее уравнение в виде: 

x

dx

z

de
z =







− 1
1

. 

Интегрируя полученное уравнение, получим общий интеграл урав-

нения (2.3.9) в виде Cxe
z =+ ln

1

. Заменив z  на 

x

y

, окончательно получим 

общий интеграл исходного уравнения Cxe
y

x

=+ ln . 

Отметим некоторые замечательные свойства интегральных кривых 

однородного уравнения. Для этого рассмотрим уравнение (2.3.4). 

Полупрямые kxy = ( )0≠x  являются изоклинами однородного урав-

нения. В самом деле, в любой точке полупрямой kxy =  ( )0≠x  правая 

часть уравнения (2.3.4) принимает постоянное значение ( )kϕ , k  – const. 

Рассмотрим произвольную интегральную кривую 
1

L  уравнения 

(2.3.4), отличную от полупрямой, примыкающей к началу координат ( )0,0 . 
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Если увеличить или уменьшить радиусы-векторы всех точек 
1

L  в одно и то 

же число раз, то получится кривая 
2

L , у которой направление касательных 

во всех точках будет такое же, как и в соответствующих точках 
1

L . Следо-

вательно, кривая 
2

L  будет также интегральной кривой уравнения (2.3.4). 

Преобразование, о котором идет речь, не что иное, как преобразование по-

добия 

 kxx =
1

,   kyy =
1

 (2.310) 

с центром подобия в точке ( )0,0 . 

Таким образом, всякая кривая, полученная из интегральной кривой 

однородного уравнения при помощи преобразования подобия с центром в 

точке ( )0,0 , является также интегральной кривой этого уравнения. 

Все интегральные кривые, входящие в состав общего решения (об-

щего интеграла) 










= x

y

Cex

ψ
, могут быть получены посредством преобразо-

вания (2.3.10), если они не являются полупрямыми, выходящими из начала 

координат. 

Пусть 

 










= x

y

eCx

ψ

1
 (2.3.11) 

и 

 










= x

y

eCx

ψ

2
. (2.3.12) 

Две интегральные кривые, входящие в состав общего интеграла, и не 

являются полупрямыми, примыкающими к началу координат. 

Умножим обе части (2.3.11) на k : 

 










= x

y

ekCkx

ψ

1
. (2.3.13) 

В (2.3.13) введем новые переменные по формуле (2.3.10): 

 










= 1

1

11

x

y

keCx

ψ
. (2.3.14) 
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Подставив 

1

2

C

C

k =  в (2.3.14), получим 















=

1

1

21
exp

x

y

Cx ψ  или, что то 

же самое, 














=
x

y

Cx ψexp
2

. 

Таким образом, мы показали, что существует преобразование подо-

бия (2.3.10), переводящее интегральную кривую (2.3.11) в (2.3.12). 

Из приведенных рассуждений делаем вывод [1]: 

1. Если интегральная кривая однородного уравнения, отличная от 

полупрямой, примыкающей к точке ( )0,0  и, следовательно, заключенная на 

некотором промежутке изменения x  между двумя полупрямыми xzy
i

= , 

примыкает к точке ( )0,0 , то и все остальные интегральные кривые, заклю-

ченные между этими полупрямыми, примыкают к точке ( )0,0 . 

2. Если некоторая кривая является интегральной для однородного 

уравнения, то и симметричная ей относительно начала координат кривая 

тоже является интегральной кривой. 

3. Если одна из интегральных кривых однородного уравнения замк-

нута, то и все остальные интегральные кривые замкнуты. 

Пример 2.3.4 [1]. Найти кривые, у которых отрезок МТ касательной 

от точки касания до точки пересечения с осью Ох равен отрезку ОТ оси Ох 

(см. рис. 8). 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 8. Отрезок касательной MT равен отрезку OT оси Ох 
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Решение. Из ∆МТР имеем: 

2

2










′
+=

y

y

yÌÒ ,   

y

y

xÎÒ

′
−= . 

Условие МТ=ОТ приводит к дифференциальному уравнению 

 

22

2

y 








′
−=









′
+

y

y

x

y

y

. (2.3.15) 

После несложных преобразований уравнение (2.3.15) преобразуется 

в уравнение 

 
22

2

yx

xy

y

−
=′ , (2.3.16) 

которое является однородным. 

Введем замену переменной 

 zxy = , (2.3.17) 

 zzxy +′=′ . (2.3.18) 

Учитывая (2.3.17) и (2.3.18), из уравнения (2.3.16) получим уравне-

ние 
2

3

1 z

zz

dx

dz

x

−
+=  – это уравнение с разделяющимися переменными. В ре-

зультате разделения переменных получим уравнение: 

 

x

dx

dz

zz

z =
+
−

3

2

1

. (2.3.19) 

Разложим дробь 
3

2

1

zz

z

+
−

 на элементарные дроби: 

( ) ( )
( )

( ) 







=
−=

=
↔









−=+
=
=

→
+

+++=
+
−→

+
++=

+
−

.0

,2

,1

1

,0

,1

11

1

11

1

2

2

2

2

22

2

C

B

A

BA

C

A

zz

ACzzBA

zz

z

z

CBz

z

A

zz

z

 

С учетом найденных значений коэффициентов А, В и С (2.3.19) за-

пишем в виде: 
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( ) .

1

lnln1lnln

1

2

1

2

2

2

22

Cx

z

z

Cxzz

x

dx

z

zdz

z

dz

x

dx

z

zdz

z

dz

=
+

→+=+−→

→=
+

−→=
+

− ∫∫∫
.  (2.3.20) 

Заменив в формуле (2.3.20) z  на 

x

y

, получим: 

 C

yx

y =
+ 22

, (2.3.21) 

где C  –постоянная интегрирования. 

Итак, формула (2.3.21) задает семейство интегральных кривых диф-

ференциального уравнения (2.3.16), являющихся окружностями с центра-

ми на оси Oy, касающимися оси Ox в начале координат ( )0,0  (см. рис. 9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 9. Интегральные кривые – окружности с центрами на 

оси Oy, касающиеся оси Ox в точке ( )0,0  

 

Существуют дифференциальные уравнения первого порядка, не яв-

ляющиеся однородными, но приводящиеся к однородному. 

Так, уравнение 

 








++
++=

222

111

cybxa

cybxa

f

dx

dy

 (2.3.22) 

можно привести к однородному при соответствующих для этого ограниче-

ниях на коэффициенты ( )2,1,, =icba
iii

. 
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Если 0
21
== cc , то уравнение (2.3.22) является однородным уравне-

нием. Поэтому полагаем 0
21
>+ cc . 

Пусть 





=
=

0

0
,

yy

xx

 – решение системы уравнений 

 





=++
=++

,0

,0

222

111

cybxa

cybxa

 (2.3.23) 

разумеется, при условии 

 0
1221
≠− baba . (2.3.23) 

В уравнении (2.3.22) сделаем замену переменных 

 





+=
+=

.

,

0

0

yYy

xXx

 (2.3.24) 

В силу (2.3.24) уравнение (2.3.22) преобразуется в однородное урав-

нение 

 








+
+=

YbXa

YbXa

f

dX

dY

22

11

. (2.3.25) 

Таким образом, если выполняется неравенство (2.3.23) при условии, 

что 
1

c  и 
2

c  одновременно не равны нулю, то дифференциальное уравнение 

(2.3.22) приводится к однородному заменой (2.3.24). 

Пусть 
21

cc ≠  и не выполняется условие (2.3.23), тогда 

 
21

kaa = ,   
21

kbb = . (2.3.26) 

В силу (2.3.26) уравнение (2.3.22) запишем в виде 

 

( )









++
++=

222

222

cybxa

cybxak

f

dx

dy

. (2.3.27) 

В уравнении (2.3.27) введем новую переменную по формуле 

 ybxaZ
22

+= . (2.3.28) 

Из (2.3.28) следует 

 








+
++=

2

1

22

cz

ckz

fba

dx

dz

. (2.3.29) 
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Уравнение (2.3.29) можно переписать в виде 

 ( )zba

dx

dz ϕ
22

+= . (2.3.30) 

Полученное уравнение (2.3.30) является уравнением с разделяющи-

мися переменными. 

Итак, дифференциальное уравнение (2.3.22) интегрируется в квадра-

турах. 

Пример 2.3.5. (№ 113 [6]). Проинтегрировать уравнение 

 ( ) ( ) 03642 =−+++− dyyxdxyx . (2.3.31) 

Перепишем (2.3.31) в виде 

 

3

642

−+
−+−=

yx

yx

dx

dy

. (2.3.32) 

Уравнение (2.3.32) имеет вид (2.3.22). 

Так как 06

11

42

≠−=
−

, то уравнение (2.3.32) приводится к одно-

родному. 

Решим систему уравнений 





=
=

↔




=−+
=−+−

2

,1

03

,0642

y

x

yx

yx

. 

Преобразование 





+=
+=

2

,1

Yy

Xx

 приводит уравнение (2.3.32) к однород-

ному 

 

YX

YX

dX

dY

+
+−= 42

. (2.3.33) 

В уравнении (2.3.33) сделаем замену zXY = , где ( )Xzz = . Тогда 

z

dX

dz

X

dX

dY += , и уравнение (2.3.33) перейдет в уравнение 

 

( )
z

zz

dX

dz

X

+
+−−=

1

23
2

. (2.3.34) 

Уравнение (2.3.34) является уравнением с разделяющимися пере-
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менными. Разделив переменные, из (2.3.34) получим уравнение 

 

( )
X

dX

zz

dzz −=
+−

+
23

1

2
. (2.3.35) 

Так как ( )( )2123
2 −−=+− zzzz , то 

( )




=
−=

↔




=−−
=+

→
+−
−−+=

+−
+

−
+

−
=

+−
+

,3

,2

12

,1

23

2

23

1

,

2123

1

22

2

B

A

AB

BA

zz

ABzBA

zz

z

z

B

z

A

zz

z

 

( )
C

x

dx

zz

dzz

ln

23

1

2
=+

+−
+

∫∫ , 

Cx

z

dz

z

dz

lnln

2

3

1

2 =+
−

+
−

− ∫ ∫ , 

Cxzz lnln2ln31ln2 =+−+−− , 

 ( ) ( )23

12 −=− zCzx . (2.3.36) 

В формуле (2.3.36) общего интеграла уравнения (2.3.34) заменим z  

на 

X

Y

: ( ) ( )23

2 XYCXY −=−  – это общий интеграл уравнения (2.3.33). За-

менив здесь X  и Y  по формулам 





−=
−=

,2

,1

yY

xX

 окончательно получаем об-

щий интеграл ( ) ( )23

12 −−=− xyCxy  уравнения (2.3.32). 

В процессе разделения переменных в уравнении (2.3.34) мы считали, 

что 1≠z , 2≠z . 

Легко проверить, что 1=
X

Y

 – решение уравнения (2.3.33) или, что то 

же самое, 1+= xy  – решение уравнения (2.3.32). 

Решение XY 2=  не потеряно, так как оно находится из формулы 

общего интеграла уравнения (2.3.33). 

Таким образом, решение уравнения (2.3.31) записывается в виде: 

( ) ( ) 1;12
23 +=−−=− xyxyCxy , 

C  – постоянная интегрирования. 
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Пример 2.3.6 (№ 115 [4]). Проинтегрировать уравнение 

 ( ) 021 =′+−+−− yxyyx . (2.3.37) 

Выразим y′  из уравнения (2.3.37): 

 

2

1

+−
+−=′

xy

xy

y . (2.3.38) 

Легко видеть, что уравнение (2.3.38) приводится к уравнению с раз-

деляющимися переменными заменой 

 

2

1

+
−=→−=

zdx

dz

xyz .   (2.3.39) 

Уравнение (2.3.39) является уравнением с разделяющимися пере-

менными. После разделения переменных уравнение (2.3.39) приводится к 

уравнению ( ) 02 =++ dxdzz . 

( ) ( ) ( ) CxzCx

z

Cdxdzz =++→=++→=++∫ ∫ 22

2

2

2
2

1

2

1
, (2.3.40) 

где 
1

2CC = . 

В формуле (2.3.40) заменим z  на ( )xy − . ( ) Cxxy =++− 22
2

 – об-

щий интеграл уравнения (2.3.38). 

 

 

Задания для работы в аудитории 

 

1. Проинтегрировать уравнение. 

                                                                                    Ответы: 

а) ( ) ( ) 02
22 =−++ dyyxdxyxx                      ( )Cyyxx =−+ 323

3 ; 

б) 

x

dy

y

dx =                                                           ( )Cyx =− 22

; 

в) 

xyy

dy

yxyx

dx

4222
222 −

=
+−

                       ( )Cyxxyy =+− 223

632 ; 

г) ( ) 0=−+ dyxyydx                                        ( )0);ln( =−= yyCyx ; 



 49

д) yxyyxy ′=′+ 22

                                                           







= x

y

Cey ; 

е) ( ) xyyyx 2
22 =′+                                                   ( )0;

22 ==− yCyxy ; 

ж) ( ) ( ) 032412 =−+−++ dyyxdxyx                  ( )xy

Ceyx
−=−+ 2

12 ; 

з) ( ) ( )dyyxdxy 422 −+=+               ( ) ( )( )xyyxCy −=−+=+ 1;12
2

; 

и) 

yx

y

y

+
=′                                                       ( )( )0;ln =+= yyCyx . 

 

Задания для работы вне аудитории. Обязательный минимум 

 

1. Найти общее решение уравнений: 

                                                                                    Ответы: 

а) (№ 3937 [7]). 
22

2

yx

xy

y

−
=′                              ( )Cyyx =+ 22

; 

б) (№ 3938 [7]). 

x

y

y

x

y +=′                               ( )Cxxy ln2±= ; 

в) (№ 3940 [7]). yxyyxy ′=′+ 22

                           







=Cye

x

y

; 

г) (№ 3942 [7]). 

x

y

yyx ln=′                                     ( )Cx

xey
+= 1

. 

2. Найти частные решения дифференциальных уравнений, удовле-

творяющие данным начальным условиям: 

                                                                                                Ответы: 

а) (№ 3946 [7]). ( ) ( ) 10;023
22 ==+− yxydydyxy           ( )223

xyy −= ; 

б) (№ 3947 [7]). ( ) 11;

2

2

22

22

−=
−+
−−=′ y

xxyy

xxyy

y                     ( )xy −= ; 

в) ( ) 11;

2

22

=−=′ y

xy

xy

y                                                 ( )( )11
22 =+− yx . 

3. Найти линию, у которой квадрат длины отрезка, отсекаемого каса-

тельной от оси ординат, равен произведению координат точки касания   














=

±
x

y

Cex . 
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Задания повышенного уровня сложности 

 

1. Докажите, что уравнение 








++
++=′

222

111

cybxa

cybxa

fy  приводится к 

уравнению с разделяющимися переменными с помощью замены 

111
cybxaz ++= , если 0

22

11 =
ba

ba

. 

2. Составить дифференциальное уравнение кривых, каждая из кото-

рых обладает свойством: расстояние от начала координат до касательной к 

кривой равно абсциссе точки касания 






 +−=′
xy

yx

y

2

22

. 

3. Пусть кривая L  обладает свойством: отношение ординаты точки 

пересечения касательной к L  в любой точке ( )yx,  с осью Oy к абсциссе 

точки пересечения нормали к L  в той же точке ( )yx,  с осью Ox есть вели-

чина постоянная, равная k . Написать дифференциальное уравнение всех 

таких кривых 






 =
+′
′−

k

xyy

yxy

. 

4. Является ли уравнение 






 =
+′
′−

k

xyy

yxy

, k  – const, однородным? 

5. Являются ли следующие уравнения однородными: 

а) 0)3()52(
222 =−++− dyyxdxxxyx ; 

б) 0arcsinln =+ dy

x

y

ydx

y

x

x
ee

; 

в) 02sin5 =− dyydx

x

y

x
ππ

? 

6. Определите степень однородности функций: 

а) ( ) 2222

, yxxyxyxf +−−= ; 
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б) ( )
55

45

85

4

,

yx

yxx

yxF

+
−= . 

7. Докажите, что любая прямая kxy =  ( )0≠x  является изоклиной 

однородного дифференциального уравнения 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM . 

8. Найдите общее решение уравнения 








′










+=′

x

y

x

y

x

y

y

ϕ

ϕ
 















=
x

y

Cx ϕ . 

9 (№ 3949 [7]). Привести уравнение 






+=′
x

y

x

y

y ϕ  к квадратуре 

(проинтегрировать). Какова должна быть функция 








x

yϕ , чтобы общим 

решением данного уравнения было 

Cx

x

y

ln

= ?   






 −=







2

2

y

x

x

yϕ . 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение однородной функции степени m . 

2. Приведите примеры однородных функций степени m : 

а) 2=m ; b) 3−=m ; c) 2ln=m ; d) π=m ; e) em = . 

3. Приведите однородное уравнение ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM  к 

уравнению 






=
x

y

dx

dy ϕ . 

4. Почему любой луч, исходящий из начала координат, является 

изоклиной однородного уравнения? 

5. Объясните, почему однородное дифференциальное уравнение 

первого порядка интегрируется в квадратурах посредством подстановки 

zxy = . 

6. Дифференциальное уравнение 








++
++=′

222

111

cybxa

cybxa

fy  приводится 

к однородному уравнению при выполнении условий: 0
21
>+ cc , 
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0

22

11 ≠
ba

ba

. Докажите это. Решите уравнение ( ) ( ) 01 =−++ dyxydxx . 

Указание. Приведите к однородному уравнению заменой 1−= Xx , 

1−=Yy . 

Ответ: C

x

xy

arctgxxyy =−−+−
3

2

3

3

ln
22

. 

7. Приведите уравнение 








++
++=′

2

1

)( cbyaxk

cbyax

fy , 0
21
>+ cc , к урав-

нению с разделяющимися переменными с помощью замены byaxz += . 

Проинтегрируйте уравнение ( ) ( ) 0122 =++++ dyyxdxyx . 

Ответ: yx

Ceyx
2

1
+=++ . 

8. Решите уравнение ( ) ( ) 01221 =−++++ dyyxdxyx . 

Ответ: Cyxyx =−+++ 2ln32 . 

9. Найдите решение вида kxy =  следующих уравнений: 

                                                                                            Ответы: 

а) 

x

yx

y

2+=′                                                               ( )0, ≠−= xxy ; 

б) ( ) 0=+− dxxyxdy                                                           (нет); 

в) 1−=′ y

x

ey                                                                    ( )0,0 ≠= xy . 
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Практическое занятие № 4. Тема: Линейные 

дифференциальные уравнения первого порядка 

 

Определение 2.4.1. Дифференциальное уравнение первого порядка 
называется линейным, если оно может быть представлено в виде 

 )()( xgyxfy =+′ . (2.4.1) 

При этом функции )(xf  и )(xg  предполагаются непрерывными. 

Уравнение (2.4.1) называется линейным, так как оно линейно отно-

сительно искомой функции и ее производной. 

Если уравнение нельзя представить в виде (2.4.1), то оно называется 

нелинейным. Например, уравнение xexyyx
x

sincos'
3 −=  является линей-

ным, так как его можно представить в виде (2.4.1). Действительно, если 

разделить обе части его на 
3

x , получим 
33

sincos

'

x

xe

y

x

x

y

x

−=− , где 

3

cos

)(

x

x

xf −=  и 
3

sin

)(

x

xe

xg

x

−= . 

Уравнение xyyy sin5
2 +−=′  является нелинейным. 

Если 0)( ≡xg , то уравнение 

0)( =+′ yxfy   (2.4.2) 

называется однородным, соответствующим неоднородному уравнению 

(2.4.1) (левая часть уравнения (2.4.2) суть однородная линейная функция). 

Замечание 2.4.1. Следует различать понятия: однородное линейное 

дифференциальное уравнение первого порядка и однородное линейное 

дифференциальное уравнение первого порядка, соответствующее неодно-

родному линейному дифференциальному уравнению первого порядка. 

Пример 2.4.1. 

1) 
22

22

3

5

yx

yxyx

y

+
−+=′  – однородное уравнение, но, очевидно, нели-

нейное. 

2) ( ) 065
2 =−++′ yxxy  – линейное однородное уравнение, соответ-
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ствующее неоднородному уравнению ( ) x

exyxxy
22

65 =−++′ . 

Очевидно, уравнение ( ) 065
2 =−++′ yxxy  невозможно привести к 

уравнению 






=′
x

y

y ϕ , где ( )uϕ  – однородная функция нулевой степени. 

Однородное уравнение (2.4.2), соответствующее неоднородному 

уравнению (2.4.1), является уравнением с разделяющимися переменными. 

Разделив переменные в уравнении (2.4.2), получим 

 dxxf

y

dy

)(−= . (2.4.3) 

Интегрируя (2.4.3), получим общее решение в виде: 

 
( )∫−= dxxf

Cey , (2.4.4) 

где C  – постоянная интегрирования. 

Разделяя переменные в уравнении (2.4.2), мы могли потерять лишь 

решение 0=y , но оно получается из формулы (2.4.4) при 0=C . 

Следовательно, все решения уравнения (2.4.2) определяются форму-

лой (2.4.4). 

Пусть )(
1

xyy =  – какое-нибудь нетривиальное*

 решение уравнения 

(2.4.2), тогда решением этого уравнения является функция )(
1

xcyy = , где 

c  – некоторая постоянная. 

Следуя [2], отметим, что общее решение уравнения (2.4.2) задается 

формулой )(
1

xcyy = , где )(
1

xy  – любое нетривиальное решение уравнения 

(2.4.2), c  – постоянная интегрирования. 

Таким образом, для построения общего решения однородного 

уравнения, соответствующего неоднородному дифференциальному 

уравнению первого порядка (2.4.2), достаточно знать какое-нибудь не-

нулевое частное решение (2.4.2). 

                                                 

*

 не являющийся тривиальным, очевидным 
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В таком случае говорят, что дифференциальное уравнение интегриру-

ется без квадратур (операции вычисления неопределенного интеграла). 

Пример 2.4.2. Можно проверить, что функция 
2

3
2

x

ey

−
=  – решение 

уравнения  

.03 =+′ xyy
     

(2.4.5)
 

 Поэтому общее решение уравнения (2.4.5) можно записать в виде 

2

3
2

x

Cey

−
= , где C  – постоянная интегрирования. 

Покажем, что линейное дифференциальное уравнение (2.4.1) всегда 

интегрируется в квадратурах. Для этого воспользуемся утверждением [4]: 

линейное дифференциальное уравнение (2.4.1) сохраняет свой вид при лю-

бой линейной замене искомой функции 

 ),()( xzxy βα +=  (2.4.6) 

где z  – новая искомая функция аргумента x , ( )xα  и ( )xβ  – произвольные 

непрерывно дифференцируемые функции. 

Пусть ( )xyy
1

=  – ненулевое решение уравнения (2.4.1), то есть име-

ет место тождество: 

 ).()()(
11

xgxyxfy ≡+′  (2.4.7) 

Согласно приведенному выше утверждению введем новую функцию 

z  по формуле 

zyy +=
1

 (2.4.8) 

(здесь ( ) ( ) ( )xyxx
1

,1 ≡≡ βα ). 

Из (2.4.8) получим 

 zyy ′+′=′
1

. (2.4.9) 

Подставив (2.4.8) и (2.4.9) в уравнение (2.4.1), получим 

 ).()()(
11

xgzxfyxfzy =++′+′  (2.4.10) 

С учетом тождества (2.4.7) уравнение (2.4.10) запишем в виде: 

( ) 0=+′ zxfz . (2.4.11) 
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Уравнение (2.4.11) – однородное уравнение, соответствующее неод-

нородному уравнению (2.4.1).  Найдем общее решение уравнения (2.4.11). 

Для этого его перепишем в виде  

 .)( dxxf

z

dz −=  (2.4.12) 

Интегрируя обе части (2.4.12) получим 

 .)(||ln ∫ +−= Cdxxfz  (2.4.13) 

Из (2.4.13) получаем общее решение уравнения (2.4.11): 

 
( )∫−= dxxf

Cez . (2.4.14) 

Учитывая (2.4.14), запишем уравнение (2.4.8) в виде: 

 ( ) ( )∫−+= dxxf

Cexyy
1

. (2.4.15) 

Формула (2.4.15) содержит все без исключения решения уравнения 

(2.4.1). 

Тем самым установлено важное свойство, присущее линейному 

дифференциальному уравнению общего вида: если известно одно нетриви-

альное частное решение неоднородного уравнения (2.4.1), то его общее 

решение можно получить посредством одной квадратуры. 

Пример 2.4.3. Непосредственной проверкой можно убедиться, что 

функция ( ) 6
1

+= xxy  представляет собой частное решение уравнения 

 1933 +=+′ xyy .   (2.4.16) 

Найдем общее решение однородного уравнения 03 =+′ yy , соответ-

ствующее неоднородному уравнению (2.4.16), по формуле (2.4.14): 

 
x

dx

CexzCexz
3

3

)(   ,)(
−− == ∫

,   (2.4.17) 

где C  – постоянная интегрирования. 

Общее решение уравнения (2.4.16) с учетом (2.4.17) запишем в виде: 

x

Cexy
3

6
−++= . 

Рассмотрим три метода интегрирования уравнения (2.4.1). 
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1. Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа). 

Воспользуемся формулой (2.4.4) общего решения однородного урав-

нения, соответствующего неоднородному уравнению 

( )∫−= dxxf

Cey . 

Существо метода вариации произвольной постоянной состоит в том, 

что общее решение уравнения (2.4.1) ищут в виде: 

( ) ( )∫−= dxxf

exCy , (2.4.18) 

то есть полагают в формуле (2.4.4) ( )xCC = . 

Из (2.4.18) получаем: 

 
∫∫ −− −′=′ dxxfdxxf

exfxCexCy
)()(

)()()( .  (2.4.19) 

Подставляя вместо y  и y ′  выражения из (2.4.18) и (2.4.19) в уравне-

ние (2.4.1), получим: 

.)()(

)()()()()()(

)(

)()()(

∫

∫∫∫

=′⇒

⇒=+−′ −−−

dxxf

dxxfdxxfdxxf

exgxC

xgexfxCexfxCexC

 (2.4.20) 

Решение уравнения (2.4.20) запишется в виде: 

 ( ) ( ) ( )
1

CdxexgxC
dxxf += ∫

∫
.   (2.4.21) 

Возвращаясь к формуле (2.4.18), с учетом (2.4.21) получаем общее 

решение уравнения (2.4.1): 

 ( ) ( ) ( )∫∫ −





 += ∫

dxxfdxxf

edxexgCy
1

,  (2.4.22) 

где 
1

C  – постоянная интегрирования. 

2. Метод Бернулли 

Решение уравнения (2.4.1) будем искать в виде: 

 ( ) ( )xvxuy = .   (2.4.23) 

Найдем производную функции (2.4.23): 

 ( ) ( ) ( ) ( )xvxuxvxuy ′+′=′ .   (2.4.24) 

С учетом (2.4.23) и (2.4.24) уравнение (2.4.1) перепишем в виде: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxvxuxfxvxuxvxu =+′+′ . (2.4.25) 

Подберем одну из функций ( )xu  и ( )xv , например, ( )xu , так, чтобы 

она была решением однородного уравнения (2.4.2), соответствующего не-

однородному уравнению (2.4.1). Переписав уравнение (2.4.25) в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )xgxvxuxuxfxuxv =′++′  

и учитывая, что выражение в квадратных скобках тождественно равно ну-

лю ( ) ( )





 = ∫− dxxf

exu , получим: 

 
∫=′ dxxf

exgx
)(

)()(ν .   (2.4.26) 

Решение уравнения (2.4.26) имеет вид: 

 ( ) ( ) ( )
Cdxexgxv

dxxf += ∫
∫

,   (2.4.27) 

Учитывая (2.4.27) и то, что ( ) ( )∫−= dxxf

exu , функцию (2.4.23) запишем 

окончательно в виде .))((
)()( ∫∫ −

∫+= dxxfdxxf

edxexgCy  Это и есть общее ре-

шение уравнения (2.4.1). 

 

3. Метод интегрирующего множителя 

Умножим обе части уравнения (2.4.1) на 
( )∫ dxxf

e : 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+′ dxxfdxxfdxxf

exgyexfey .  (2.4.28) 

Левая часть уравнения (2.4.28) есть производная функция 
( )∫ dxxf

ye , то 

есть 

 

( )

( ) ( )∫

∫

=







dxxf

dxxf

exg

dx

yed

.   (2.4.29) 

Интегрируя (2.4.29), получаем: 

 
( ) ( ) ( )

Cdxexgye
dxxfdxxf += ∫∫

∫ .  (2.4.30) 

Умножив обе части (2.4.30) на 
( )∫− dxxf

e , получим общее решение 

(2.4.1): 
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( ) ( ) ( )∫∫ −





 += ∫

dxxfdxxf

edxexgCy , 

где C  – постоянная интегрирования. 

Пример 2.4.4. Решим уравнение [4] 

 
x

exy

dx

dy
sin

cos
−=+ .   (2.4.31) 

1-ый способ. Решение уравнения (2.4.31) методом вариации произ-

вольной постоянной. 

Решаем уравнение: .0cos =+ xy

dx

dy

 

 

x

CeyCxy

xdx

y

dy

xy

dx

dy

sin

lnsinln

cos0cos

−=→+−=→

→−=→=+
.  (2.4.32) 

Полагаем в формуле (2.4.32) общего решения однородного уравне-

ния, соответствующего неоднородному уравнению (2.4.31), ( )xCC = , то 

есть будем искать решения уравнения (2.4.31) в виде 

 ( ) x

exCy
sin−= .    (2.4.33) 

Из (2.4.33) следует 

 ( ) ( ) xx

xexCexCy
sinsin

cos
−− −′=′ .  (2.4.34) 

Подставив в уравнение (2.4.31) вместо y , y ′  их выражения из 

(2.4.33) и (2.4.33) соответственно, получим 

( ) ( ) ( ) xxxx

exexCxexCexC
sinsinsinsin

coscos
−−−− =+−′ .  (2.4.35) 

После простейших преобразований уравнение (2.4.35) запишется в 

виде  

( ) 1=′ xC , 

тогда 
1

)( CxxC += . 

Функция (2.4.33) после замены ( )xC  выражением 
1

Cx +  примет вид: 

( ) x

eCxy
sin

1

−+= , 

где 
1

C  – постоянная интегрирования. 
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2-ой способ. Решим уравнение (2.4.31) методом Бернулли, то есть 

будем искать решение уравнения в виде (2.4.23). Подставим в уравнение 

(2.4.31) вместо y и y ′  их выражения из (2.4.23) и (2.4.24) соответственно, 

запишем полученное уравнение в виде: 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) x

exvxuxxuxuxv
sin

cos
−=′++′ .  (2.4.36) 

Подберем ( )xu  таким образом, чтобы выполнялось равенство 

( ) ( ) 0cos =+′ xxuxu , то есть чтобы функция ( )xu  была решением однород-

ного уравнения 0cos =+ xy

dx

dy

. Итак, полагаем, что  

( ) x

exu
sin−= . (2.4.37) 

Подставляя (2.4.37) в уравнение (2.4.36), получим: 

 ( ) ( ) ( ) Cxxvxveexv
xx +=→=′→=′ −−

1
coscos

. (2.4.38) 

Подставляя (2.4.38) в (2.4.23), получаем общее уравнение (2.4.31) в 

виде: 

( ) x

eCxy
sin−+= , 

где C  – постоянная интегрирования. 

3-ий способ. Умножим обе части уравнения (2.4.31) на 
x

dxx

ee
sin

cos =∫
: 

 1cos
sinsin =+′ xyeey

xx

.   (2.4.39) 

Левая часть уравнения (2.4.39) есть производная функции 
x

ye
sin

, то 

есть 

( ) ( ) xx

x

eCxyCxye

dx

yed
sinsin

sin

1
−+=→+=→=  – общее решение урав-

нения (2.4.31), где C  – постоянная интегрирования. 

Пример 2.4.5 [7]. Решить уравнение 

 
2

3 yx

y

y

−
=′ .    (2.4.40) 

Так как уравнение (2.4.40) не линейно относительно y , то оно не яв-

ляется линейным дифференциальным уравнением. Поэтому рассмотрим 

перевернутое уравнение  
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y

y

x

dy

dx −= 3

.  (2.4.41) 

Считая x  искомой функцией, а y  – аргументом, видим, что уравне-

ние (2.4.41) уже является линейным дифференциальным уравнением пер-

вого порядка. 

Решим его методом Бернулли, положив 

 ( ) ( )yvyux = .    (2.4.42) 

Тогда 

 ( ) ( ) ( ) ( )yvyuyvyux ′+′=′ .   (2.4.43) 

Согласно (2.4.42) и (2.4.43) уравнение (2.4.41) примет вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) yyv

y

yu

yvyuyvyu −=−′+′ 3

.  (2.4.44) 

Перепишем (2.4.44) в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) yyvyu

y

yu

yuyv −=′+






 −′ 3

.  (2.4.45) 

Подберем функцию ( )yu  так, чтобы она была решением уравнения 

 0

3 =−
y

x

dy

dx

.    (2.4.46) 

После разделения переменных уравнение (2.4.46) преобразуется в 

уравнение 

3

11

3

lnlnln3 yCxCyx

y

dy

x

dx =→+=→= . 

При 1
1
=C  получаем 

3

yx = . Поэтому примем 

( ) 3

yyu = . (2.4.47) 

Подставим функцию (2.4.47) в (2.4.45): 

 . (2.4.48) 

В силу (2.4.47) и (2.4.48) функция (2.4.42) примет вид: 

( ) ( ) ( ) C

y 

yvyyvyyyv + = →−=′→− = ′ − 1
23 



 63

.

1
333

yCyxy

y

Cx +=→






 +=  

Ответ: .0  ;
23 =+= yyCyx   

Существуют дифференциальные уравнения первого порядка, кото-

рые могут быть сведены к линейным. Примером такого уравнения являет-

ся уравнение Бернулли 

 ( ) ( ) m

yxgyxfy =+′ ,   (2.4.49) 

где ∈m R . 

Как и в уравнении (2.4.1), ( )xf  и ( )xg  считаются непрерывными в 

уравнении Бернулли. 

Если 0=m  или 1=m , то уравнение (2.4.49) является линейным, по-

этому априори полагаем, что 1;0≠m . 

Полагая 0≠y , разделим обе части уравнения (2.4.49) на 
m

y : 

 ( ) ( )xgxfyyy
mm =+′ −− 1

.   (2.4.50) 

Умножим обе части уравнения (2.4.50) на ( )m−1 : 

 ).1)(()()1()1(
1

mxgxfymyym
mm −=−+′− −−

 (2.4.51) 

Заметим, что первое слагаемое в левой части (2.4.51) есть не что 

иное, как производная функции 
m

y
−1

. Поэтому разумно ввести новую пе-

ременную z  по  формуле: 

 
m

yz
−= 1

.    (2.4.52) 

Дифференцируя по x  функцию (2.4.52), получим 

 ( ) yymz
m ′−=′ −

1 .   (2.4.53) 

Учитывая (2.4.52) и (2.4.53), перепишем уравнение (2.4.51) в виде: 

 ).1)(()()1( mxgzxfmz −=−+′  (2.4.54) 

Уравнение (2.4.54) является линейным дифференциальным уравне-

нием первого порядка, где искомой функцией является ( )xzz = . 

Тем самым доказано, что уравнение Бернулли, которое имеет оче-

видное решение 0=y , интегрируется в квадратурах. 
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Пример 2.4.6. Привести уравнение Бернулли к линейному уравне-

нию, а затем решить его: 

x

eyyy
2

2 =+′ . 

Разделим обе части уравнения на 
2

y : 

x

eyyy =+′ −− 12

2 . 

В полученном уравнении введем новую искомую функцию z  по 

формуле 
1−= yz . Тогда yyz ′−=′ −2 и уравнение примет вид: 

x

ezz =+′− 2 , 

или, что то же самое, 
x

ezz −=−′ 2  – это линейное дифференциальное урав-

нение первого порядка. 

Решим полученное уравнение методом вариации произвольной по-

стоянной. 

Решаем однородное уравнение, соответствующее неоднородному, 

02 =−′ zz . Легко увидеть, что 
x

ez
2=  – нетривиальное частное решение 

однородного уравнения, поэтому 
x

Cez
2=  – общее решение однородного 

уравнения. Полагаем ( )xCC = , то есть 

 ( ) x

exCz
2= . (2.4.55) 

Тогда 

 ( ) ( ) xx

exCexCz 2
2 +′=′ . (2.4.56) 

В силу (2.4.55) и (2.4.56) неоднородное уравнение 
x

ezz −=−′ 2  при-

мет вид: 

 ( ) ( ) ( ) xxxx

eexCexCexC −=−+′ 222

22 . (2.4.57) 

Из (2.4.57) следует уравнение ( ) x

exC
−−=′ , откуда  

 .)()(
1

CexdexC
xx +=−= −−

∫  (2.4.58) 

Подставим в формулу (2.4.55) вместо ( )xC  выражение из (2.4.58): 

 ( ) xx

eeCz
2

1

−+= , 

то есть 
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xx

eeCz += 2

1
. (2.4.59) 

1
C  – постоянная интегрирования. 

Учитывая, что 

y

z

1= , получаем общий интеграл уравнения Бернул-

ли: 

xx

eeC

y

+= 2

1

1

. 

Так как очевидное решение 0=y  уравнения Бернулли нельзя полу-

чить из формулы общего интеграла ни при каком вещественном значении 

1
C , то в ответе записываем: 

0;

1
2

1
=+= yeeC

y

xx

. 

Замечание 2.4.2. Уравнение 

 ( ) ( ) ( )xhyxgyxfy =++′ 2

, (2.4.60) 

где ( ) ( ) ( )xhxgxf ,,  – непрерывные функции, называется уравнением Рик-

кати. 

В общем случае, как показал Лиувилль в 1841 г., уравнение Риккати 

не интегрируется в квадратурах [1, с. 37]. Однако в исключительных слу-

чаях это уравнение может быть сведено к тем уравнениям, которые интег-

рируются в квадратурах [2]. Например, если известно одно нетривиальное 

частное решение ( )xy
1

 уравнения (2.4.60), то заменой искомой функции 

zyy +=
1

, где ( )xzz =  – новая искомая функция, уравнение Риккати мож-

но привести к уравнению Бернулли, а оно, как нам уже известно, интегри-

руется в квадратурах. 

Более подробные сведения об уравнении Риккати можно найти в 

книгах [2, 5]. 
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Задания для работы в аудитории 

 

1. Проинтегрировать уравнения. 

                                                                                    Ответы: 

а) (№ 138 [7]). xytgxy sec=+′                       ( xCxy cossin += ); 

б) (№ 139 [7]). ( ) 0=−+ xdydxexy
x

                 ( ( ) 0;ln =+= xCxey
x

); 

в) (№ 140 [7]). 01
2 =++′ xyyx                             ( )xCxy ln−= ; 

г) (№ 145 [7]). ( ) ydxdyyx =+ 2

                           ( )0;
2 =+= yCyyx . 

Указание. Рассмотрите данное уравнение как уравнение относи-

тельно искомой функции ( )yxx = . Почему уравнение не является линей-

ным относительно ( )xyy = ? 

2. Найти общее решение уравнения с помощью интегрирующего 

множителя. 

                                                                                       Ответы: 

а) (№ 246 [3]). xy

x

y =−′ 1

                                    ( )( )xCxy += ; 

б) (№ 247 [3]). 
3

2

xy

x

y =−′                                  














 +=
2

2

2
x

Cxy . 

3. Проинтегрировать уравнение, пользуясь формулой общего реше-

ния. 

                                                                                Ответы: 

а)  

y

x

tgyy

cos

=+′                                             ( )1sin −+= −
xCey

x

. 

Указание. Умножить обе части уравнения на ycos  и положить 

yz sin= ; 

б) xxxyy cossinsin =−′    
                              

)1cos(
cos +−= −

xCey
x

. 
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Задания для работы вне аудитории. Обязательный минимум 

 

1. Найти общее решение линейных дифференциальных уравнений 

первого порядка. 

                                                                                        Ответы: 

а) (№ 1 [8]). 
x

eyy
2

4 =−′                                        






 −= xx

eCey
24

2

1

; 

б) (№ 2 [8]). x

x

xy

y =
+

−′
1

2
                                  ( )22

11 xCxy +++= ; 

в) (№ 3 [8]). 1

1
2
=

−
+′

x

xy

y                         ( )( )Cxxy ++= arcsin1
2

; 

г) (№ 4 [8]). 

x

x

xyy

cos

2

tg =−′                               






 +=
x

Cx

y

cos

2

. 

2. Найти решение уравнений с начальными данными. 

                                                                                    Ответы: 

а) (№ 256 [3]). 0;0;2
00
==+=′ yxyxyx .   ))0(0);0((

2 ≠=≠−= yxxxCxy ; 

б) (№ 258 [3]). 0;0;
00
==−=′ yxyxyx .      ( ( );0

2

1 ≠= xxy  ( )00 ≠= yx ). 

3. Проинтегрировать уравнение Бернулли. 

                                                                                      Ответы: 

а) (№ 10 [8]).  yxyyx
2

4 =−′                           ( )( )2
4

ln Cxxy += ; 

б) (№ 9 [8]). ( ) 014
2 =+++′ xxyyy                     ( )x

Ceyx
222

4
−=+ . 

Можно ли проинтегрировать в квадратурах следующие уравнения? 

Ответ обоснуйте. 

а) ( ) 52

5 xyyxxy =++′ ; б) xxyyy tgsin
2 =+′ ; 

в) 

x

y

y

2

1
2 +=′ ; г) 2

sincossin xxyxy =+′ . 

4. Составьте (придумайте) нелинейные и линейные дифференциаль-

ные уравнения первого порядка. 
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Задания повышенного уровня сложности 

 

1. Докажите, что уравнение 
mx

eayy =+′  имеет частное решение вида 

mx

bey = , если am −≠  и 
mx

bxey = , если am −=  (№ 240 [3]). 

2. (№ 249 [3]). Докажите, что уравнение ( )xpayy =+′ , где { }0\Ra ∈ , 

( )xp  – многочлен степени m , имеет частное решение вида ),(xQy =  где 

)(xQ  – многочлен той же степени m . 

3. Решите уравнение 1+=+′ xyy , найдя предварительно частное 

решение. 

         Ответ: x

Cexy
−+= . 

4. Пусть RUi ,,  – соответственно сила тока, напряжение и сопротив-

ление электрической цепи в момент времени t , а L  – коэффициент само-

индукции. Тогда, как известно из курса физики, 

dt

di

LiRU +=  ([8], с. 61). 

Считая в данном уравнении LRU ,,  постоянными, найти зависи-

мость силы тока от времени t . 

            Ответ: 
t

L

R

Ce

R

U

i

−
+=   

5. Пусть ( )xyy =  – нетривиальное решение однородного уравнения 

(2.4.2), соответствующего неоднородному уравнению (2.4.1). Докажите, 

что )(xCyy =  – общее решение уравнения (2.4.2). 

6. Пусть ( )xyy
1

= и ( )xyy
2

=  – два частных решения уравнения 

(2.4.1). Тогда общее решение этого уравнения можно получить без квадра-

тур. Докажите это. 

7 (№ 268 [3]). Найдите y  из уравнения ( )∫ ∫+=
x x

xydxxydxx

0 0

1 . 

Ответ: 
3

1

x

Ce

y

x

−

= . 
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Контрольные вопросы 

 

1. Дайте определение линейного дифференциального уравнения пер-

вого порядка. 

2. Укажите, какие из следующих уравнений являются линейными: 

а) ( ) 52

sin xyxxyx =−+′ ; 

б) ( ) xxyyyy tgcossin =−+′ ; 

в) 
3

yx

y

y

−
=′ ; 

г) ( )dxyxdy 1+− . 

Обоснуйте ответ. 

3. Запишите уравнение Бернулли. Докажите, что оно интегрируется в 

квадратурах. Проинтегрируйте уравнение: 
2

yyxy =′− . 

             Ответ: 0; =
+

= y

cx

x

y . 

4. Пусть в уравнении (2.4.1) )()( xfxg α= , где const−α . Найдите 

общее решение уравнения (2.4.1). 

5. Какие методы решения уравнения (2.4.1) вам известны? Охаракте-

ризуйте каждый из них. 

6 (№ 180 [4]). Решить уравнение Бернулли xyyyx ln
2=+′  двумя 

способами: 

а) с помощью замены 
1−= yz ; 

б) найдя его в виде произведения ( ) ( )xvxuy = . 

     Ответ: 0;1ln

1 =++= yxCx

y

. 
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Практическое занятие № 5. Тема. Уравнение в полных 

дифференциалах. Интегрирующий множитель дифферен-

циального уравнения первого порядка 

 

Многие дифференциальные уравнения, в том числе некоторые из ра-

нее рассмотренных нами, сводятся к дифференциальному уравнению вида 

 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM , (2.5.1) 

левая часть которого представляет собой полный дифференциал некоторой 

функции ( )yxF , . Такое уравнение называется уравнением в полных диф-

ференциалах. 

Функции ( )yxM ,  и ( )yxN ,  будем считать непрерывными вместе с 
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частными производными 

y

yxM

∂
∂ ),(

 и 

x

yxN

∂
∂ ),(

 в некоторой односвязной 

области 
2

RG ⊂ 1

. 

Пусть уравнение (2.5.1) является уравнением в полных дифферен-

циалах. Тогда по определению существует функция ( )yxF ,  такая, что 

 ( ) ( ) ( )dyyxNdxyxMyxdF ,,, +≡ . (2.5.2) 

В силу равенства (2.5.2) уравнение (2.5.1) примет вид: 

( ) 0, =yxdF .  (2.5.3) 

Если ( )xyy =  – решение уравнения (2.5.1), то 0))(,( ≡xyxdF , следо-

вательно,  

( ) CyxF =, ,  (2.5.4) 

где C  – произвольная постоянная. 

Обратно, если некоторая функция ( )xyy =  обращает в тождество 

уравнение (2.5.4) при некотором значении 
0

CC = , то, дифференцируя это 

равенство, получим: 

0))(,( ≡xyxdF . 

Следовательно, соотношение (2.5.4) есть общий интеграл уравнения 

(2.5.1). 

Пример 2.5.1. Уравнение 

 0=+ ydyxdx  (2.5.5) 

есть уравнение в полных дифференциалах, так как его левая часть является 

полным дифференциалом функции: 

22

),(

22

yx

yxF += . 

В самом деле, 

 ( ) ( ) ( )dyyxFdxyxFyxdF
yx

,,, ′+′= . (2.5.6) 

                                                 

1

 Область 
2

RG ⊂  называется односвязной, если каков бы ни был простой кон-

тур GÃ ⊂  ограниченная область D , границей которой является Ã , содержится в G . 

Образно говоря, односвязность области G  означает, что G  не имеет «дыр» [1]. 
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Подставляя в правую часть (2.5.6) вместо ( )yxF
x

,′  и ( )yxF
y

,′  x  и y  

соответственно, получаем: 

( ) ydyxdxyxdF +=, . 

Итак, общий интеграл уравнения (2.5.5) имеет вид: 

1

22

22

C

yx =+  

или, что то же самое, Cyx =+ 22

 )2(
1

CC = . 

Справедливо утверждение [7]: для того, чтобы уравнение (2.5.1) бы-

ло уравнением в полных дифференциалах необходимо и достаточно вы-

полнения тождества 

 

x

yxN

y

yxM

∂
∂≡

∂
∂ ),(),(

. (2.5.7) 

Изложим процедуру нахождения функции ( )yxF , , удовлетворяющей 

равенству (2.5.2), или, что то же самое, равенствам 

 ),(

),(

yxM

x

yxF =
∂

∂
, (2.5.8) 

 ),(

),(

yxN

y

yxF =
∂

∂
. (2.5.9) 

Будем исходить из равенства (2.5.8). 

Интегрируем обе части (2.5.8): 

 ( ) ( ) ( )∫ +=
x

x

ydxyxMyxF

0

,, ϕ , (2.5.10) 

где ( )yϕ  – некоторая функция, причем дифференцируемая. 

Замечание 2.5.1. При вычислении интеграла в правой части (2.5.10) 

y  считается постоянной.  

Выберем функцию ( )yϕ  так, чтобы функция (2.5.10) удовлетворяла 

равенству (2.5.9). 

 ).,()(

),(),(

0

yxNydx

y

yxM

y

yxF x

x

=′+
∂

∂=
∂

∂
∫ ϕ . (2.5.11). 
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Здесь мы воспользовались тем, что  

( )
.

),(
),(

0

0

dx

y

yxM

y

dxyxM
x

x

x

x

∫
∫

∂
∂=

∂

∂
 [2]. 

В силу условия (2.5.7) перепишем равенство (2.5.11) в виде: 

 ),()(

),(

0

yxNydx

x

yxNx

x

=′+
∂

∂
∫ ϕ , (2.5.12) 

 ).,(),(

),(

0
0

yxNyxNdx

x

yxNx

x

−=
∂

∂
∫  (2.5.13) 

С учетом (2.5.13) перепишем (2.5.12) в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )yxNyyxNyxN ,,,
0

=′+− ϕ . (2.5.14) 

Из (2.5.14) получаем дифференциальное уравнение ( ) ( )yxNy
0

=′ϕ , 

из которого следует, что 

 ( ) ( )
10

0

, CdyyxNy

y

y

+= ∫ϕ , (2.5.15) 

где 
1

C  –  постоянная интегрирования. 

Подставляя в правую часть равенства (2.5.10) вместо ( )yϕ  выраже-

ние из (2.5.15), окончательно получим: 

 ( ) ( ) ( )
10

00

,,, CdyyxNdxyxMyxF

y

y

x

x

++= ∫∫ . (2.5.16) 

Из (2.5.16) получаем общий интеграл уравнения (2.5.1) в полных 

дифференциалах: 

 ( ) ( ) CdyyxNdxyxM

y

y

x

x

=+ ∫∫
00

,,
0

, (2.5.17) 

где C  – произвольная постоянная. 

Если за исходное взять равенство (2.5.9), то получим общий интеграл 

уравнения (2.5.1) в виде: 

 ( ) ( ) CdyyxNdxyxM

y

y

x

x

=+ ∫∫
00

,,
0

, (2.5.18) 

где C  – постоянная интегрирования. 
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Замечание 2.5.2. При вычислении интеграла ( )dyyxN

y

y

∫
0

,  в левой час-

ти (2.5.18) x  считается постоянной. 

Замечание 2.5.3. В формулах общего интеграла (2.5.17) и (2.5.18) 

нижние пределы интегрирования 
00

, yx  можно выбрать произвольно в пре-

делах рассматриваемой односвязной области, но при условии, что полу-

чающиеся интегралы имеют смысл [7]. 

Замечание 2.5.4. Формулы (2.5.17) и (2.5.18) дают возможность по-

лучить решение задачи Коши с начальными данными 
00

, yx , если точка 

( )
00

, yx  лежит в области, удовлетворяющей условию замечания 2.5.3. Для 

этого достаточно в формулах (2.5.17) и (2.5.18) взять в качестве нижних 

пределов начальные данные и приравнять C  к нулю. 

Интегрирование уравнения (2.5.1) в полных дифференциалах можно 

производить:  

а) непосредственно с использованием одной из готовых формул 

(2.5.17) и (2.5.18);  

б) воспроизведением изложенной выше процедуры получения функ-

ции ( )yxF , , удовлетворяющей тождеству (2.5.2), или аналогичной проце-

дуры, если взять за исходное равенство (2.5.9). 

Пример 2.5.2. Проинтегрировать уравнение 

 ( ) ( ) 0
3 =−++ dyyxdxyx . (2.5.19) 

.1

),(

   ,1

),(

          

 ,),(    ,),(
3

=
∂

∂=
∂

∂
−=+=

x

yxN

y

yxM

yxyxNyxyxM

 

Условие (2.5.7) выполнено, следовательно, уравнение (2.5.19) явля-

ется уравнением в полных дифференциалах. 

1-ый способ. Воспользуемся формулой (2.5.17): 

( ) ( ) Cdyydxyx

yx

=−++ ∫∫
00

3

, 
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C

y

xy

x

C

yyx

xy

x =−+=−






 +
24

,

0204

2424

 

или ( )CCCyxyx 424
11

24 ==−+  – общий интеграл уравнения (2.5.19). 

Самостоятельно убедитесь, что по формуле (2.5.18) получается тот 

же результат. 

2-ой способ. Будем исходить из равенства (2.5.9): 

.

),(

yx

y

yxF −=
∂

∂
 

Проинтегрируем обе части по y , считая при этом x  постоянной: 

( ) ( ) ( )x

y

xydyyxyxF

y
y

ϕ+






 −=−= ∫
0

2

0
2

, , 

где ( )xϕ  – некоторая произвольно выфбранная функция. 

Потребуем, чтобы функция 

 ( ) ( )x

y

xyyxF ϕ+−=
2

,

2

 (2.5.20) 

удовлетворяла равенству (2.5.8): 

,

4

)()( )( 

),(

1

4

333

C

x

xxxyxxyyx

x

yxF +=⇒=′⇒+=′+⇒+=
∂

∂ ϕϕϕ  

где 
1

C  – постоянная интегрирования. 

Подставив полученное выражение для ( )xϕ  в равенство (2.5.20), по-

лучаем: 

 ( )
1

42

42

, C

xy

xyyxF ++−= . (2.5.21) 

Полагая 0
1
=C  в (2.5.21), приравняем ( )yxF ,  к 

2
C , то есть 

2

42

42

C

xy

xy =+− , следовательно, Cyxyx =−+ 24

24  – общий интеграл, где 

2
4CC = . 

Пример 2.5.3 [7]. Докажите, что заданное уравнение является урав-

нением в полных дифференциалах и проинтегрируйте его: 
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 ( ) ( ) 04663
3222 =+++ dyyyxdxxyx . (2.5.22) 

,12

),(),(

                  

 ,46),(     ,63),(
3222

xy

x

yxN

y

yxM

yyxyxNxyxyxM

=
∂

∂≡
∂

∂
+=+=

 

то есть условие (2.5.7) выполнено. Интегрируем (2.5.22) по формуле 

(2.5.17) (можно по формуле (2.5.18)): 

 .4)63(

0

3

0

22

Cdyydxxyx

yx

=++ ∫∫  (2.5.23) 

Вычисляем первый интеграл в левой части (2.5.23), считая y  

постоянной: 

( ) 223

0

223

0

22

3)3(63 yxxyxxdxxyx

x
x

+=+=+∫ . 

Итак, общий интеграл (2.5.23) имеет вид: 

Cyyxx =++ 4223

3 . 

Покажем, что уравнение (2.5.22) можно привести к уравнению 

( ) 0, =yxdF  группировкой членов в левой части (2.5.22). 

( ) 0643
32 =+++ xdxydxxydyydxx , 

( ) ( ) 023
43 =⋅++ xyxydyxd , 

( ) ( ) 03
2243 =++ yxdyxd , 

0)3()(
2243 =++ yxdyxd , 

( ) 03
2243 =++ yxyxd , 

следовательно, Cyyxx =++ 4223

3  – общий интеграл уравнения. 

Пример 2.5.4 [7, № 188]. Проверить, что уравнение является уравне-

нием в полных дифференциалах и решить его. 

 ( ) 02 =+− −−
dyxeydxe

yy

, (2.5.24) 

,

),(

   ,

),(

                  

 ,2),(     ,),(

yy

yy

e

x

yxN

e

y

yxM

xeyyxNeyxM

−−

−−

−=
∂

∂−=
∂

∂
−−==

, 
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следовательно, уравнение (2.5.24) есть уравнение в полных дифференциа-

лах. 

Проинтегрируем уравнение (2.5.24) по формуле (2.5.17): 

CyxeCdyydxe
y

yx

y =−→=− −−
∫∫

2

00

2  – общий интеграл уравнения (2.5.24). 

При решении некоторых уравнений применяется метод выделения 

полного дифференциала. Для этого используются известные формулы: 

( ) ( ) ( )
y

dy

yd

y

xdyydx

y

x

dydyydxdyydxxyd =−=






=+= ln,,2,
2

2

 и т.д. 

Указанным методом мы проинтегрировали уравнение (2.5.22). 

Приведем еще один пример [5]. 

 ( ) 04
2 =+− dyxyxydx . (2.5.25) 

Перепишем уравнение (2.5.25) в виде: 

 ( ) 04
2 =−−− ydyxydxxdy . (2.5.26) 

Умножим обе части уравнения (2.5.26) на ( )1− , получим: 

 04
2 =+− ydyxydxxdy . (2.5.27) 

Заметив, что 






=−
x

y

dxydxxdy
2

, перепишем (2.5.27) в виде 

 04
22 =+








ydyx

x

y

dx . (2.5.28). 

Разделим обе части уравнения (2.5.28) на 
2

x : 

( ) ( ) 0202
22 =+







→=+







yd

x

y

dyd

x

y

d . 

Воспользовавшись тем, что сумма дифференциалов равна диффе-

ренциалу суммы, последнее уравнение запишем в виде: 

Cy

x

y

y

x

y

d =+→=






 + 22

202  – общий интеграл уравнения (2.5.25). 

При делении обеих частей (2.5.25) на 2

x  потеряно решение 0=x  

уравнения (2.5.25). 
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Ответ: 0;2
2 ==+ xCy

x

y

. 

Замечание 2.5.5. Уравнение (2.5.25), как нетрудно видеть, не являет-

ся уравнением в неполных дифференциалах. 

Так как уравнение в полных дифференциалах интегрируется в квад-

ратурах, то естественно возникает вопрос: нельзя ли уравнение (2.5.1), не 

являющееся уравнением в полных дифференциалах, привести к уравнению 

в полных дифференциалах? 

Если удается найти функцию ( )yx,µµ = , после умножения на кото-

рую уравнение (2.5.1) превращается в уравнение в полных дифференциа-

лах, то эту функцию называют интегрирующим множителем уравнения 

(2.5.1). 

Так, для уравнения (2.5.15) интегрирующим множителем является 

функция 

( )
2

1

,

x

yx −=µ . 

Пусть ( )yx,µµ =  – интегрирующий множитель уравнения (2.5.1), то 

есть уравнение 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,, =+ dyyxNyxdxyxMyx µµ  (2.5.29) 

есть уравнение в полных дифференциалах. 

Тогда имеет место тождество ,

)()(

x

N

y

M

∂
∂≡

∂
∂ µµ

 то есть µ  удовлетво-

ряет уравнению в частных производных 

 .

)()(

x

N

y

M

∂
∂=

∂
∂ µµ

 (2.5.30) 

Перепишем уравнение (2.5.30) в виде: 

.

),(),(

),(

),(

),(

),(

),( 








∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂

x

yxN

y

yxM

yx

x

yx

yxN

y

yx

yxM µµµ
  (2.5.31) 

Пользуясь уравнением (2.5.31), выясним при каких условиях можно 

найти интегрирующий множитель уравнения (2.5.1) как функцию, завися-
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щую только от x  или только от y . 

Допустим, что уравнение (2.5.1) имеет интегрирующий множитель 

)(xµµ = . Тогда 0=
∂
∂

y

µ
 и уравнение (2.5.31) имеет вид: 

 .

),(),(

)()(),( 








∂
∂−

∂
∂=′

x

yxN

y

yxM

xxyxN µµ  (2.5.32) 

Полагая ( ) 0, ≠yxN , перепишем уравнение (2.5.32) в виде: 

 .

),(

),(),(

)(

)(

yxN

x

yxN

y

yxM

x

x ∂
∂−

∂
∂

=
′
µ
µ

 (2.5.33) 

В левой части (2.5.33) записана функция одной переменной x , сле-

довательно, и правая часть по необходимости есть функция переменной x , 

то есть 

 ).(

),(

),(),(

xr

yxN

x

yxN

y

yxM

≡∂
∂−

∂
∂

 (2.5.34) 

,)(ln)()(ln)())((ln)(

)(

)( )(∫=⇒+=⇒=′⇒=
′

∫
dxxr

CexCdxxrxxrxxr

x

x µµµ
µ
µ

 

полагая, что 1=C , окончательно получаем: 

 ( ) ( )∫= dxxr

exµ . (2.5.35) 

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что (2.5.35) 

является интегрирующим множителем уравнения (2.5.1). 

Таким образом, получаем правило: 

Если дробь 

),(

),(),(

yxN

x

yxN

y

yxM

∂
∂−

∂
∂

 есть функция ( )xr  одной перемен-

ной x , то интегрирующий множитель уравнения (2.5.1) вычисляется по 

формуле (2.5.35). 

В качестве примера покажем, что для линейного дифференциального 

уравнения первого порядка 
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 ( ) ( )xgyxfy =+′  (2.5.36) 

интегрирующим множителем является функция ( ) ( )∫= dxxf

exµ . 

Напомним, что одним из методов интегрирования линейного диффе-

ренциального уравнения первого порядка является метод интегрирующего 

множителя. 

Перепишем уравнение (2.5.36) в виде: 

 ( ) ( )( ) 0=+− dydxxgyxf . (2.5.37) 

Умножим обе части уравнения (2.5.37) на ( ) ( )∫= dxxf

exµ : 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

0=+− ∫∫
dyedxxgyxfe

dxxfdxxf

, (2.5.38) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫ =−= dxxfdxxf

eyxNxgyxfeyxM ,,, , 

.)(

),(

   ,)(

),( )()( ∫∫ =
∂

∂=
∂

∂ dxxfdxxf

exf

x

yxN

exf

y

yxM

 

То есть условие (2.5.7) полного дифференциала выполнено, и урав-

нение (2.5.38) является уравнением в полных дифференциалах. Левую 

часть уравнения (2.5.38) перепишем в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dxexgdyedxexyf

dxxfdxxfdxxf ∫∫∫ =+ . (2.5.39) 

Левая часть уравнения (2.5.39) есть не что иное, как дифференциал 

произведения: 
( )∫ dxxf

ye . Поэтому уравнение (2.5.39) перепишем в виде: 

 

( ) ( ) ( )
dxexgyed

dxxfdxxf ∫∫ =






. (2.5.40) 

Интегрируя обе части (2.5.40), получим 

 
( ) ( ) ( )

Cdxexgye
dxxfdxxf += ∫

∫∫
.  (2.5.41). 

Умножим обе части (2.5.41) на 
( )∫− dxxf

e . 

∫∫ −
∫+= dxxfdxxf

edxexgCy
)()(

))((  – общее решение уравнения (2.5.36). 

Далее рассмотрим случай интегрирующего множителя ( )yµµ = . 

Полагая, что ( )yµµ =  – интегрирующий множитель уравнения 
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(2.5.1), и учитывая, что 0=
∂
∂

x

µ
, из (2.5.31) получаем уравнение: 

 .

),(),(

)()(),( 








∂
∂−

∂
∂−=′⋅

x

yxN

y

yxM

yyyxM µµ  (2.5.42) 

Пусть 0),( ≠yxM , тогда из (2.5.42) получим: 

 

),(

),(),(

),(

),(

yxM

x

yxN

y

yxM

yx

yx










∂
∂−

∂
∂−

=
′
µ
µ

. (2.5.43) 

Так как левая часть тождества (2.5.43) есть функция только одной 

переменной y , то и правая часть по необходимости является функцией 

только переменной y , то есть 

 ).(

),(

),(),(

yh

yxM

x

yxN

y

yxM

≡









∂
∂−

∂
∂−

 (2.5.44) 

С учетом (2.5.44) равенство (2.5.43) перепишем в виде: 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫=→+=→≡′→≡
′

∫
dyyh

CeyCdyyhyyhyyh

y

y µµµ
µ
µ

lnlnln  

При 1=C  получаем, что 

 ( ) ( )∫= dyyh

eyµ . (2.5.45) 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что при выполнении 

(2.5.44) функция (2.5.45) является интегрирующим множителем уравнения 

(2.5.1). 

Итак, получаем правило обнаружения интегрирующего множителя 

уравнения (2.5.1) в виде функции ( )yµµ = : 

Если дробь 

),(

),(),(

yxM

x

yxN

y

yxM










∂
∂−

∂
∂−

 есть функция ( )yh  только аргу-

мента y , то интегрирующий множитель уравнения (2.5.1) вычисляем по 

формуле (2.5.45). 

Пример 2.5.5 [7, №№ 354, 355]. Проинтегрировать уравнение с по-
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мощью интегрирующего множителя ( )xµµ =  или ( )yµµ = . 

 011 =






 −+






 + dy

y

x

dx

y

x

, (2.5.46) 

,

1),(

    ,

),(

       

 ,1),(   ,1),(

2

yx

yxN

y

x

y

yxM

y

x

yxN

y

x

yxM

=
∂

∂−=
∂

∂

−=+=
 

).(

1

1

1
1

1

1

),(

),(),(

2

yh

y

y

x

y

x

y

y

x

yy

x

yxM

x

yxN

y

yxM

≡=
+








 +
=

+

+
=










∂
∂−

∂
∂−

 

Интегрирующий множитель имеет вид ( )yµ . 

( ) ( ) Cyyeey
cyy

dy

=→== +∫ µµ lnln

. 

Полагая 1=C , получаем: 

 ( ) yy =µ . (2.5.47) 

Умножим обе части уравнения (2.5.46) согласно (2.5.47) на y : 

 ( ) ( )dyyxdxyx −++ . (2.5.48) 

Интегрируем уравнение (2.5.48) как уравнение в полных дифферен-

циалах, например, по формуле (2.5.17): 

( ) ( )
1

0 0

Cdyydxyx

x y

=−++∫ ∫ , 

1

0

2

0

2

22

C

y

xy

x

yx

=−






 + , 

 
1

22

22

C

y

xy

x =−+ . (2.5.49) 

Умножим обе части (2.5.49) на 2: Cyxyx =−+ 22

2  – общий интеграл 

уравнения (2.5.46). 

( ) 0
2 =−+ xdydxyx , (2.5.50) 
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,1

),(

    ,1

),(

       

 ,),(   ,),(
2

−=
∂

∂=
∂

∂
−=+=

y

yxN

y

yxM

xyxNyxyxM

 

).(

2

),(

),(),(

xr

xyxN

x

yxN

y

yxM

=−=∂
∂−

∂
∂

 

Находим интегрирующий множитель вида 

2

||ln||ln
2 2

)(

x

C

eex
Cxx

dx

=== +− −∫µ . При 1=C  получаем ( )
2

1

x

xM = . 

Умножим обе части уравнения (2.5.50) на 
2

1

x

: 

 0

1

1
2

=−






 + dy

x

dx

x

y

.    (2.5.51) 

Так как уравнение (2.5.51) является уравнением в полных дифферен-

циалах, то проинтегрируем его, например, по формуле (2.5.18): 

211

01
01

1

C

x

y

xC

y

x

yx

xCdy

x

dx

yx

=−→=−→=− ∫∫ , 

где 1
12
+=CC . 

При делении обеих частей уравнения (2.5.50) на 
2

x  потеряно решение 

0=x . 

Ответ: 0;
2

==− xC

x

y

x . 

Замечание 2.5.6. Интересные и очень полезные сведения об интег-

рирующем множителе можно найти в книгах [4, 5, 10]. 

 

 

Задания для работы в аудитории 

 

1. Доказать, что уравнение удовлетворяет условию полного диффе-

ренциала (2.5.7) и проинтегрировать его, не пользуясь формулами общего 

интеграла (2.5.17) и (2.5.18). 
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                                                                                       Ответы: 

а) (№ 340 [7]). 0

1

2
=− dx

x

y

dy

x

                                    






 =C

x

y

; 

б) (№ 341 [7]).  0

1

2
=− dy

y

x

dx

y

                                    






 =C

y

x

; 

в) (№ 343 [7]). ( ) ( ) 01212 =−−++− dyxydxyx    ( )Cyxxyyx =−+−+ 22

. 

2. Проинтегрировать уравнение. 

                                                                                             Ответы: 

а) (№ 347 [7]). 

( )
( ) 0

11

12

22
2

=
+

+
+
−

dy

x

e

dx

x

ex
yy

                   






 =
+
−

C

x

e
y

2

1

1

; 

б) (№ 348 [7]).  0

32

4

22

3
=−+ dy

y

xy

dx

y

x

                       






 =− C

yy

x 1

3

2

; 

в) (№ 339 [7]). 0=+ ydyxdx                                             ( )Cyx =+ 22

. 

3. Найти решение с начальными данными. 

                                                                                          Ответы: 

а) (№ 351 [7]). ( ) ( ) 0;0;0
00
===−++ yxdyyxdxyx   

                                                                       ( )0(02
2222 ≠+=+− yxxyyx ); 

б) (№ 352 [7]). ( ) ( ) 0;0;02
00
===−+− yxdyxydxyx    (не существу-

ет); 

в) ( ) 2;1;0ln
00

3 ===++ yxdyxydx

x

y

                 ( )16ln4
4 =+ yxy ; 

г)  1;0;0

523

003

3

2

22

===+−+
yxdy

y

yx

dx

y

yx

         






 =++ 5

5

2

3

yy

x

x . 

 

Задания для работы вне аудитории. Обязательный минимум 

 

1. Проинтегрировать уравнение. 

                                                                                                  Ответы: 

а) (№ 5 [9]). ,0)2()2(
2222 =−++++ dyaxyydxaxyx   const−a
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);333(

22233

Cyaxayxyx =−+++  

б) (№ 2 [9]). 02
2 =+ xydydxy                                              ( )Cxy =2

; 

в) (№ 6 [9]). ( ) ( ) 0sinsincoscos =−+++ dxxyydyeyxx
y

   

                                                                                      ( )Cexyyx
y =++ cossin . 

2. Решить уравнения, допускающие интегрирующий множитель 

)(xµ  или ( )yµ . 

                                                                                                  Ответы: 

а) (№ 9 [9]).   02)22(
2 =+−− ydydxxy           )2  ,)((

2

Cxeeyex
xxx =−=µ ; 

б) (№ 10 [9]).  0)1(
2 =−+ dyxydxy

               






 ==−= 0,||ln ,

1

)( yCyxy

y

yµ ; 

в) (№ 11 [9]). ( ) ( ) 02
223 =+++ dyyxxdxxyy    ( ).)3  ,)(

332

Cyxyxxx =+=µ  

3. Доказать, что данные уравнения являются уравнениями в полных 

дифференциалах. 

а) ( ) ( ) 0

11

2

2

2

2

=







−

−
+









−
− dy

yyx

x

dx

yx

y

x

; 

б) ( ) ( ) 02
22 =−++ dyyxdxyxx ; 

в) 0

2222

=+ ++
dyyedxxe

yxyx

. 

 

Задания повышенного уровня сложности 

 

1. Решить уравнения. 

                                                                                        Ответы: 

а) ( ) ( ) 0

11

2

2

2

2

=







−

−
+









−
− dy

yyx

x

dx

yx

y

x

          






 =
−

+ C

yx

xy

y

x

ln ; 

б) 021
2

2

=






 +++






 − dy

y

x

y

x

xydx

y

x

               






 =−++ C

y

x

yyx
2

lnln . 

Указание. Найдите интегрирующий множитель ( )xµµ =  и приведите 

уравнение к уравнению в полных дифференциалах; 
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в) ( ) yyyx

dx

xdy

cossincos3
2 −=    







 ∈+==− ZkkyCyxx ,

2

;tg
3 ππ

 

Указание. Найдите интегрирующий множитель ( )yµµ =  и приведи-

те уравнение к уравнению в полных дифференциалах. 

2. Дифференциальное уравнение, описывающее форму сечения зер-

кала, отражающего все лучи, выходящие из заданной точки параллельно 

данному направлению, плоскостью xoy , имеет вид [1]: 

22

yxx

y

dx

dy

++
= . 

Решить уравнение, зная, что ( )
22

1

,

yx

yx

+
=µ  – интегрирующий 

множитель уравнения. 

Указание. Предварительно избавиться от иррациональности в правой 

части. 

     Ответ: 22

2 CCxy += . 

3. Решить уравнение, найдя каким-либо способом интегрирующий 

множитель. 

                                                                                         Ответы: 

а) 0

1 =+






 −
y

dy

dx

x

y                                              ( )( )xyCx 2
2 =− ; 

б) ( ) 0
32 =+− dyxxydxy                                 ( )( )0;2

22 =−= xyCxy . 

4. Найдите условие, при котором уравнение (2.5.1) имеет интегри-

рующий множитель: 

а) ( )xµµ = ; б) ( )yµµ = . 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Дайте определение уравнения в полных дифференциалах. 

2. При каком условии уравнение ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM  является 
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уравнением в полных дифференциалах? 

3. Докажите, что функция ( ) ( )∫= dxxf

exµ  является интегрирующим 

множителем линейного дифференциального уравнения первого порядка 

( ) ( )xgyxfy =+′ . 

4. Объясните, почему функция ( ) ( ) ( )yNxM

yx

12

1

, =µ  является интег-

рирующим множителем дифференциального уравнения с разделяющими 

переменными 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2211

=+ dyyNxMdxyNxM . 

5. Пусть ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM  – однородное уравнение. Убеди-

тесь в том, что функция ( ) ( ) ( )yxyNyxxM

yx

,,

1

,

+
=µ  является интегри-

рующим множителем этого уравнения. 

Проинтегрируйте уравнение ( ) ( ) 0=++− dyyxdxyx . 

Ответ: ( ) ( ) Cyxyx =+−+ 2222

arctgln

2

1

. 

6. Решите уравнение :0)()( =−++ dyyxdxyx  

а) как однородное; б) как уравнение в полных дифференциалах. 

     Ответ: ( )Cxyyx =+− 2
22

. 

Сравните, какой из методов более предпочтителен. 
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Практическое занятие № 6. Тема. Дифференциальные 

уравнения первого порядка, не разрешенные относительно 

производной 

 

Дифференциальное уравнение первого порядка, не разрешенное от-

носительно производной, записывается в виде 

 ( ) 0,, =′yyxF . (2.6.1) 

Частным случаем уравнения (2.6.1) является уравнение, левая часть 

которого есть многочлен относительно y ′  с коэффициентами, зависящими 

от x  и y : 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,...)(,)(,)(
1

2

2

1

1
=+′++′+′+′ −

−−
yxAyyxAyyxAyyxAy

nn

nnn

. 

Пример 2.6.1. Уравнение 

 0)(
2 =+′+−′ xyyyxy  (2.6.2) 

имеет, очевидно, два корня: 
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 xy =′  (2.6.3) 

и 

 yy =′ . (2.6.4) 

Интегрируя (2.6.3) и (2.6.4), получаем два семейства решений 

C

x

y +=
2

2

 и 
x

Cey = , удовлетворяющие уравнению (2.6.2). 

Определение 2.6.1 [3]. Любая функция ( )xyy = , определенная и не-

прерывно дифференцируемая на некотором промежутке >< ba, , называет-

ся решением уравнения (2.6.1), если имеет место тождество 

( ) ( )( ) 0,, ≡′ xyxyxF . 

Определение 2.6.2 [3]. Будем говорить, что уравнение 

 0),( =Φ yx  (2.6.3) 

определяет решение уравнения (2.6.1) в неявной форме, если оно опреде-

ляет y  как неявную функцию аргумента x , и эта функция является реше-

нием уравнения (2.6.1). 

Определение 2.6.3 [3, 4]. Говорят, что уравнения 

 ( ) ( )tytx ψϕ == ,  (2.6.4) 

определяют решение уравнения (2.6.1) в параметрической форме на интер-

вале ( )
10

, tt , если имеет место тождество ( ) ( ) ( )
( ) 0,, ≡









′
′
t

t

ttF

ϕ
ψψϕ . 

Определение 2.6.4 [3]. Кривая на плоскости ( )yx, , соответствующая 

решению уравнения (2.6.1), называется интегральной кривой этого уравне-

ния. 

Пусть уравнение (2.6.1) определяет в каждой точке ( )yx,  некоторой 

области одно или несколько действительных значений y ′ . Построив в ка-

ждой такой точке единичные отрезки, середины которых совпадают с точ-

кой ( )yx,  и образуют с положительным направлением оси Ох угол, тан-

генс которого равен значению y ′  в этой точке, мы получим поле направ-

лений, определяемое уравнением (2.6.1) [1]. Уравнение 
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 01
2 =−′y  (2.6.5) 

равносильно совокупности уравнений 

 1=′y  (2.6.6) 

или 

 1−=′y , (2.6.7) 

Cxy +=  – общее решение уравнения (2.6.6.), Cxy +−=  – общее решение 

уравнения (2.6.7). 

Уравнение (2.6.6) определяет в каждой точке плоскости R
2

 поле на-

правлений, наклоненных к положительному направлению оси Ох под уг-

лом 45°, а уравнение (2.6.7) – под углом 135°. Уравнению (2.6.5) соответ-

ствует поле направлений, полученное наложением полей направлений 

уравнений (2.6.6) и (2.6.7). 

Задача интегрирования уравнения (2.6.1) состоит в том, чтобы 

найти все гладкие кривые, в каждой точке которых направление ка-

сательной совпадало бы с одним из направлений поля в этой точке [3]. 

Как и в случае уравнения ( )yxfy ,=′ , одной из важнейших задач ин-

тегрирования уравнения (2.6.1) является задача Коши – задача нахождения 

решений ( )xyy = , удовлетворяющих начальному условию ( )
00

yxy = , или 

что то же самое, задача нахождения интегральных кривых, проходящих 

через точку ( )
00

, yx . 

Говорят, что решение задачи Коши с начальными данными 

00
, yx  единственно относительно уравнения (2.6.1), если через точку 

( )
00

, yx  в достаточно малой ее окрестности проходит столько инте-

гральных кривых, сколько направлений поля определяет уравнение 

(2.6.1) в этой точке [3]. 

Задача Коши с начальными данными 
00

, yx  для уравнения, рассмот-

ренного в примере 2.6.2, где 
00

, yx  – произвольные действительные числа, 

имеет единственное решение. 



 91

Предположим, что уравнение (2.6.1) имеет m  действительных кор-

ней относительно y ′ : 

 ( ) ( ),mkyxfy
k

1, ==′ , (2.6.8) 

где функции ( )yxf
k

,  определены в некоторой области D . 

Пусть направления поля, определяемые каждым из уравнений (2.6.8) 

в любой точке ( ) Dyx ∈, , различны. Это означает, что интегральные кри-

вые различных уравнений (2.6.8) не могут касаться друг друга ни в одной 

точке области D. 

Предположим, что для каждого из уравнений (2.6.8) задача Коши в 

области D  имеет единственное решение и каждое уравнение (2.6.8) имеет 

в области D  общий интеграл. 

 ( ) ( ),mkCyx
k

1, ==ψ . (2.6.9). 

Совокупность общих интегралов (2.6.9) называют общим интегралом 

уравнения (2.6.1) и записывают: 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,...,,
21

=−−− CyxCyxCyx
m

ψψψ . (2.6.10) 

Так, общий интеграл уравнения, рассмотренного в примере 2.6.2, со-

гласно (2.6.10) имеет вид: 

( )( ) 0=−+−− Cxycxy . 

Определение 2.6.5 [3]. Решение ( )xyy =  уравнения (2.6.1) называют 

частным решением, если в каждой его точке задача Коши имеет единст-

венное решение. 

Определение 2.6.6 [3]. Решение ( )xyy =  уравнения (2.6.1) называют 

особым решением, если в каждой его точке нарушается единственность 

решения задачи Коши. 

Рассмотрим некоторые частные случаи уравнения (2.6.1) и методы 

интегрирования, соответствующие им. 

1. Уравнение, содержащее только производную y ′ , то есть 

 ( ) 0=′yF . (2.6.11) 
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Предположим, что уравнение имеет конечное число действительных 

корней 

 
i

ky =′ , (2.6.12) 

то есть имеют место тождества 0)( ≡
i

kF . 

Уравнения (2.6.12) имеют общие решения 

 ( ),...2,1=+= iCxky
i

. (2.6.13) 

Из (2.6.13) следует, что 

 ( ),...2,1=−= i

x

Cy

k
i

. (2.6.14) 

Подставляя выражение 
i

k  из (2.6.14) в (2.6.11), получаем общий ин-

теграл в виде 

 0=






 −
x

Cy

F . (2.6.15) 

Замечание 2.6.1 [3]. В формулу (2.6.15) могут входить и решения 

комплексных дифференциальных уравнений. 

Пример 2.6.3 [3]. Уравнение 

 01
3 =−′y . (2.6.16) 

Имеет единственный действительный корень 1=′y , которому соот-

ветствует общее решение 

 Cxy += . (2.6.17) 

И согласно (2.6.15) общий интеграл уравнения (2.6.16) записывается 

в виде: 

 01

3

=−






 −
x

Cy

. (2.6.18) 

В формулу (2.6.18), кроме вещественно решения (2.6.17), входят ре-

шения комплексных дифференциальных уравнений 

2

31 i

y

+−=′      и     

2

31 i

y

−−=′ . 

Здесь i – мнимая единица. 
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Замечание 2.6.2 [3]. Если корни уравнения (2.6.11) не являются изо-

лированными, то есть заполняют сплошь некоторый промежуток, то диф-

ференциальное уравнение (2.6.11) может иметь решение, отличное от ре-

шения вида Ckxy += . 

Пример 2.6.4 [3]. Решим уравнение 

 0=′+′ yy  (2.6.19) 

для ( ]0,∞−∈′y . 

Решения ky =′  уравнения (2.6.19) заполняют сплошь луч ( ]0,∞− . Ин-

тегральными кривыми уравнения (2.6.19) будут прямые 

 ( )0≤<∞−+= kCkxy . (2.6.20) 

Вместе с тем решением уравнения (2.6.19) будет и функция 

( )+∞<≤−= xxy 0
2

, не входящая в семейство (2.6.20). 

2. Уравнение, не содержащее искомой функции, то есть 

 ( ) 0, =′yxF . (2.6.21) 

Если уравнение (2.6.21) разрешимо относительно y ′ , то есть равно-

сильно совокупности уравнений 

 ( ) ( ),mkxfy
k

1==′ , (2.6.22) 

то, решая каждое из уравнений (2.6.22), получаем общее решение 

 ( ) Cdxxfy
k

+= ∫ . (2.6.23) 

С учетом (2.6.23) общий интеграл уравнения (2.6.21) записываем в 

виде: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0...
21

=−−⋅⋅−−−− ∫∫∫ CdxxfyCdxxfyCdxxfy
m

. 

Пример 2.6.5. Уравнение ( ) 0cossincossin
2 =+′+−′ xxyxxy  равно-

сильно совокупности уравнений 

 xy sin=′  (2.6.24) 

или 

 xy cos=′ . (2.6.25). 
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Интегрируя (2.6.24) и (2.6.25), получаем общие решения 

Cxy +−= cos  и Cxy += sin  соответственно. 

Общий интеграл данного уравнения записываем в виде: 

( )( ) 0sincos =+−−+ CxyCxy . 

Если уравнение (2.6.21) нельзя разрешить относительно y ′  или 

трудно разрешимо, но можно найти такие элементарные функции ( )tϕ  и 

( )tψ , что ( ) ( )( ) 0, ≡ttF ψϕ , то уравнение (2.6.21) можно заменить системой 

 

( )
( )




=′
=

.

,

ty

tx

ψ
ϕ

 (2.6.26) 

При этом будем говорить, что уравнение (2.6.21) допускает парамет-

рическое представление (2.6.26). Интегрируя уравнение (2.6.21), следует 

помнить, что вдоль всякой интегральной кривой любого дифференциаль-

ного уравнения первого порядка выполняется основное соотношение [3]: 

 dxydy ′= . (2.6.27) 

С учетом (2.6.26) соотношение (2.6.27) запишем в виде: 

 ( ) ( )dtttdy ϕψ ′= . (2.6.28) 

Интегрируя уравнение (2.6.28), получим: 

 ( ) ( ) Cdttty +′= ∫ ϕψ . (2.6.29) 

Таким образом, получаем общее решение уравнения (2.6.21) в пара-

метрической форме: 

 

( )
( ) ( )




+′=

=

∫ .

,

Cdttty

tx

ϕψ
ϕ

 (2.6.30) 

Если удается исключить параметр t  из уравнений (2.6.30), то полу-

чается общее решение (общий интеграл) уравнения (2.6.21) в обычной 

форме. 

Пример 2.6.6. Уравнение 

 01
22 =−+′ xy . (2.6.31) 

допускает параметрическое представление 
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=′
=

.cos

,sin

ty

tx

 

Воспользуемся основным соотношением (2.6.27): 

 tdtdy
2

cos= . (2.6.32) 

Интегрируя (2.6.32), получаем: 

Ctdty += ∫
2

cos , 

Ctdty += ∫
2

cos2

2

1

, 

( ) Cdtty ++= ∫ 2cos1

2

1

, 

 Ctty ++= 2sin

4

1

2

1

. (2.6.33) 

Общее решение уравнения (2.6.31) в параметрической форме запи-

шем в виде: 








++=

=

.2sin

4

1

2

1

,sin

Ctty

tx

 

Замечание 2.6.3 [3]. Если уравнение (2.6.21) разрешимо относитель-

но x , то оно равносильно уравнению 

 ( )yx ′=ϕ . (2.6.34) 

И полагая ty =′ , получаем параметрическое представление уравне-

ния (2.6.21): 

 ( )



=
=′

.

,

tx

ty

ϕ
 (2.6.35) 

Пример 2.6.7. Решить уравнение 

 01sincos =−′−′− yyx . (2.6.36) 

Уравнение (2.6.36) равносильно уравнению 

 1sincos +′+′= yyx . (2.6.37) 

Полагая ty =′  в уравнении (2.6.37), получаем параметрическое 

представление уравнения (2.6.36) в виде (2.6.35), а именно, 
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++=
=′

.1sincos

,

ttx

ty

 (2.6.38) 

Основное соотношение (2.6.27) с учетом (2.6.38) запишем в виде 

 ( )dttttdy sincos −= . (2.6.39) 

Интегрируя (2.6.39), получаем 

 ∫ ∫ +−= Ctdtttdtty sincos . (2.6.40) 

Интегралы в правой части (2.6.40) вычислим по частям: 

,   (2.6.41) 

∫ ∫ +=+−=








−=→=
=→=

= ttttdttt

tvtdtdv

dtduut

tdtt sincoscoscos

cossin

,

sin  (2.6.42) 

В формулах (2.6.41) и (2.6.42) мы сознательно опускаем произволь-

ную постоянную, так как нам нужно знать любую первообразную подын-

тегральной функции. 

В силу (2.6.41) и (2.6.42) функция (2.6.40) примет вид 

( ) Cttttty +−++= sincossincos . 

Таким образом, общее решение уравнения (2.6.36) в параметриче-

ской форме записывается в виде: 

( )



+−++=
++=

,sincossincos

,1sincos

Cttttty

ttx

 

где C  – постоянная интегрирования. 

3. Уравнение, не содержащее независимой переменной, то есть 

 ( ) 0, =′yyF .    (2.6.43) 

Если уравнение (2.6.43) разрешимо относительно y ′ , то есть оно 

равносильно уравнению 

 ( ) ( ),mkyfy
k

1==′ , (2.6.44) 

то общий интеграл уравнения (2.6.43) записывается в виде: 

∫ ∫ +=−=




 

 

 

= → = 

= →=
= t t ttdttt

tvtdtdv

dtduut 

tdtt cossinsinsin

sincos

, 

cos
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 ( ) ( ) ( ) 0...

21

=







−−⋅⋅








−−








−− ∫∫∫ C

yf

dy

xC

yf

dy

xC

yf

dy

x

m

. (2.6.45) 

Из (2.6.45) видно, что особыми решениями уравнения (2.6.43) могут быть 

прямые 
i

by = , где 
i

b  – решение совокупности уравнений 

0)(...0)(0)(
21

=∨∨=∨= yfyfyf
m

 

или, что то же самое, корни уравнения 0)0,( =bF . 

Пусть уравнение (2.6.43) неразрешимо относительно y′ , но допуска-

ет параметрическое представление 





=′
=

).(

),(

ty

ty

ψ
ϕ

     (2.6.46) 

С учетом (2.6.46) запишем основное соотношение (2.6.27)  

.)()( dxtdtt ψϕ =′      (2.6.47) 

Из (2.6.47) выражаем dx : 

dt

t

t

dx

)(

)('

ψ
ϕ=     (2.6.48) 

Интегрируя (2.6.48), получим ∫ +
′

= .

)(

)(

C

t

dtt

x

ψ
ϕ

 Тем самым имеем возмож-

ность записать общее решение уравнения (2.6.43) в параметрической форме 









=

+
′

= ∫

).(

,

)(

)(

ty

C

t

dtt

x

ϕ
ψ
ϕ

 

Пример 2.6.8. Проинтегрировать уравнение 

0)3)(1('4'
2 =−+−+ yyyy .   (2.6.49) 

Уравнение (2.6.49) равносильно совокупности уравнений 

)1(' +−= yy ∨  3' −= yy . Интегрируя эти уравнения, получим соответст-

венно: 

Cyx ++−= 1ln     (2.6.50) 

 и                                                Cyx +−= 3ln .    (2.6.51) 
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С учетом (2.6.50) и (2.6.51) запишем общий интеграл уравнения (2.6.49) в 

виде: 

0)3ln)(1ln( =−−−−++ CyxCyx . 

Пример 2.6.9. Решить уравнение 

).ln(

3

1
3

yyy ′+′=     (2.6.52) 

Полагая в (2.6.52) ty =' , имеем параметрическое представление уравнения 

(2.6.52) 








+=

=

tty

ty

ln

3

1

,'

3

    (2.6.53) 

Основное соотношение (2.6.27) с учетом (2.6.53) запишем в виде  

.)/1(
2

tdxdttt =+      (2.6.54) 

Из (2.6.54), разделяя переменные, получим уравнение  

.)/1(
2

dtttdx +=     (2.6.55) 

Общее решение уравнения (2.6.55) имеет вид 

,

1

2

2

C

t

t

x +−=     (2.6.56) 

поэтому общее решение уравнения (2.6.52) можно записать в параметриче-

ской форме 










+=

+−=

,ln

3

1

,

1

2

3

2

tty

C

t

t

x

 

где С – постоянная интегрирования. 

Замечательным случаем уравнения (2.6.1) является уравнение 

),'()'( yxyy ψϕ +=     (2.6.57). 

где  

.)( yy ′≡/′ϕ      (2.6.58). 
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Уравнение (2.6.57) при условии (2.6.58) называется уравнением Ла-

гранжа. 

Особенностью уравнения Лагранжа является то, что в нем искомая 

функция y  является линейной относительно аргумента x  с коэффициен-

тами, зависящими от 'y , причем коэффициент при x отличен от 'y . 

Решается уравнение (2.6.57) методом введения параметра. 

Положив ty ='  уравнение (2.6.57) запишем в виде  

)()( ttxy ψϕ += .    (2.6.59) 

Основное соотношение (2.6.27) с учетом (2.6.59) имеет вид: 

tdxdtttxdxt =++ ))(')('()( ψϕϕ .    (2.6.60) 

Разделив обе части уравнения (2.6.60) на dt  и tt −)(ϕ , получим линейное 

дифференциальное уравнение первого порядка с искомой функцией x : 

.

)(

)(

)(

)(

tt

t

x

tt

t

dt

dx

ϕ
ψ

ϕ
ϕ

−
′

=
−

′
+     (2.6.61) 

Общее решение уравнения (2.6.61) можно записать в виде (см.формулу 

(2.4.22) темы «Линейные дифференциальные уравнения первого поряд-

ка»): 

).()(
11

tBCtAx +=    (2.6.62) 

Подставляя выражение для х из (2.6.62) в уравнение (2.6.57), полу-

чаем: ).()(
22

tBCtAy +=  

Таким образом, общее решение уравнения Лагранжа в параметриче-

ской форме запишется в виде: 





+=
+=

),()(

),()(

22

11

tBCtAy

tBCtAx

 

где С – некоторая постоянная, )()()(
12

ttAtA ϕ= , )()()()(
12

tttBtB ψϕ += . 

В процессе перехода от уравнения (2.6.60) к уравнению (2.6.61) мы 

делили обе части (2.6.60) на tt −)(ϕ . Поэтому могли быть потеряны реше-

ния уравнения (2.6.60), имеющие вид 
i

tt = , где 0)( =−
ii

ttϕ . 
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Подставляя эти значения t  в уравнение (2.6.57), получим решения 

)(
ii

txty ψ+=   уравнения Лагранжа, которые могут быть как частными, так 

и особыми. 

Пример 2.6.10. Решить  уравнение Лагранжа 

.)1(
2

yxyy ′++′=      (2.6.63) 

Пусть ,ty =′  тогда 

 .)1(
2

txty ++=      (2.6.64) 

Из (2.6.64) получаем выражение для dy  

tdtxdtdxtdy 2)1( +++= .   (2.6.65) 

Основное соотношение (2.6.27) с учетом (2.6.65) имеет вид: 

tdxdttxdxt =+++ )2()1( .   (2.6.66) 

Уравнение (2.6.66) приводим к линейному  неоднородному уравнению 

tx

dt

dx

2−=+ .     (2.6.67) 

Решим однородное уравнение, соответствующее уравнению (2.6.67) 

t

CexCtxdt

x

dx

x

dt

dx −=⇒+−=⇒−=⇒=+ lnln0 .  (2.6.68) 

Варьируем произвольную постоянную, то есть в (2.6.68) считаем, что 

)(tCC = . Тогда  

.)()(
tt

etCetC

dt

dx −− −′=    (2.6.69) 

Подставим в уравнение (2.6.67) вместо x  и 

dt

dx

 их выражения из (2.6.68) и 

(2.6.69): 

ttttt

tetCtetCtetCetCetC 2)('2)('2)()()(' −=⇒−=⇒−=+− −−−−
. (2.6.70) 

Из уравнения (2.6.70) находим )(tC : 

1
2)( CdttetC

t +−= ∫ .    (2.6.71) 

Интеграл в правой части (2.6.71) вычислим методом интегрирования по 

частям. 
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∫∫ −=−=
=⇒=

=⇒=
= tttt

tt

t

etedtete

eVdtedV

dudtut

dtte , то есть  

1
22)( CetetC

tt ++−= .     (2.6.72) 

С учетом (2.6.72) перепишем функцию (2.6.68) 

t

eCtx
−+−−=

1
)1(2 .     (2.6.73) 

Подставим вместо x  в уравнение (2.6.64) выражение из (2.6.73) 

.2)1(
2

1
+−+= −

tetCy
t

 

Таким образом, общее решение уравнения (2.6.63) может быть запи-

сано в параметрической форме 





+−+=

−−=
−

−

,2)1(

),1(2

2

1

1

tetCy

teCx

t

t

  

где 
1

C  – постоянная интегрирования. 

Определение. Уравнение вида  

)'(' yxyy ψ+=      (2.6.74)  

называется уравнением Клеро. 

Уравнение Клеро отличается от уравнения Лагранжа тем, что  в пер-

вом коэффициент при x  равен 'y .  

Будем интегрировать уравнение Клеро тем же методом, что и урав-

нение Лагранжа. 

Пусть ty =' , тогда (2.6.74) запишется в виде  

)(ttxy ψ+= .    (2.6.75) 

Из (2.6.75) получаем  

dttxdttdxdy )('ψ++= .    (2.6.76) 

Основное соотношение (2.6.27) с учетом (2.6.76) запишем в виде 

tdxdttxtdx =++ ))('( ψ .    (2.6.77) 

Уравнение (2.6.77) равносильно совокупности уравнений  

0=dt   (2.6.78) ∨  0)(' =+ tx ψ .  (2.6.79) 
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Из (2.6.78) имеем Ct = . Подставляя в (2.6.75) C  вместо t  получаем  

)(CCxy ϕ+= .     (2.6.80) 

Семейство прямых (2.6.80) и есть общее решение уравнения Клеро. 

Итак, для получения общего решения уравнения Клеро достаточно для 

этого в этом уравнении формально заменить 'y  на C . 

Уравнение (2.6.79) вместе с уравнением (2.6.75) образуют решение урав-

нения Клеро в параметрической форме 





+′−=
′−=

).()(

),(

ttty

tx

ψψ
ψ

    (2.6.81) 

Решение (2.6.81) является особым, если )(tψ ′′  непрерывна и 0)( ≠′′ tψ  [4]. 

Замечание 2.6.4. [3] Любая задача, в которой ищется кривая по 

свойству её касательной, не зависящему от точки касания, приводит к 

уравнению Клеро. При этом наибольший интерес представляет кривая, со-

ответствующая  особому решению уравнения Клеро. 

Пример 2.6.11. [4] Найти кривую, отрезок касательной к которой, 

заключённый  между осями координат, имеет постоянную длину a . 

Решение. Уравнение касательной, проведенной к кривой L  в точке 

),(
00

yx  (см. рис. 10), запишем в виде 

))(('
000

xxxyyy −=− .    (2.6.81) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 10. Касательная, проведённая к кривой L  в точке ),(
00

yx  

 

С помощью уравнения (2.6.81) найдем AO и OB: 
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)('
0

0

0

xy

y

xAO −= ,    (2.6.82) 

)('
000

xyxyOB −= .    (2.6.83) 

По условию aAB = , поэтому с учетом (2.6.82) и (2.6.83) получаем уравне-

ние 

( ) 22

000

2

0

0

0
)('

)('

axyxy

xy

y

x =−+







− .   (2.6.84) 

Так как равенство (2.6.84) выполняется в произвольной точке Lyx ∈),( , то 

приходим к дифференциальному уравнению 

.)(
22

2

ayxy

y

y

x =′−+








′
−    (2.6.85) 

Запишем уравнение (2.6.85) в равносильном виде: 

( ) 2

2

2

'

1

1' a

y

xyy =






 +− .    (2.6.86) 

Уравнение (2.6.86) равносильно совокупности уравнений Клеро: 

2

'1

'

'

y

y

axyy

+
+=       (2.6.87) 

   ∨     

2

'1

'

'

y

y

axyy

+
−=         (2.6.88) 

Общие решения этих уравнений имеют вид 
2

1 C

aC

Cxy

+
+=  и 

2

1 C

aC

Cxy

+
−=  соответственно. 

Найдем решение уравнения (2.6.87), не входящее в семейство 

2

1 C

aC

Cxy

+
+= .  

Положив ty =' , из (2.6.87) получим  

dt

t

a

xtdxdy

t

at

xty

















+
++=⇒

+
+=

2

3

2

2

)1(
1

.   (2.6.89) 

Из соотношения (2.6.27) с учетом (2.6.89) получим уравнение  
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0

)1(
2

3

2

=
















+
+ dt

t

a

x .    (2.6.90) 

Из (2.6.90) следует, что  

2

3

2

)1( t

a

x

+
−= .    (2.6.91) 

Учитывая (2.6.91), из уравнения 2

1/ tatxty ++=  получим выражение для 
y : 

2

3

2

3

)1( t

at

y

+
= .    (2.6.92) 

Исключив параметр t  из (2.6.91) и (2.6.92), получаем уравнение  

3

2

3

2

3

2

ayx =+ .    (2.6.93) 

Как, известно, (2.6.93) – это уравнение астроиды, изображенной на рис. 11.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 11. График астроиды, построенный по уравнению (2.6.93) 

 

Задания для работы в аудитории 

 

1. Решить уравнения. 

a) (№ 1.118[2])      Ответы: 

0')('
32 =−−+ xyyxyyy ;    














=














−









+
− 0

1
2

2
x

Cey

Cx

y  

b) (№ 1.119[2]) 

0sin2')2(sin'
2 =−−+ xxyyxyxy   ( )( )( )0cos

2

=−−− −
CyeCxy

x

 

 

c) (№ 1.121[2]) 

0')('
222 =++− yxyxyy     ( ) 








=







 −−− 0

3

3

C

x

yCey
x
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2. Решить уравнения методом введения параметра 

a) (№ 267[7])       Ответы: 

''
3

yyx +=       








++=

+=

Ctty

ttx

24

3

2

1

4

3

,

 

b) (№ 271[7])        Ответы: 

32

'2' yyy +=        





=+=
++=

0,2

23

23

2

ytty

Cttx

 

3. Решить уравнения  Лагранжа и Клеро. 

Ответы: 

a) (№ 287[7]). 
2

'' yxyy −=      






 =−=
4

;

2

2
x

yCCxy  

b) (№ 290[7]). )'2(' yxyy +−=     ( )2−−= CCxy  

c) (№ 567[7]). 
2

'

1

'

1

y

y

y

x +=     






 −=−= xy

C

Cxy 4;

1
2

 

d) (№ 562[7]). 
2

')2'(2 xyyy =+    ( ) 






 =−= 0;

1 2

yCx

C

y  

Задания для работы вне аудитории. Обязательный минимум 

1. Решить уравнения. 

Ответы: 

a) (№ 15[6]). 

'

1

'

y

xyy +=     






 =+= xy

C

Cxy 4;

1
2

 

b) (№ 12[6]). 
42

9' yy =      








+
=

2

2

)3(

1

Cx

y  

c) (№ 16 [6]). 2''
3 +−= yyx     

























+−=

+−=

C

t

ty

ttx

2

4

3

24

3

,2

 

d) (№ 76[2]). 0'2'
2 =+− yxyyy     ( )xyCCxy ±=−= ;2

22

 

e) (№ 74[2]). 0'2'
222 =−− xxyyyx    ( )22

2 CxCy =+  
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f) (№ 555[4]). 
32

'2' yyy +=     


















=+=
++=

0;2

32

32

2

ytty

Cttx

 

Задания повышенного уровня сложности 

 

1 (№ 568 [4]). Составить дифференциальное уравнение кривой, касатель-

ные к которой отсекают на осях координат отрезки, составляющие в сумме 

a2 . 

       Ответ: 
)1'(

'

2'

−
+=

y

y

axyy . 

2 (№ 569 [4]). Составить дифференциальное уравнение кривой, касатель-

ная к которой образует  с осями координат треугольник площадью 
2

2a . 

       Ответ: '2' yaxyy −+= . 

3.Решить уравнения. 

         Ответы: 

a) (№ 565 [4]). 
2

'1' yxyy −+= .  ( )1;1
222 =−−+= xyCCxy . 

b) (№ 564 [4]). 
2

'1' yaxyy +−= . ( )0;;1
2222 <=++−= ayayxCaCxy . 

c) (№ 270 [7]). 1)'ln(' =− yxy .   
























+−=

+=

Ctty

t

tx

ln

,

1

ln

. 

d) (№ 278 [7]). yxxyy 4'2'
22 −=− .   







 =−−=
2

;

2

)(

4

222

x

y

CxC

y . 

4. Решить уравнения. 

         Ответы: 

a) (№ 364 [7]). 'sin'2 yyxy =− .  




























=++=

++=

.0;

2cos2

sin

,

cossin

22

y

t

C

t

t

ty

t

C

t

t

t

t

x

y . 

b) (№ 376 [7]). .1
2

yyy +′=   















=+=

+++−+=

0;1

,ln)11ln(12

2

22

ytty

Ctttx

. 
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Контрольные вопросы 

 

1. Как ставится задача Коши для уравнения первого порядка, не разрешён-

ного относительно 'y ? 

2. В чем состоит различие между полем направлений, определяемым урав-

нением первого порядка, не разрешенным относительно производной и 

полем направлений уравнения ),(' yxfy = ? 

3. Как интегрируется уравнение вида 0)'( =yF ? 

4. Как интегрируется уравнение вида 0)',( =yxF ? 

5. Как интегрируется уравнение вида 0)',( =yyF ? 

6. Дайте определение уравнения Лагранжа и поясните метод его интегри-

рования. 

7. Дайте определение уравнения Клеро и поясните метод его решения. 

8. Какие вы знаете геометрические задачи на плоскости, приводящие к 

уравнению Клеро? 

9. Какие кривые могут быть особыми решениями уравнения  Лагранжа? 

10. Может ли иметь особые решения уравнение Клеро? 

11. Чем отличается уравнение Клеро от уравнения Лагранжа? 

12. Пусть уравнение 0)',,( =yyxF  разрешено относительно искомой 

функции, то есть оно равносильно уравнению )',( yxy ϕ=  (2.6.94) . Как 

интегрируется уравнение (2.6.94) методом введения параметра? 

13. Пусть уравнение 0)',,( =yyxF  разрешено относительно независимой 

переменной, то есть оно равносильно уравнению )',( yyx ϕ= (2.6.95) . Как 

интегрируется уравнение (2.6.95) методом введения параметра? 

14. Поясните, что означает утверждение: задача Коши с начальными дан-

ными 
0

x , 
0

y  имеет единственное решение  относительно уравнения 

0)',,( =yyxF ? 
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15. Изобразите поле направлений дифференциального уравнения 

05'4'
2 =−− yy . Есть ли точка ( )

00
, yx , такая, что задача Коши с начальными 

данными 
0

x , 
0

y  имеет неединственное решение? 
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Практическое занятие № 7. Тема. Теоремы существования 

и единственности решения задачи Коши. Особые решения. 

Метод Пикара приближённого решения задачи Коши 

 

Одной из важнейших задач в  теории дифференциальных уравнений 

и в многочисленных ее приложениях является так называемая задача Ко-

ши или начальная задача. 

Сформулируем ее для дифференциального уравнения  

).,(' yxfy =       (2.7.1) 

Для уравнения (2.7.1) задача Коши ставится так: среди всех решений урав-

нения (2.7.1.) найти такое решение )(xyy = , что функция )(xy  принимает 

заданное значение 
0

y  при заданном значении аргумента 
0

x , то есть 

00
)( yxy = . Числа 

00
, yx  называются начальными данными, а условие 

0
yy =  при 

0
xx =  – начальным условием  решения задачи Коши. Важно 

помнить, что 
0

x  и 
0

y  – наперед заданные числа. 

Задача Коши геометрически формулируется следующим образом: 

среди всех интегральных кривых уравнения (2.7.1.) найти ту, которая про-

ходит через точку ),(
00

yx . 

Определение 2.7.1. Говорят, что задача Коши  

00
)(  ),,(' yxyyxfy ==      (2.7.2)  

имеет единственное решение, если существует такое 0>h , что на отрезке 

],[
00

hxhx +−  определено решение )(xyy = , удовлетворяющее условию 

00
)( yxy = , и не существует решения, определенного на этом же отрезке и 

не совпадающего с решением )(xyy =  хотя бы в одной точке отрезка 

],[
00

hxhx +− , отличной от точки 
0

x . В противном случае задача Коши име-

ет неединственное решение.  

Вопрос о единственности решения задачи Коши представляет ис-

ключительный интерес не только для теории дифференциальных уравне-

ний, но и для разнообразных ее применений. 
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Теорема Пикара [4]. Пусть функция ),( yxf  удовлетворяет условиям: 

1) ),( yxf  непрерывна в прямоугольнике 

{ }byyaxxyxÏ ≤−≤−=
00

,/),( , то есть 0>∃ M  такое, что 

;),(/),( MyxfÏyx ≤∈∀  

2) ),( yxf  удовлетворяет условию Липшица в прямоугольнике Ï , то 

есть 0>∃ L  такое, что для любых двух точек ),(
1

yx  и ),(
2

yx , принадле-

жащих прямоугольнику Ï , выполняется неравенство 

2121
),(),( yyLyxfyxf −≤− . Тогда уравнение (2.7.2) имеет единственное 

решение )(xyy = , удовлетворяющее начальному условию 
00

)( yxy = . Это 

решение определено и непрерывно дифференцируемо на отрезке  

],[
00

hxhx +− , где 






=
M

b

ah ,min  и не выходит из прямоугольника Ï , то 

есть при ],[
00

hxhxx +−∈  выполняется неравенство byxy ≤−
0

)( . 

Замечание 2.7.1 [2, 4]. Условие Липшица может быть заменено бо-

лее грубым, но легко проверяемым условием существования ограниченной 

частной производной ),(' yxf
y

 в прямоугольнике Ï . 

В самом деле, если Kyxf
y

≤),(' , то по теореме Лагранжа о конеч-

ном приращении ))(,('),(),(
2121

yyxfyxfyxf
y

−=− ξ , где ξ  – значение 

переменной y , промежуточное между 
1

y  и 
2

y . 

Следовательно, точка Ïx ∈),( ξ , поэтому выполняется неравенство 

Kxf ≤),( ξ  и верна оценка  

2121
),(),( yyKyxfyxf −≤−  .   (2.7.3) 

Из неравенства (2.7.3) следует, что в качестве константы Липшица 

можно принять K . Итак, если выполняется неравенство Kyxf
y

≤),('  в 

прямоугольнике Ï , то по необходимости выполняется условие Липшица. 

Обратное неверно. 
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Так, например, функция yyxf =),(  удовлетворяет условию Лип-

шица на всей плоскости R
2

. 

В самом деле,  

212121
),(),( yyyyyxfyxf −≤−=− .   (2.7.4) 

Из неравенства (2.7.4) следует, что постоянная Липшица 1=L . Вме-

сте с тем  в точках )0 ,(x  частная производная ),(' yxf
y

 не существует. 

Определение 2.7.2. Решение уравнения (2.7.1), в каждой точке кото-

рого нарушается единственность решения задачи (2.7.2), называется осо-

бым решением уравнения (2.7.1). 

Из определения общего решения уравнения (2.7.1) и определения 

особого решения следует, что особое решение не содержится в формуле 

общего решения (общего интеграла) ни при каком значении произвольной 

постоянной C , включая ∞± . 

Приведем алгоритм нахождения особых решений уравнения (2.7.1) , 

он вытекает из теоремы Пикара. Действительно, из теоремы Пикара можно 

вывести только необходимое условие для особого решения. 

Как правило, рассматривают уравнение (2.7.1) там, где правая часть 

),( yxf  или 

),(

1

yxf

 непрерывна. 

Поэтому в точках особого решения нарушается условие ограничен-

ности ),(' yxf
y

.  

Чтобы найти особые решения уравнения (2.7.1) в предположении, 

что ),( yxf  непрерывна, нужно: 

1) найти кривые, подозрительные на особое решение, то есть кривые, 

вдоль которых ),(' yxf
y

 не ограничена; 

2) если таких кривых несколько, то проверить, являются ли они ре-

шениями (интегральными кривыми) уравнения (2.7.1); 
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3) если кривая L , подозрительная на особое решение, является ре-

шением (2.7.1), то убедиться, что в каждой ее точке нарушается 

единственность решения. 

Если выполняются все эти условия, то L  – особое решение 

уравнения (2.7.1). 

Пример 2.7.1. Решение 0=y  уравнения  

),(3'
3

2

yxfyy ≡=     (2.7.5) 

является особым. 

Действительно, правая часть уравнения (2.7.5) непрерывна всюду в 

R
2

. Но 
3

2

),('

y

yxf
y

= обращается в бесконечность в точках оси Ox . 

Общее решение уравнения (2.7.5) запишем в виде:  

3

)( Cxy += .    (2.7.6) 

Формула (2.7.6) задаёт семейство кубических парабол, точки переги-

ба которых расположены на прямой 0=y . Кроме этого, 0=y  – очевидное 

решение уравнения (2.7.5), которое нельзя получить из формулы (2.7.6) ни 

при каком значении ],[ +∞−∞∈C . Так как через каждую точку прямой 

0=y  проходит и кубическая парабола и сама прямая 0=y , то в каждой 

точке интегральной прямой 0=y  нарушается единственность решения. 

Вывод: 0=y  – особое решение уравнения (2.7.5). 

Пример 2.7.2. Найти особые решения уравнения  

2

1' yy −=       (2.7.7)  

2

1),( yyxf −= . Функция ),( yxf  определена и непрерывна  всюду в по-

лосе плоскости 11, ≤≤−+∞<<∞− yx . Но 
2

1

),('

y

y

yxf
y

−
−= обращает-

ся в бесконечность в точках прямых 1=y  и 1−=y . При этом 1=y  и 

1−=y  – очевидные решения уравнения (2.7.7). 
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Найдём общее решение уравнения (2.7.7). 

,2/,arcsin1/
2 π≤++=⇒=− CxCxydxydy  

2

),sin(

π≤++= CxCxy .    (2.7.8) 

Итак, общее решение уравнения (2.7.7) задаётся формулой (2.7.8). 

Интегральные кривые семейства (2.7.8) изображены на рис. 12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 12. Интегральные кривые семейства (2.7.8) 

 

Все интегральные кривые семейства (2.7.8) можно получить из инте-

гральной кривой 
0

L  смещением вправо и влево. Из рис.9 видно, что все 

интегральные кривые семейства (2.7.8) касаются прямых 1=y  и 1−=y . 

таким образом, через каждую точку прямой 1=y ( 1−=y ) проходит и дуга  

синусоиды и сама прямая 1=y ( 1−=y ), то есть в каждой точке прямых 

1±=y  нарушается единственность решения. Вывод: прямые 1=y  и 

1−=y , и только они являются особыми решениями уравнения (2.7.7). 

Отметим, что решение задачи Коши напрямую связано с так называе-

мым интегральным уравнением, которое эффективно используется для при-

ближённого решения задачи Коши (2.7.2). Покажем, что решение задачи Ко-

ши равносильно решению некоторого интегрального уравнения, то есть 

уравнения, в котором искомая функция находится под знаком интеграла. 
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Пусть )(xyy =  – решение уравнения (2.7.1), заданное в некоторой 

окрестности ( )
0000

, hxhx +−  точки 
0

x  и удовлетворяющее начальному ус-

ловию 
00

)( yxy = . Тогда при ),(
0000

hxhxx +−∈  выполняется тождество 

))((,(' xyxfy ≡ . Интегрируя это тождество по x  и учитывая начальное ус-

ловие 
00

)( yxy = , получим  

∫ +−∈+≡
x

x

hxhxxdttytfyxy

0

),(,))(,()(
00000

.  (2.7.9) 

Тождество (2.7.9) свидетельствует о том, что решение задачи Коши 

удовлетворяет интегральному уравнению  

∫+=
x

x

dttytfyy

0

))(,(
0

.    (2.7.10) 

Обратно, если непрерывная функция )(xyy = , ),(
0000

hxhxx +−∈  

удовлетворяет интегральному уравнению (2.7.10), то можно проверить, что 

)(xy  является решением задачи Коши.  

Решение )(xyy =  интегрального уравнения (2.7.10) для всех x , 

близких к 
0

x , можно построить методом последовательных приближений 

по формуле  

∫ =+= −

x

x

nn
ndttytfyxy

0

...2 ,1  ,))(,()(
10

   (2.7.11) 

Здесь 
00

)( yxy ≡ , хотя в качестве 
0

y  можно взять любую другую не-

прерывную на отрезке [ ]
0000

, hxhx +−  функцию [8].  

Пусть )(xy
n

 – приближённое решение задачи Коши (2.7.2). Возника-

ет вопрос, какова погрешность приближенного решения? Ответ на этот во-

прос даёт следующая формула оценки погрешности  

!

)()(

1

n

hML

xyxy

nn

n

−

≤− ,    (2.7.12) 

где 






=
M

b

ah ,min . 
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Точное решение )(xy  задачи Коши является пределом последова-

тельности  

),...(),...(),(),(
210

xyxyxyxy
n

,    (2.7.13)  

общий член которой вычисляется по формуле (2.7.11). 

Доказательство этого факта представляет собой один из этапов дока-

зательства теоремы Пикара [6].  

Пример 2.7.3. Доказать, что уравнение  

22

' yxy +=      (2.7.14) 

удовлетворяет всем условиям теоремы Пикара и построить четыре первых 

приближения к решению задачи Коши с начальным условием 0)0( =y . 

Оценить погрешность третьего приближения. 

Решение. Так как правая часть уравнения (2.7.14) является много-

членом относительно x  и y , то существует решение уравнения с любыми 

начальными  данными 
00

, yx , и это решение единственно. Для оценки об-

ласти определения решения построим прямоугольник 

{ }byaxyxÏ ≤≤= ,/),( , взяв в качестве a  и b  любые положительные 

числа, например, 2== ba . Тогда 

4

1

8

2

,2min;822
22 =







==+= hM . 

Таким образом, уравнение (2.7.14) имеет единственное решение 

)(xyy = , удовлетворяющее условию 0)0( =y , которое определено и не-

прерывно дифференцируемо, по крайней мере, на отрезке 




−
4

1

,

4

1

. 

2)(

4

1

,

4

1 ≤




−∈∀ xyx . 

Примем в качестве нулевого приближения функцию 0)(
0

=xy . Ос-

тальные приближения вычислим по формуле (2.7.11) 

∫ ===
x x

xt

dtty

0

3

0

3

2

1
;

33
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∫ +=






 +=






 +=
x

x
xxtt

dt

t

ty

0

73

0

736

2

2
;

6336339

 

∫ =






 +++=
x

dt

ttt

ty

0

2

14106

2

3

63189

2

9

 

.

103951979

2

633156311189

2

633

151173

0

2

151173

xxxxtttt

x

+++=








×
+

×
++=  

Согласно неравенству (2.7.12) имеем оценку погрешности )(
3

xyy = : 

6

4

1

8

)()(

3

2

3










≤−
L

xyxy  .    (2.7.15) 

В неравенстве (2.7.15) ),('max yxfL
y

=  в прямоугольнике Ï . 

yyxf
y

2),(' = , следовательно, 4=L . 

.33,0

3

1

6

4

1
48

)()(

3

2

3
≈=

⋅⋅
≤− xyxy . 

Ответ: ,

633

)(   ,

3

)(   ,0)(

73

2

3

10

xx

xy

x

xyxy +===  

.33,0)()(  ;

103951979

2

633

)(
3

151173

3
≤−+++= xyxy

xxxx

xy  

Замечание 2.7.2. Уравнение (2.7.14) является частным случаем спе-

циального уравнения Риккати  

,
2 m

BxAy

dx

dy =+      (2.7.16)  

где mBA ,,  – постоянные числа. 

При 0=m  или 2−=m  уравнение (2.7.16) интегрируется в квадрату-

рах, а также при любом значении m , для которого выражение 

 ,

42 +m

m

    (2.7.17) 

где 2;0 −≠m , является целым числом.  
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При всех других значениях показателя m  уравнение  (2.7.16) не ин-

тегрируется в квадратурах [4]. Для уравнения (2.7.14) 

4

1

42

=
+m

m

 – не це-

лое число. Поэтому уравнение (2.7.14) не интегрируется в квадратурах. 

Рассмотренный нами пример 2.7.3 и замечание 2.7.2 являются под-

тверждением того, что в теории дифференциальных уравнений и в её мно-

гочисленных приложениях особое значение приобретают приближённые 

(численные) методы интегрирования дифференциальных уравнений. 

Замечание 2.7.3. Если в процессе интегрирования дифференциаль-

ного уравнения (2.7.1) мы делим обе его части на некоторую функцию 

),( yxM , то мы получаем, вообще говоря, уравнение, не равносильное дан-

ному, так как могут быть потеряны решения вида )(xyy =  или )( yxx = , 

для которых ),( yxM  обращается в нуль. Если эти решения не содержатся 

в формуле общего решения (общего интеграла), то, очевидно, они являют-

ся особыми. 

Пример 2.7.4. ([5, №141]) Общее решение дифференциального урав-

нения  

012
2 =+− ydydxyx      (2.7.18)  

задаётся формулой  

Cyx =−− 22

1 .     (2.7.19). 

В процессе интегрирования уравнения (2.7.18) обе его части делятся 

на 
2

1 y− .Очевидными решениями уравнения  (2.7.18) являются прямые 

1=y  и 1−=y  , в точках которых 
2

1 y−  обращается в нуль. Эти решения 

нельзя найти из формулы (2.7.19) ни при каком числовом значении 

];[ +∞−∞∈C . Согласно замечанию 2.7.3  1=y  и 1−=y  – особые решения 

уравнения (2.7.18).  

Обратимся теперь к вопросу об особых решениях дифференциально-

го уравнения  
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0)',,( =yyxF ,    (2.7.20) 

не разрешенного относительно производной 'y . 

Задача нахождения решения )(xyy =  уравнения  (2.7.20) , удовле-

творяющего условию 
00

)( yxy = , где 
00

, yx  – наперёд заданные числа, на-

зывается задачей Коши, как и в случае уравнения (2.7.1). Решение задачи 

Коши с начальными данными 
00

, yx  называется единственным для уравне-

ния (2.7.20), если через точку ),(
00

yx  в достаточно малой её окрестности 

проходит столько интегральных кривых, сколько направлений поля опре-

деляет уравнение (2.7.1) в этой точке. В противном случае задача Коши 

имеет неединственное решение.  

Достаточные  условия существования и единственности решения за-

дачи Коши 0)',,( =yyxF , 
00

)( yxy =  сформулируем в виде теоремы. 

Теорема 2.7.1 [4]. Пусть функция )',,( yyxF  удовлетворяет условиям: 

1). )',,( yyxF  определена и непрерывна вместе со своими частными 

производными в некоторой замкнутой окрестности точки  );',,(
000

yyx  

2). 0)',,(
000
=yyxF ; 

3). 0)',,(
000
≠′′ yyxF

y
. 

Тогда уравнение (2.7.20) имеет единственное решение )(xyy = , оп-

ределенное и непрерывно дифференцируемое в некоторой окрестности 

точки 
0

x , удовлетворяющее начальному условию 
0

yy = при 
0

xx =  и такое, 

что 
00
')(' yxy = .  

Пример 2.7.5 [4]. Общий интеграл уравнения  

0'4'
3 =− yyy      (2.7.21) 

имеет вид:  

.0))()(( =−+−−− CxyCxyCy    (2.7.22) 

Прямая 0=y  является особым решением уравнения (2.7.21). Заметим, что 

в точках этой прямой не выполняется условие 3 сформулированной выше 

теоремы. 



 119

Замечание 2.7.4. Особое решение уравнения (2.7.1) нельзя найти из 

семейства интегральных кривых, образующих общее решение (2.7.1) ни 

при каком значении произвольной постоянной ];[ +∞−∞∈Ñ . В случае 

уравнения (2.7.20) дело обстоит иначе. Так, например, особое решение 

0=y  уравнения (2.7.21) получается из формулы (2.7.22)  при 0=C .  

Очевидно, что в точках особого решения должно быть нарушено хо-

тя бы одно из трёх условий теоремы 2.7.1. В дифференциальных уравнени-

ях, встречающихся в приложениях, выполняются обычно условия 1 и 2, но 

условие 3 часто нарушается. 

Если считать выполненным условие 1 теоремы 2.7.1, то кривые, по-

дозрительные на особое решение уравнения (2.7.20), могут быть найдены 

исключением 'y  из системы  





=′
=

′ .0)',,(

,0)',,(

yyxF

yyxF

y

     (2.7.23) 

Кривая ,0),( =yxD  полученная из системы (2.7.23) исключением y′ , 
называется дискриминантной кривой дифференциального уравнения 

(2.7.20).  Дискриминантная кривая будет особым решением уравнения 

(2.7.20), если она является решением этого уравнения и в каждой её точке 

нарушается единственность решения задачи Коши. 

Пример 2.7.6 [4]. Дискриминантной кривой дифференциального 

уравнения  

04'2'
2 =+− xyyxy      (2.7.24) 

является кривая второго порядка 04
22 =− xy , распадающаяся на две пря-

мые xy 2=  и xy 2−= . 

В самом деле, система (2.7.23) в нашем случае имеет вид: 

⇒







=−

≠=
⇒










=+−

≠=
⇒





=−
=+−

04

),0('

04

2

),0('

02'2

,04'2'

22

22

2

xy

x

x

y

y

x

x

y

x

y

x

x

y

y

yxy

xyyxy

  

04
22 =−⇒ xy  – дискриминантная кривая дифференциального урав-

нения (2.7.24). 
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Полупрямые )0(2 ≠±= xxy  являются особыми решениями уравне-

ния (2.7.24), так как в каждой точке этих полупрямых нарушается единст-

венность решения задачи Коши [4].  

Понятие огибающей семейства кривых  существенно используется 

в процессе поиска особых решений дифференциального уравнения. 

Определение 2.7.3 [7] Огибающей однопараметрического семейства 

кривых  

0),,( =Φ pyx      (2.7.25) 

называется кривая, которая касается каждой кривой семейства (2.7.25) в 

одной или нескольких точках и притом вся состоит из этих точек касания. 

Пример 2.7.7. Найти огибающую семейства окружностей 

.01)(
22 =−+− yax     (2.7.26) 

Продифференцируем по параметру a  левую часть уравнения (2.7.26) 

и исключим a  из системы  





=−−
=−+−

,0)(2

,01)(
22

ax

yax

   





=−
=

⇒
.01

,

      
2

y

ax

 

Прямые 1±=y  касаются каждой окружности семейства (2.7.26), по-

этому являются огибающими семейства окружностей (2.7.26)  (см. рис.13). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 13. Прямые 1±=y  касаются семейства окружностей (2.7.26) 

 

Из курса математического анализа (см. [7]) известно, что огибающая 

входит в состав дискриминантной кривой.  

Предположим, что общий интеграл уравнения (2.7.20) записан в виде: 
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.0),,( =Φ Cyx      (2.7.27) 

Если есть огибающая семейства (2.7.27), то согласно определению 

2.7.3 она является особым решением уравнения (2.7.20), ибо в каждой сво-

ей точке огибающая имеет общую касательную с некоторой кривой семей-

ства (2.7.27). Это же означает, что число интегральных кривых, проходя-

щих через каждую точку огибающей, больше, чем число направлений по-

ля, определяемых уравнением (2.7.20) в этой точке. 

Таким образом, особые решения уравнения (2.7.20) можно опреде-

лить с помощью огибающей.  

Пусть L  – некоторая ветвь C  – дискриминантной кривой семейства 

(2.7.27), то есть кривой 0),( =yxϕ , получающейся исключением C  из сис-

темы 





=Φ′
=Φ

.0),,(

,0),,(

Cyx

Cyx

C

    (2.7.28) 

Для того, чтобы L  была огибающей семейства (2.7.27), достаточно 

выполнения условий, приведённых в следующей теореме. 

Теорема 2.7.2 [2]. Кривая L , удовлетворяющая системе (2.7.28), является 

огибающей семейства (2.7.27), если на ней выполнены условия: 

1) существуют ограниченные по модулю частные производные, то есть 

0,0,,
2121
>>≤

∂
Φ∂≤

∂
Φ∂

NNN

y

N

x

; 

2) 0≠
∂
Φ∂
x

или 0≠
∂
Φ∂
y

. 

Замечание 2.7.5. а) Условие 2 теоремы 2.7.2 может быть записано в 

виде 0>
∂
Φ∂+

∂
Φ∂

yx

; б) условия 1 и 2 теоремы 2.7.2, являясь достаточными, 

отнюдь не являются необходимыми. Это означает, что кривые, на которых 

нарушено хотя бы одно из условий 1 или 2, могут быть огибающими. 

Пример 2.7.8 [2]. Известно, что уравнением  
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0)()(
32 =−−− CxCy     (2.7.29) 

задано семейство интегральных кривых дифференциального уравнения 

Лагранжа  

.

27

8

4

9
32

yyyx ′−′=−     (2.7.30) 

Найти особое решение уравнения (2.7.30). 

С учётом (2.7.29) запишем систему вида (2.7.28) 





=−+−−
=−−−

.0)(3)(2

,0)()(

2

32

CxCy

CxCy

     (2.7.31) 

Система (2.7.31) равносильна совокупности систем: 





=
=

xy

xC ,

      (2.7.32)  

или  










−=

−=

.

27

4

,

9

4

xy

xC

     (2.7.33) 

Таким образом, C  – дискриминантная кривая дифференциального 

уравнения (2.7.30) согласно (2.7.32) и (2.7.33) распадается на две прямые: 

xy =  и 

27

4−= xy . 

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что функция xy =  

не является решением уравнения (2.7.30). Прямая 

27

4−= xy  является осо-

бым решением, так как на ней выполнены оба условия теоремы 2.7.2. 

Пример 2.7.9 [2]. Дано семейство интегральных кривых 

0)(
32 =−− Cxy      (2.7.34)  

некоторого дифференциального уравнения. Найти  особое решение этого 

же уравнения. 
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Решение. Определим C  – дискриминантную кривую из системы ви-

да (2.7.28): 





=
=

⇔




=−
=−−

.0

,

0

,0)(
32

y

xC

Cx

Cxy

 

Итак, 0=y  – дискриминантная кривая дифференциального уравне-

ния, общее решение которого записано в виде семейства (2.7.34). 

На прямой 0=y  обе частные производные 

x∂
Φ∂
и 

y∂
Φ∂

 обращаются  в 

нуль, то есть не выполняется условие 2 теоремы 2.7.2. 

Ввиду условия 0=
∂
Φ∂=

∂
Φ∂

yx

 при 0=y  делаем вывод: прямая 0=y  – 

геометрическое место точек кривых семейства (2.7.34). Эти точки называ-

ются точками возврата. 

Прямая 0=y  касается каждой кривой семейства полукубических  

парабол (2.7.34) в точке возврата и вся состоит из таких точек. Согласно 

определению 2.7.3 прямая 0=y  – огибающая семейства (2.7.34), следова-

тельно, 0=y  – особое решение дифференциального уравнения, общим ин-

тегралом которого является семейство интегральных кривых (2.7.34) (см. 

рис. 14). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 14. Прямая 0=y  – огибающая семейства интегральных 

кривых 0)(
32 =−− Cxy  
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Правило А отыскания особых решений уравнения (2.7.20) 

 

1. Найти кривые, подозрительные на особое решение, они явля-

ются ветвями дискриминантной кривой ),( yxD , полученной из сис-

темы (2.7.23) исключением 'y . 

2. Для каждой ветви дискриминантной кривой проверить, являет-

ся ли эта ветвь решением уравнения (2.7.20). 

3. Если ветвь дискриминантной кривой является решением урав-

нения (2.7.20) и вся состоит из точек неединственности решения за-

дачи Коши, то она является особым решением уравнения (2.7.20). 

Замечание 2.7.6. Если не существует действительных ветвей дискри-

минантной кривой уравнения (2.7.20) или существуют ветви дискрими-

нантной кривой, ни одна из которых не является решением уравнения 

(2.7.20), то нет особых решений этого уравнения. Дискриминантная кривая 

также не является особым решением уравнения (2.7.20), если она является 

решением уравнения  (2.7.20), но не представляет собой геометрическое 

место точек неединственности решения задачи Коши. 

Правило Б отыскания особых решений уравнения (2.7.20). 

1. Найти C  – дискриминантную кривую 0),( =yxD
C

 уравнения 

(2.7.20) исключением C  из системы (2.7.28). 

2. Для каждой действительной ветви кривой 0),( =yxD
C

 проверить, 

является ли она огибающей семейства (2.7.27). Если некоторая ветвь 

)(xy ϕ=  кривой 0),( =yxD
C

 является огибающей семейства (2.7.27), то 

)(xy ϕ=  – особое решение уравнения (2.7.20). 

Замечание 2.7.7. В общем случае, чтобы узнать, является ли ветвь 

)(xy ϕ=  дискриминантной кривой  огибающей семейства (2.7.27) , следу-

ет выяснить, касаются ли её в каждой точке кривые семейства (2.7.27). 

Пример 2.7.10 [1]. Найти особые решения дифференциального урав-

нения  
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.04
2 =+′−′ x

eyyy    (2.7.35) 

Решение. Воспользуемся правилом А. Найдем дискриминантную 

кривую исключением 'y из системы вида (2.7.23): 





=−
=+−

.0'2

,04''
2

yy

eyyy
x

     (2.7.36) 

Система (2.7.36) равносильна совокупности систем: 









=

=

2
4

,

2

'

x

ey

y

y

     (2.7.37)  

или  









−=

=

.4

,

2

'

2

x

ey

y

y

     (2.7.38) 

Из (2.7.37) и (2.7.38) следует, что кривые 
2

4

x

ey = и 2
4

x

ey −=  – ветви 

дискриминантной кривой 016),(
2 =−= x

eyyxD . 

Кроме того, 
2

4

x

ey =  и 
2

4

x

ey −=  – интегральные кривые уравнения 

(2.7.35), нетрудно в этом убедиться. 

Найдем общее решение уравнения (2.7.35) методом введения пара-

метра: 









+=

=′

.

4

,

x

e

p

py

py

    (2.7.39) 

Основное соотношение dxydy ′=  с учётом (2.7.39) запишем в виде: 

.)4()4(

44

1
22

2
dxeppdpeppdxdx

p

e

dp

p

e
xx

xx

−=−⇒=+






 −  (2.7.40) 

Уравнение (2.7.40) равносильно совокупности уравнений  

04
2 =− x

ep       (2.7.41)  
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или  

.0=− pdxdp      (2.7.42). 

Из (2.7.41) следует, что 
2

2

x

ep =  или 
2

2

x

ep −= . 

Решив уравнение (2.7.42) как уравнение с разделяющимися перемен-

ными, получим  

x

Cep =      (2.7.43).  

Заменяя во втором уравнении системы (2.7.39) p  согласно (2.7.43), 

получим общее решение уравнения (2.7.35) 

./4 CCey
x +=     (2.7.44) 

Очевидно, значениям 
2

2

x

ep ±=  соответствуют ветви дискриминант-

ной кривой, найденной из системы (2.7.36).  

Покажем, что в каждой своей точке интегральная кривая 
2

4

x

ey =  ка-

сается одной из кривых семейства (2.7.44). 

Условие касания кривой 
2

4

x

ey =  с кривой семейства (2.7.44) запишем 

в виде системы:  









=

+=

.2

,/44

2

2

x

x

x

x

Cee

CCee

    (2.7.45) 

Выразив C  из второго уравнения системы (2.7.45), подставим в первое 

уравнение: 









=

=










+=

= −

−

−

−

.44

,2

,

2

4

24

,2

22

2

2

22

2

xx

x

x

x

xx

x

ee

eC

e

eee

eC

   (2.7.46) 

Второе уравнение системы (2.7.46) выполняется тождественно. Это 

означает, что какую бы точку мы ни взяли на интегральной кривой 

2
4:

x

ey =l , найдётся соответствующая ей кривая семейства (2.7.44), ка-
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сающаяся l  в этой точке. Аналогично доказывается, что вторая ветвь 

2
4

x

ey −=  дискриминантной кривой является интегральной кривой уравне-

ния (2.7.35), сплошь состоящей из точек неединственности решения задачи 

Коши. Тем самым установлено, что кривые ,4
2

x

ey ±=
 
и только они, явля-

ются особыми решениями уравнения (2.7.35). 

Далее воспользуемся правилом Б. 

Найдем C  – дискриминантную кривую уравнения (2.7.35), исключив 

C  из системы вида (2.7.28) 









=

=
⇒










=−

=−− −

,4

,2

,0

4

,0

4

2

2

2

x

x

x

x

ey

eC

e

C

C

Cey

  (2.7.47)  

или  









−=

−=

.4

,2

2

2

x

x

ey

eC

     (2.7.48) 

Из (2.7.47) и (2.7.48) видно, что кривые 2

1
4:

x

ey =l и 
2

2
4:

x

ey −=l  яв-

ляются C  – дискриминантной кривой.  

В точках кривой 
1
l  выполнены условия теоремы 2.7.2 , так функция 

C

CeyCyx
x

4

),,( −−−=Φ  непрерывно дифференцируема как по перемен-

ной x , так и по переменной y , и кроме того, 01 ≠−=
∂
Φ∂
y

. Следовательно, 

1
l  – огибающая семейства (2.7.44), а значит, особое решение уравнения 

(2.7.35). Аналогичными рассуждениями устанавливается, что кривая 
2

l  

является тоже особым решением уравнения (2.7.35). 
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Задания для работы в аудитории 

 

1. Построить последовательные приближения )(),(),(
210

xyxyxy  к реше-

нию данного уравнения с начальными данными. 

а) (№221[6]). 0)0(,'
2 =−= yyxy . 

Ответ: 
202

)(  ,

2

)(,0)(

52

2

2

10

xx

xy

x

xyxy −=== . 

2. Указать какой-нибудь отрезок, на котором существует решение с дан-

ными начальными условиями. 

а) (№223[3]). 0)0(  ,'
3 =+= yyxy . 

Ответ: [ ]5,0;5,0− . 

3. Для уравнения 
2

' yxy −=  с начальным условием 0)0( =y  построить 

третье приближение )(
3

xy  к решению и оценить его погрешность при 

[ ]5,0;0∈x . 

 Ответ: .00003,0)()(   ;

4400160202

)(
3

11852

3
<−−+−= xyxy

xxxx

xy . 

4. Могут ли пересекаться графики двух решений уравнения на плоскости 

xOy  в некоторой точке ),(
00

yx  

        Ответы: 

а) 
32

' xyxy +=        (нет); 

б) 0')('
2 =++− xyyyxy      (да). 

5. Найти особые решения дифференциальных уравнений 

        Ответы: 

а) 
2

1' yy −=        )1,1( −== yy
;
 

б) 'ln' yyxy −+=       )1( += xy
.
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Задания для работы вне аудитории. Обязательный минимум 

 

1. Построить последовательные приближения )(),(),(
210

xyxyxy  к ре-

шению данного уравнения с начальным условием:  

      а) (№221[3]) 1)1(,13'
2 =−+= yxyy . 

 Ответ: 
7

1

1)(,)(,1)(

7

3

2

3

10

−+−+=== x

xxxyxxyxy . 

2. Указать какой-нибудь отрезок, на котором существует решение с 

данным начальным условием. 

а) (№223[3]). 0)1(, =+= xet

dt

dx
x

 

      Ответ: [ ]2,1;8,0 . 

3. Для уравнения yxy +='  с начальным условием 0)0( =y  построить 

второе приближение )(
2

xy  к решению и оценить его погрешность 

при 




−∈
2

1

,

2

1

x  

     Ответ: .75,0)()( ;

62

)(
2

32

2
≤−+= xyxy

xx

xy  

4. Могут ли пересекаться графики двух решений уравнения на плоско-

сти xOy  в некоторой точке ),(
00

yx : 

              Ответы:  

а) xxy cossin' −=      (нет); 

б) 0')('
222 =+++ yxyyxy     (да). 

5. Найти особые решения дифференциальных уравнений. 

        Ответы: 

а) 0)1(2
22 =+−− dyxdxyyy     )1( =y  

б) 01'
222 =−+yyy       )1,1( −== yy  
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Задания повышенного уровня сложности 

 

1. Найти особое решение дифференциального уравнения, если известно 

семейство решений этого уравнения. 

                  Ответы: 

а) (№ 297[3]) 
22

CCxy −=      






 =
4

4

x

y  

б) (№ 297[3]) 
2

)( CxCy −=    






 == 3

27

4

,0 xyy  

2. Доказать, что дискриминантная кривая уравнения Клеро совпадает с 

дискриминантной кривой семейства интегральных кривых, образующих 

общее решение этого уравнения (№571[5]).  

3. Составить дифференциальное уравнение кривой, касательная к кото-

рой образует с осями координат треугольник площадью 
2

2a . Найти эту 

кривую (№569[5]). 

      Ответ: 2

;'2' axyyaxyy =−+=  

4. Докажите, что дифференциальное уравнение 
),(

),(

'

yxP

yxQ

y = , где PQ,  – 

некоторые многочлены с действительными коэффициентами, не имеет 

особых решений. 

 

5. Найдите особые решения дифференциальных уравнений. 

        Ответы: 

а) (№80[1]). 0''
2 =+− x

eyyy .    







−== 22

2,2

xx

eyey  

б) (№80[1]). 
22

')23()1(4 yyy −=−    ( )1=y  

 

6. По виду уравнения найти кривые, подозрительные на особое решение, и 

проверить, будут ли они особыми решениями. 

        Ответы: 
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а) (№532[5]). 0)2'(3)'(
52 =−++ yxyxyxy    







 −=
4

5

x

y  

б) (№532[5]). 0'2'
22 =+− xyyy    (особых решений нет). 

7. По виду общего интеграла найти кривые, подозрительные на особое ре-

шение, и проверить, будут ли они особыми решениями. 

а) (№537[5]). 
222222

)(;)'1( ayCxayy =++=+  

      Ответ: ay ±=  – особые решения; 

б) (№538[5]). 0))((;04' =−+−−=− CxyCxyyy . 

      Ответ: 0=y  – особое решение. 

Указание. Сначала разрешить уравнение семейства интегральных кривых 

относительно y . 

8. Построить интегральные кривые уравнения, предварительно проинтег-

рировав его. 

      Ответы: 

а) 0)1('
222 =−− xxy .  ( 01)(

22 =−+− xCy  – общий интеграл); 

б) 0'
22 =−xy   0

22

22

=






 −+






 −− C

x

yC

x

y  – общий интеграл. 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Сформулируйте теорему Пикара о существовании и единственности 

решения задачи Коши 
00

)(),,(' yxyyxfy == . 

2. Сформулируйте теорему о существовании и единственности реше-

ния задачи Коши 
00

)(,0)',,( yxyyyxF == . 

3. Как следует понимать, что решение уравнения ),(' yxfy = , удовле-

творяющее условию 
00

)( yxy = , единственно? 

4. Как следует понимать, что решение уравнения 0)',,( =yyxF  с на-

чальными данными 
0

x  и 
0

y
 
единственно? 
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5. Приведите правило определения особых решений уравнения 

),(' yxfy = . Как определяются кривые, подозрительные на особое 

решение этого уравнения?  

6. Приведите правило определения особых решений уравнения 

0)',,( =yyxF . 

7. Дайте определение дискриминантной кривой дифференциального 

уравнения 0)',,( =yyxF . 

8. Как определить C  – дискриминантную кривую семейства кривых 

0),,( =Φ Cyx , зависящих от параметра C  ? 

9. Дайте определение огибающей семейства кривых 0),,( =Φ Cyx . До-

кажите, что семейство интегральных кривых )(,)(
2

CxCxy −≥+=  

дифференциального уравнения yy 2'=  имеет огибающую 0=y . 

10.  Докажите, что огибающая семейства интегральных кривых диффе-

ренциального уравнения первого порядка является особым решением. 

11.  Дайте определение особого решения дифференциального уравнения 

первого порядка. С помощью огибающей доказать, что прямая xy =  

– особое решение уравнения 02'6'3
2 =++− yxyyxy . 

Указание. Воспользоваться общим интегралом этого уравнения: 

0)3(
22 =+−+ CyxCx . 
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2. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В ФИЗИКЕ 

 

Как правило, все простые модели физических систем описываются 

дифференциальными уравнениями первого порядка. 

Для решения прикладных физических задач рекомендуем использо-

вать схему, состоящую из следующих этапов [1]: 

1) составление дифференциального уравнения;  

2) решение дифференциального уравнения;  

3) интерпретация результатов. 

На первом этапе определяют физический закон, описывающий про-

цесс, заданный в условии задачи. Если он существует, то необходимо:  

– записать формулу, соответствующую физическому закону; 

– определить, какая из величин представленных в формуле является 

независимой переменной; 

– выразить из формулы необходимые изменяющиеся величины через 

независимую переменную и данные задачи; 

– выразить изменяющиеся величины в получаемой формуле, исполь-

зуя физический смысл производной.  

Если физический закон выявить не удается, то можно следовать ука-

заниям:  

– выбрать физические величины, одна из которых будет независимой 

переменной, а другая искомой функцией, и ввести для них обозначения;  

– записать изменение искомой функции, которое будет соответство-

вать приращению независимой переменной и составить дифференциальное 

уравнение. 

После математической процедуры нахождения решения дифферен-

циального уравнения требуется проверить, как найденное решение моде-

лирует конкретную физическую ситуацию. При этом нужно исходить из 
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реальности некоторых физических соображений, рассмотрения графика 

решения, крайних (предельных) случаев и размерностей единиц. 

 

Механика 

 

При решении задач всегда необходимо выбирать и строить систему 

отсчета, относительно которой рассматривается движение. Система отсче-

та – это тело отсчета, связанная с ним система координат и приборы для 

измерения времени (часы). Как правило, выбирают прямоугольную декар-

тову систему координат (ПДСК).  

Основные кинематические формулы: 

ktzjtyitxtr

rrr

r

)()()()( ++=  – радиус вектор материальной точки, 

kji

rrr

,,  – орты ПДСК; 

k

dt

dz

j

dt

dy

i

dt

dx

dt

rd

t

rrr

r

r ++==)(υ  – скорость; 

2

2

)(

dt

rd

dt

d

ta

rr

r == υ
 – ускорение; 

Перемещение тела (материальной точки) – это вектор, соединяю-

щий начальное и конечное положение тела. Для равноускоренного движе-

ния перемещение и скорость тела определяются по формулам: 

2

2

0

ta

tS

r

r

r

+=υ , 
0
υr  – начальная скорость, t  – время, 

tat
rrr +=

0
)( υυ . 

Формула, выражающая второй закон Ньютона: mFa

n

i

i
/

1

∑
=

=
r

r

 – ускоре-

ние с которым движется материальная точка прямо-пропорционально гео-

метрической (векторной) сумме всех n сил, действующих на нее и обратно 

пропорционально массе. 

 

Задание 1. 

Тело начинает прямолинейное движение из точки с координатой 

5,2)0(
0

=== txx  м и затем движется со скоростью, изменяющейся по за-
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кону tt −= 2)(υ . Определить формулу, по которому меняется координата 

тела и ускорение. 

 

Решение 

 

Так как ускорение представляет собой вторую производную от ско-

рости по времени, то имеем 2)2( =′−== t

dt

d

a

υ
 (м/с2 

). 

Так как скорость k

dt

dz

j

dt

dy

i

dt

dx

dt

rd

t

rrr

r

r ++==)(υ , то для прямолинейно-

го движения  вдоль оси OX t

dt

dx

t −== 2)(υ . Таким образом, мы получили 

дифференциальное уравнение 

t

dt

dx −= 2 .      (2.1) 

Дифференциальное уравнение (2.1) решаем методом разделения пе-

ременных:  ,

2

2  ,)2(    )2(

2

C

t

txCdttdxdttdx +−=⇒+−=⇒−= ∫ ∫  где C  – 

некоторая постоянная, которую найдем из начального условия =
0

x  

5,2)0( === tx м. 5,2   ,

2

0

02
0

2

0
==⇒+−⋅= xCCx  м. Тогда формула, по 

которой определяется координата тела будет иметь вид .5,2

2

2

2

+−= t

tx  

Ответ: 5,2

2

2

2

+−= t

tx (м); 2=a м/с2 

. 

 

Задание 2. 

Тело движется по плоскости со скоростью jtitt

rr

r

)2cos(5)2sin()( +=υ . 

Определить траекторию, вдоль которой движется тело и формулу, по ко-

торой определяется радиус-вектор )(tr
r

, если в начальный момент времени 

0
0
=t  jitrr

rr

rr

43)(
00

+== . 
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Решение 

Так как для движения по плоскости скорость тела будет определять-

ся формулой j

dt

dy

i

dt

dx

dt

rd

t

rr

r

r +==)(υ , то учитывая условие задачи 

jtitt

rr

r

)2cos(5)2sin()( +=υ , получаем ),2sin( t

dt

dx =  ).2cos(5 t

dt

dy =  Применяя 

метод разделения переменных находим: 

,)2sin(
1

Cdttdx += ∫∫  ,)2cos(5
2

Cdttdy += ∫∫  

,)2cos(

2

1

1
Ctx +−=  .)2sin(

2

5

2
Cty +=     (2.2) 

Учитывая начальное условие jitrr

rr

rr

43)(
00

+==  находим, что 

3)(
0
=tx  и 4)(

0
=ty . Из выражений (2.2) для )(tx  и )(ty  при начальном 

значении времени 0
0
=t  имеем: ,

2

1

)(
10

Ctx +−=  .)(
20

Cty =  Тогда 

,

2

1

3
1

C+−=  ,4
2

C=  то есть 5,3
1
=C  и 4

2
=C . Уравнения (2.2) с учетом на-

чального условия примут вид 

,5,3)2cos(

2

1

)( +−= ttx  .4)2sin(

2

5

)( += tty     (2.3) 

Подставляя найденные выражения в формулу для радиуса-вектора 

jtyitxr

rr

r

)()( +=  получаем  

jtittr

rr

r






 ++




 +−= 4)2sin(

2

5

5,3)2cos(

2

1

)( . 

Траектория – это линия вдоль которой движется тело, что математи-

чески для плоского движения представляет собой функциональную зави-

симость .0),( =yxF  Тогда выражения (2.3)  представляют собой парамет-

рическое задание линии на плоскости. Избавимся от параметра t  выразив 

из (2.3) )2cos( t  и )2sin( t :  

)(27)2cos( txt −= , 6,1)(4,0)2sin( −= tyt .    (2.4) 
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Возводя в квадрат обе части выражений в (2.4) и складывая их почленно 

находим:  

22

)](27[)]2[cos( txt −= , 
22

]6,1)(4,0[)]2[sin( −= tyt ; 

.]6,1)(4,0[)](27[)]2[sin()]2[cos(
2222 −+−=+ tytxtt  

Или .1)6,14,0()27(
22 =−+− yx  Последнее выражение представляет собой 

уравнение эллипса. Таким образом, траектория движения тела – эллипс. 

 

Ответ: ,1)6,14,0()27(
22 =−+− yx  jtitr

rr

r






 ++




 +−= 4)2sin(

2

5

5,3)2cos(

2

1

. 

 

Решите следующие задания самостоятельно. 

Задание 3. 

Тело начинает прямолинейное движение в момент времени 1 сек из 

точки с координатой 4,1)1(
0

=== txx  м и затем движется со скоростью, 

изменяющейся по закону )4sin(2)( ttt +=υ . Определить формулы, по ко-

торым определяются координата тела и ускорение. 

Задание 4. 

Тело движется по плоскости со скоростью 

jtBitAt

rr

r

)cos()cos()( ωωυ += . Определить траекторию, вдоль которой дви-

жется тело и формулу, по которой определяется радиус-вектор )(tr
r

, если в 

начальный момент времени 0
0
=t  jbiatrr

rr

rr +== )(
00

. 

Задание 5. 

Мяч брошен вертикально вверх с уровня земли и достигает наи-

большей высоты через 5 секунд. Найти начальную скорость мяча и ее зна-

чение на максимальной высоте над уровнем земли. 

Задание 6. 

На рисунке 2.1. представлена зависимость скорости от времени при 

движении тела вдоль оси Ox , соответствующая частному решению на-

чальной задачи (Коши) 1)1( += kυ , 
0

)0( υυ = . По рисунку определить по-

стоянные k  и 
0

υ , а затем найти формулу для )(tx , учитывая, что скорость 
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dt

dx

t =)(υ . Построить график зависимости )(tx , считая, что в начальный 

момент времени .3)0( =x  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.1. График зависимости скорости движения тела от времени 

 

Задание 7. 

На рисунке представлен график зависимости скорости движения тела 

вдоль оси Ox  от времени 5,1)(
2 −= kttυ  (м/с), 1)(

0
−=tυ  (м/с). Определить 

постоянную k  и начальный момент времени 
0

t . Найти формулу для )(tx  и 

построить по ней соответствующий график. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.2. График зависимости скорости движения тела от времени 

 

Сила сопротивления среды 

Если тело движется в среде, то на него действует сила сопротивле-

ния (трения) среды, которую можно представить в виде зависимости силы 

от скорости 

n

TP
F λυ−= ,     (2.5) 
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где при малых скоростях показатель 1=n . λ  – некоторая постоянная, на-

зываемая коэффициентом трения и имеющая размерность Н/(м/с), υ  – ско-

рость тела. 

 

Задание 8. 

Моторная лодка движется в стоячей воде со скоростью 6 м/с. Мотор 

заглох, выключился и через 40 с скорость лодки стала 2 м/с. Считая, что 

сила сопротивления воды прямо пропорциональна скорости движения лод-

ки, определите скорость лодки и ее местонахождение через две минуты 

после выключения мотора и зависимость координаты лодки от времени. 

 

Решение 

Примем за тело отсчета стоячую воду. Начало координат поместим у 

точке воды, в момент времени, когда двигатель лодки выключают и свя-

жем с ней ось координат Ox  (см. рис. 2.3). На этом же рисунке изобразим 

скорость лодки относительно воды в соответствии с условием задания. То-

гда 6)0(
00
=== υυ t  м/с, 2)40(

11
=== υυ t  м/с и по второму закону Ньюто-

на ускорение лодки будет равно mFa /

r

r = . Учитывая, что сила сопротивле-

ния воды направлена против движения лодки (то есть против оси Ox ) и 

равна λυ=
TP

F , то в проекции на ось Ox  получим 

υλ
m

a −= .      (2.6) 

Но ускорение 

dt

d

a

υ= , поэтому из (2.6) получаем дифференциальное урав-

нение (ДУ) 

υλυ
mdt

d −= .      (2.7) 

 

 

 

Рис. 2.3. Движение лодки относительно воды 

O x 

0
υr  υr     
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ДУ (2.7) решаем по методу разделения переменных 

⇒+−=⇒+−=⇒−= ∫ ∫ ,)ln(  ,  ,
00

Ct

m

Cdt

m

d

dt

m

d λυλ
υ
υλ

υ
υ

 

 






−=⇒






 +−=⇒ t

m

CtCt

m

λυλυ exp)(,exp  
10

.    (2.8) 

В формуле (2.8) )exp(
01

CC =  некоторая постоянная, которую определим из 

начального условия 60exp)0(
1100
==







−=== C

m

Ct

λυυ . Таким образом, 

зависимость скорости лодки от времени будет иметь вид 








−= t

m

t

λυ exp6)( .    (2.9) 

Обозначим значение k

m

=λ
 и найдем его из условия 2)40(

11
=== υυ t : 

( );exp6
11

kt−=υ  ( ).40exp62 k−=  Откуда ( ) ⇒=− ,

3

1

40exp k  ,

3

1

ln40 






=− k  








−==
3

1

ln

40

1

m

k

λ
.     (2.10) 

Подставляя полученное значение 

m

λ
 из (2.10) в формулу (2.9) окон-

чательно получаем зависимость скорости лодки от времени с учетом всех 

условий задания: 








−= tt

40

3ln

exp6)(υ .    (2.11) 

Пользуясь формулой (2.11) найдем скорость лодки через две минуты, 

то есть при 2
2
=t  мин или 120

2
=t  с: 

( ) 04,0

9

2

27

6

3ln3exp6120

40

3ln

exp6)120(
2

≈==−=






−==tυ (м/с). 

Из формулы (2.11) следует странный результат: скорость приближается к 

нулю при ∞→t , что не соответствует действительности. Ибо благодаря 
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действию силы сопротивления наступит конечный момент времени, когда 

лодка остановится, а не бесконечный. 

Так как dtdxt /)( =υ , то из выражения для скорости (2.11) получим 

дифференциальное уравнение, решение которого даст зависимость коор-

динаты лодки от времени:  








−= t

dt

dx

40

3ln

exp6 .    (2.12) 

Разделяя переменные в уравнении (2.12) имеем: 

.

40

3ln

exp

3ln

40

6  ,

40

3ln

exp6  ,

40

3ln

exp6
22

CtxCdttdxdttdx +






−






−=⇒+






−=⇒






−= ∫∫

Таким образом, .

40

3ln

exp

3ln

240

2
Ctx +







−−=  Постоянную 
2

C  найдем из на-

чального условия 0)0(
0

==tx  м: .

40

3ln

exp

3ln

240

)0(
200

Cttx +






−−==  

.

3ln

240

   ,0

40

3ln

exp

3ln

240

0
22
=⇒+







−−= CC  Окончательно получаем зависи-

мость координаты лодки от времени  

.

40

3ln

exp1

3ln

240

3ln

240

40

3ln

exp

3ln

240
















−−=+






−−= ttx    (2.13) 

Снова получили «странный» результат: при ∞→t  координата лодки 

стремится к конечному положению остановки 

3ln

240=
oct

x  (м). 

По формулам (2.12) и (2.13) построим соответствующие графики, 

изображенные на рисунках 2.4 и 2.5. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.4. График зависимости 

скорости лодки от времени 

Рис. 2.5. График зависимости 

координаты лодки от времени
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Если мы будем считать движение лодки равнозамедленным, то при 

решении данного задания получим другие результаты. В этом случае уско-

рение лодки можно найти из формулы  

att +=
0

)( υυ ,      (2.14) 

1,0

10

1

40

62

1

01 −=−=−=−=
t

a

υυ
 (м/с2

). 

В соответствии с условиями задания имеем tt 1,06)( −=υ , то есть 

скорость меняется по линейному закону. Зависимость координаты от вре-

мени получим из дифференциального уравнения t

dt

dx

1,06−= . 

C

t

tx +−=
2

1,06

2

. Из начального условия находим, что постоянная 0=C . 

Таким образом, зависимость координаты от времени имеет вид 

2

05,06 ttx −= . Но при таком решении, мы не учли, что сила сопротивления 

прямо пропорциональна скорости. 

 

Задание 9 решите самостоятельно. 

Задание 9. 

Моторная лодка движется в стоячей воде со скоростью 6 м/с. Мотор 

заглох, выключился и через 40 с скорость лодки стала 2 м/с. Считая, что 

сила сопротивления воды зависит от скорости движения лодки по квадра-

тичному закону, определите скорость лодки и ее местонахождение через 

две минуты после выключения мотора и зависимость координаты лодки от 

времени. 

 

Движение тела вблизи поверхности Земли. 

Падение тела по вертикали. 

Рассмотрим падение тела с некоторой высоты h в среде (например, в 

воздухе). Изобразим все силы, действующие на тело: gmF
grav

r

r

=  – сила тя-

готения (тяжести), 
TP

F

r

 – сила сопротивления воздуха, направленная про-
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тив направления движения тела. По второму закону Ньютона ускорение, с 

которым движется тело прямо пропорционально геометрической (вектор-

ной) сумме всех сил, действующих на тело и обратно пропорционально ас-

се этого тела. Это можно записать в виде формулы: 

.

m

FF

a
TPgrav

rr

r
+

=        (2.15) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.6. Падение тела под действием силы тяжести и со-

противления воздуха 

 

Переходя в уравнении (2.15) к проекции на ось Oy  (см. рис. 2.6), по-

лучим, что свободное падение тела вблизи поверхности Земли будет опи-

сываться уравнением 

,λυυ +−= mg

dt

d

m     (2.16) 

где 

dt

d

a

υ=  – ускорение тела, υ  – скорость тела, g  – ускорение свободного 

падения (вблизи поверхности Земли оно постоянно и равно 8,9≈g м/с2

), m  

– масса тела, λυ=
TP

F  – сила сопротивления воздуха, mgF
grav

−=  берется 

со знаком минус, так как направлена против оси Oy . 
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Уравнение (2.16) можно записать в другом виде, взяв в качестве пе-

ременной путь s . А именно, так как скорость тела 

dt

ds=υ , то можно запи-

сать, что 

ds

d

dt

ds

ds

d

dt

d υυυυ ==  и тогда из (2.16) следует уравнение  

.g

mds

d −=− υλυυ      (2.17) 

Уравнение (2.17) уже является дифференциальным уравнением с 

разделяющимися переменными. 

Задание 10. 

Найти общее решение дифференциального уравнения (2.17) и по-

строить приблизительные (качественные) графики зависимости скорости 

от времени при различных значениях постоянной интегрирования. Найти 

выражение для предельной скорости, то есть скорости при ∞→t . 

Задание 11. 

Найти общее решение дифференциального уравнения (2.17) и по-

строить графики зависимости скорости от пути при различных значениях 

постоянной интегрирования. Сравнить полученные графики с графиками 

из задания 10.  

Задание 12. 

На основе полученного в задании 10 решения найти уравнение для 

координаты )(ty  как функции времени. Учесть, что скорость dtdy /−=υ .  

Задание 13. 

На основе полученного решения в задании 10 найти уравнение для 

высоты как функции времени. Определить выражение для максимальной 

высоты.  

Задание 14. 

Пусть тело падает свободно с высоты h  без начальной скорости. 

Считая показатель 2=n , в выражении для силы сопротивления воздуха, 
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определить функциональную зависимость скорости тела от времени. Най-

ти выражение для предельной скорости. 

Задание 15. 

Решить дифференциальное уравнение mgt

dt

d

m −−= )(λυυ
 с началь-

ным условием 0)0( =υ  при 1,0=λ  и 1=m  кг. 

 

Задание 16. 

Парашютист прыгает из самолета с высоты 2,5 км над землей и сво-

бодно падает на Землю под действием силы тяжести. Сила сопротивления 

воздуха прямо пропорциональна скорости парашютиста с коэффициентом 

пропорциональности N30=λ , когда парашют не раскрыт и N85=λ , ко-

гда парашют открыт. Определить, через сколько секунд парашютист дос-

тигнет Земли, если парашют не открывать до момента, когда скорость па-

рашютиста не достигнет 20 м/с. Принять массу парашютиста с парашютом 

равной 95 кг. (Здесь в условии N  – некоторая постоянная величина). 

 

Задание 17. 

Парашютист, масса которого 70 кг, прыгает с высоты 1,5 км. Считая, 

что парашют раскрывается мгновенно и сила сопротивления воздуха пря-

мо пропорциональна скорости, определить зависимость скорости парашю-

тиста от времени. Найти время приземления. 

 

Задание 18. 

Парашютист весом в 1 кН вместе с парашютом совершает прыжок из 

самолета. Парашют открывается через 35 секунд после прыжка с высоты 

2,5 км. Сила сопротивления воздуха равна ,λυ−=
TP

F  где 12=λ  когда па-

рашют закрыт и 110=λ  когда парашют открыт. Определить: 

a) высоту и скорость, которые будет иметь парашютист в конце 35 

секунды падения; 

b) время приземления; 

c) скорость в момент приземления. 
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Задание 19. 

Масса парашютиста вместе с парашютом составляет 80 кг. После его 

прыжка из самолета и свободном падении сопротивление воздуха прямо 

пропорционально квадрату скорости парашютиста с коэффициентом про-

порциональности, равном 300. Определить: a) скорость спуска в зависимо-

сти от времени, b) максимальную скорость падения с парашютом. 

 

Задание 20. 

Тело массой m  движется в некоторой среде. Известно, что сила со-

противления среды, действующая на тело, прямо пропорциональна корню 

квадратному из его скорости. Найти зависимость скорости тела от време-

ни, если в начальный момент времени скорость была .)0(
0
υυ =  Остановит-

ся ли тело когда-нибудь? Если остановится, то определить момент време-

ни, когда это произойдет. Заметим, что дифференциальное уравнение дви-

жения будет иметь вид .υυ
k

dt

d

m −=  

 

Задание 21. 

В модели, описываемой формулами ,λυυ −−= mg

dt

d

m  
0

)0( υυ = , мы 

имеем четыре параметра: 
0

 , , , υλgm . Введением новых переменных 
1

/ tts =  

и 
1

/υυω = , где 0
1
>t  и 0

1
>υ , попробуйте уменьшить число параметров в 

этой модели до одного 
00

)0( υλωω
mg

== . Напишите подробный вывод. В 

результате модель должна принять вид ,1 ωω −−=
ds

d

 
00

)0( υλωω
mg

== . 

Найдите решение полученного ДУ и исследуйте его. 

Такая задача по уменьшению числа параметров важна для физиче-

ских приложений, так как на практике часто можно измерить не отдельные 

значения величин, а только значение одного параметра, представляющего 

их комбинацию. 
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Рассмотрим теперь движение тела, брошенного вертикально вверх 

(рис. 2.7). Переходя в уравнении закона Ньютона (2.15) к проекции на ось 

Oy , получим, что движение тела будет описываться уравнением 

.λυυ +−= mg

dt

d

m      (2.18) 

В начальный момент времени (момент броска) скорость была .)0(
0
υυ =  Те-

перь вся задача сводится к математическим действиям по решению задачи 

Коши для уравнения (2.18). Это предлагается сделать самостоятельно. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.7. Движение тела, брошенного вверх под действием 

силы тяжести и сопротивления среды (воздуха) 
 

Задание 22. 

Мальчик бросил вертикально вверх камень массой 300 грамм с на-

чальной скоростью 2000 см/с. Считая ускорение свободного падения рав-

ным 980 см/с2

 и пренебрегая сопротивлением воздуха, определить: 

a) наивысшую высоту, на которую поднимется камень, и время, за ко-

торое он достигнет этой высоты; 

b)  высоту, на которой будет находиться камень, и скорость через 3 сек 

после бросания. 

 

Задание 23. 

Снаряд массой m  вылетел из пушки вертикально вверх с начальной 

скоростью 300 м/с. Считая, что сила сопротивления воздуха прямо про-

порциональна квадрату скорости с коэффициентом пропорциональности 

2050/m=λ , найти: 
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a) функциональную зависимость скорости снаряда и его координаты от 

времени; 

b) время, в течение которого будет достигнута максимальная высота; 

c) время, когда снаряд упадет на землю; 

d) максимальную высоту и скорость удара снаряда о землю (точнее, 

скорость прямо перед ударом о землю). 

Построить графики зависимости скорости и координаты снаряда от 

времени. 

 

Задание 24. 

Ракета запущена вертикально вверх с начальной скоростью 120 м/с. 

Сопротивление воздуха замедляет ее движение, сообщая ракете отрица-

тельное ускорение, пропорциональное квадрату её скорости. Определить 

время достижения ракетой наивысшего положения. 

 

Задание 25. 

Ракета взлетает вертикально вверх в момент времени 0
0
=t , и ее дви-

гатель обеспечивает постоянный тягу в течение 10 секунд. За это время 

сжигание ракетного топлива постоянно уменьшает массу ракеты.  

Задача состоит в том, чтобы определить скорость )(tυ  ракеты в тече-

ние этого начального 10-секундного интервала.  

Обозначим через 
tg

F  постоянную силу тяги двигателя, которая обес-

печивает движение ракеты вверх. Силу сопротивления воздуха будем счи-

тать прямо пропорциональной скорости, то есть .λυ−=
TP

F   

Из второго закона Ньютона (2.15) получим следующее дифференци-

альное уравнение, описывающее движение ракеты 

).()(

))()((

tgtmF

dt

ttmd

tg
λυυ −−=    (2.19) 

Необходимо самостоятельно решить данное уравнение с учетом ука-

занных выше условий. 
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Подсказка. Если обозначить через )()()( ttmtP υ=  – импульс ракеты, 

то уравнение примет вид ,

)(

)(

)(

tm

tP

gtmF

dt

dP

tg
λ−−=  которое последующим 

переобозначением ,tx =  ,

dt

dP

y =′  ),(tPy =  ,

)(

)(
1

xm

xf

λ=  

,)()(
2

gxmFxf
tg
−=  приводится к более простому по виду уравнению. 

 

Задание 26. 

Если в условиях предыдущей задачи принять 2000=
tg

F кН, 

ttm −=15)(  и 3=λ , то дифференциальное уравнение, описывающее дви-

жение ракеты, будет иметь вид ).(3)15(8,92000

))()15((

tt

dt

ttd υυ −−−=−
 

Найти скорость ракеты в промежутке времени 150 ≤≤ t  и построить гра-

фик скорости как функции времени для ]15;0[∈t . Считать, что начальная 

скорость .0)0( =υ   

 

Закон Гука 

 

Если взять струну или пружину, либо тонкий стержень, то при малых 

отклонениях от положения равновесия сила упругости 
óïð

F  прямо пропор-

циональна удлинению (растяжению) 

kxF
упр

−= ,      (2.20) 

где k  – некоторая постоянная, называемая коэффициентом упругости и 

имеющая размерность Н/м. Коэффициент упругости зависит как от 

свойств материала, так и от размеров стержня. Чем больше k , тем жестче 

струна и тем тяжелее она поддается растяжению или сжатию. Знак минус в 

формуле указывает на то, что струна противодействует деформации: при 

растяжении стремится укоротиться, а при сжатии — распрямиться. 

Подчеркнем, что закон Гука выполняется только при малых дефор-

мациях. При превышении предела пропорциональности связь между на-
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пряжениями и деформациями становится нелинейной. Для многих сред за-

кон Гука неприменим даже при малых деформациях. 

Закон Гука лежит в основе раздела механики, который называется 

теорией упругости. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.8. Силы, действующие на тело массой m , подвешен-

ное на пружине 
 

Закон Гука для пружины, изображенной на рисунке 2.8, имеет вид 

ykyykF
упр

∆−=−−= )(
12

.    (2.21) 

Если пружину заменить стержнем, то можно выделить зависимость 

от размеров стержня (площади поперечного сечения S и длины L) явно, за-

писав коэффициент упругости как 

l

ES

k = . Величину E называют модулем 

упругости первого рода или модулем Юнга. Она является механической 

характеристикой материала. 

Если ввести относительное удлинение ll /∆=ε  и нормальное на-

пряжение в поперечном сечении SF /=σ , то закон Гука для относитель-

ных величин запишется как εσ E= . В такой форме он справедлив для 

любых малых объёмов материала.  
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При расчёте прямых стержней также применяют запись закона Гука 

в относительной форме 

ES

Fl
l =∆  или 

ES

Fd =
l

l
. Задавая (или зная) зависи-

мость силы от l  можно получить дифференциальное уравнение первого 

порядка 

ES

lFd )(=
l

l
. 

Задание 27. 

Рассмотрим движение шарика, прикрепленного к пружине с жестко 

закрепленным концом по горизонтальной поверхности. Проведем горизон-

тальную ось Ox  так, как это изображено на рис. 2.9. Обозначим через x  

координату центра тяжести шарика. Будем полагать, что первоначальное 

направление движения шарика совпадает с направлением оси Ox . Обозна-

чим через m  – массу шарика, а через l  – длину пружины в ненапряженном 

состоянии. Требуется определить зависимость координаты x  от времени t . 

То есть найти вид функции )(tx . Считать, что плоскость является идеально 

гладкой (нет трения). Сопротивлением воздуха пренебречь. 

 

 

 

 

Рис. 2.9. Металлический шар массой m  на пружине (к заданию 27) 

 

Решение 
 

На шарик действуют четыре силы: сила тяжести gmF
тяж

rr
= , сила ре-

акции опоры N

r
, сила упругости пружины 

упр
F

r

 и сила сопротивления сре-

ды 
сопр

F

r

. По условию 0=
сопр

F

r

.  

Так как движение шарика осуществляется только вдоль оси Ox , то 

единственная сила, действующая на шарик в направлении этой оси, только 

сила упругости пружины. Выразим ее, используя закон Гука, согласно ко-
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торому для небольшого растяжения (сжатия) пружины необходимо при-

ложить силу kxF
óïð

−= , где k  характеризует упругие свойства пружины, а 

x  – величину ее растяжения или сжатия относительно нейтрального, нена-

груженного состояния. Тогда в соответствии со вторым законом Ньютона 

(2.15) имеем, что  

,

m

F

a
упр

x
=        (2.22) 

где 
x

a  – ускорение шарика вдоль оси Ox .  

Будем считать, что в начальный момент времени 0=t , отклонение 

шарика было 
0

)0( xx = , а его скорость вдоль оси Ox  – 
0

)0( υυ =
x

. 

Так как ускорение 
dt

d

a
x

x

υ=  и kxF
óïð

−= , то из выражения (2.22) имеем 

.0
2

2

=+ x

m

k

dt

xd

     (2.23) 

Это дифференциальное уравнение второго порядка и оно определяет 

так называемые свободные колебания груза. Его именуют уравнением 

гармонического осциллятора. Так как в данной книге не рассматривались 

методы решения дифференциального уравнения второго порядка, то мы 

покажем, как можно понизить порядок уравнения (2.23). Для этого исполь-

зуем выражение для скорости 
x

dt

dx υ=  

.x

m

k

dt

d
x −=υ

      (2.24) 

Левую часть выражения (2.24) можно записать как 

dt

dx

dx

d

dt

d
xx ⋅= υυ

, тогда из 

(2.24) следует  

.x

m

k

dt

dx

dx

d
x −=⋅υ

      (2.25) 

Учитывая, что 
x

dt

dx υ=  из (2.25) получаем дифференциальное урав-

нение первого порядка, описывающее движение шарика 
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.x

m

k

dx

d

x

x −=⋅υυ
      (2.26) 

ДУ (2.26) является уравнением с разделяющимися переменными. 

Поэтому уравнение (2.26) представим в виде 

.xdx

m

k

d
xx

−=υυ       (2.27) 

Интегрируя обе части (2.27), получим 

∫∫ +−= ,Cxdx

m

k

d
xx

υυ     (2.28) 

где C  – постоянная, значение которой найдем из начальных условий. 

Находим значения интегралов в выражении (2.28): 

.

22

22

C

kxm
x +−=υ

      (2.29) 

Выражение (2.29) можно записать в виде  

,

22

22

C

kxm
x =+υ

    (2.30) 

представляющем собой закон сохранения механической энергии шарика. 

Действительно, первое слагаемое в (2.30) – это кинетическая энергия ша-

рика 

2

2

x

кин

m

E

υ= , а второе – потенциальная энергия упруго сжатой (растя-

нутой) пружины 

2

2

kx

E
пот

= . 

Учитывая начальные условия, 
0

)0( xx =  и 
0

)0( υυ =
x

 из выражения 

(2.30) получаем значение постоянной C : 

.

22

2

0

2

0
kxm

C += υ
 

Тогда уравнение движения (2.30) примет вид: 

.

2222

2

0

2

0

22

kxmkxm
x +=+ υυ

 

Найдем теперь выражение для )(tx . Так как 
x

dt

dx υ=  из (2.30) получаем 
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⇒−=⇒+−=⇒+−=   ,2    ,2    ,2
2222

x

m

k

C

dt

dx

Cx

m

k

Cx

m

k

xx
υυ  

.

2

12   
2

x

Cm

k

C

dt

dx −⋅=⇒  

Так как все величины ,m k  и C  положительны, то обозначим 

0

2

2 ≥=ω
Cm

k

. Тогда дифференциальное уравнение, описывающее движе-

ние шарика, будет иметь вид 

.12 
22

xC

dt

dx ω−⋅=      (2.31) 

Дифференциальное уравнение (2.31) является уравнением с разде-

ляющимися переменными. Поэтому из (2.31) следует 

.2

1

 
22

dtC

x

dx ⋅=
−ω

      (2.31) 

Из (2.31) имеем:  

,2

1

 
1

22
∫∫ +⋅=

−
CdtC

x

dx

ω
     (2.32) 

где 
1

C  – постоянная, значение которой определяется из начальных условий. 

Вычисляя интегралы в выражении (2.32), получим: 

( )⇒+=⇒+=  ,2sin

1

    ,2arcsin

1

 
11

CtCxCtCx ω
ω

ω
ω

 

( ) ( ) .sin2cos

1

cos2sin

1

     
11

CtCCtCx ω
ω

ω
ω

+=⇒  

Учитывая, что 
2

2

ω=
Cm

k

, из последнего уравнения имеем 

( ) ( ),cossin  
00
tBtAx ωω +=      (2.33) 

,cos

1

  
1

CA

ω
=  

1
sin

1

CB

ω
=  – новые постоянные, 

m

k=
0

ω . Величина 
0

ω  на-

зывается собственной частотой колебаний, а 

k

m

T π
ω
π

2

2

0

==  – период ко-
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лебаний. Как видим, период T  и частота 
0

ω  зависят только от жесткости 

пружины и от массы системы. 

Таким образом, уравнение (2.33) описывает гармонические колеба-

ния с собственной частотой 
0

ω . 

Обратим внимание на тот факт, что хотя задачу мы решали, исполь-

зуя второй закон Ньютона, но в ходе решения получили выражение (2.30), 

представляющее собой закон сохранения энергии. То есть, подход с точки 

зрения закона Ньютона не противоречит фундаментальному закону приро-

ды – закону сохранения энергии. Поэтому задачу мы могли бы решить и 

исходя из закона сохранения энергии. 

Подумайте над тем, как решить данное задание на основе закона со-

хранения энергии. 

 

Задание 28. 

Приведите выражение (2.33) ( ) ( )tBtAx
00

cossin  ωω +=  к виду 

( )
00

sin  ϕω += tax . Величину a   называют амплитудой колебания, аргу-

мент 
00

ϕωϕ += t  – фазой колебания (угловая мера времени, выраженная в 

долях периода). Значение фазы в начальный момент времени при 0  =t , то 

есть величина 
0

  ϕ , называется начальной фазой колебания.  

Для определения амплитуды и начальной фазы необходимо задать 

начальные условия. Пусть, например, в начальный момент 0  =t  положе-

ние груза 
0

)0( xx =  и скорость 
0

)0( υυ = . Тогда 
00

sinϕax = , 
000

cosϕωυ a= , 

откуда 







=

0

00

0 υ
ωϕ x

arctg , 

2

0

02

0 







+=

ω
υ

xa . Из этих формул следует, что в 

отличие от частоты и периода собственных колебаний, начальная фаза и 

амплитуда зависят от начального состояния системы. 

 

Задание 29. 

Сформулируйте задачу Коши к заданию 27 о шарике на пружине. 

 

Задание 30. 
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В задании 29 учесть силу сопротивления среды. Считать, что она 

прямо пропорциональна скорости. 

 

Задание 31. 

Груз весом P  подвешен на вертикальной пружине, длина которой в 

естественном состоянии равна l . (см. рис. 2.10). В положении равновесия 

сила натяжения пружины уравновешивается весом тела, то есть 
ст

kP l= . 

Обозначим через 
ст

lll −=∆ , 
ст

x λλ −= , где l∆  означает удлинение пру-

жины, а 
ст

l  – статическое удлинение, то есть расстояние от конца нерас-

тянутой пружины до положения равновесия. По закону Гука сила натяже-

ния пружины пропорциональна её удлинению, то есть  

l∆−= kF
упр

, Fупр= – kλ. 

Найти уравнение движения груза )(txx = , пренебрегая массой пру-

жины и сопротивлением воздуха. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.10. Тело массой m  на пружине (к заданию 31) 

Решение 

Начало системы координат О выберем в положении равновесия гру-

за, то есть в той точке, где вес груза уравновешивается силой натяжения 

пружины. 
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Дифференциальное уравнение, описывающее движение груза полу-

чим из второго закона Ньютона (2.15) a=F/m, где масса груза 

m=Fтяж/g=P/g, а – ускорение груза и F – равнодействующая всех сил при-

ложенных к грузу. В соответствии с условием задания равнодействующая 

всех сил будет равна сумме силы натяжения пружины и силы тяжести. 

По закону Гука сила натяжения пружины  пропорциональна её удли-

нению: Fупр= – kλ, где k –жесткость пружины.  

Учитывая, что ускорение 
2

2

dt

xd

a =  и сила тяжести равна весу груза из 

второго закона Ньютона имеем: 

m

FF

dt

xd тяжупр
+

=
2

2

, или g

m

k

dt

xd +−= λ
2

2

.   (2.34) 

Таким образом, получили дифференциальное уравнение второго по-

рядка. Требуется самостоятельно решить это уравнение, предварительно 

понизив его порядок, так, как это сделано в задании 27. 

 

Задание 32. 

Пуля, летевшая со скоростью 180 м/с, пробивает доску толщиной 49 

см и вылетает с другой стороны доски со скоростью 70 м/с. Найти промежу-

ток времени в течение которого пуля пролетала сквозь доску, если сопротив-

ление доски движению пули прямо пропорционально скорости пули. 

 

Закон всемирного тяготения 

 

Сила гравитационного притяжения между двумя материальными 

точками массами 
1

m и 
2

m , находящимися на расстоянии R  друг от друга, 

прямо пропорциональна обеим массам и обратно пропорциональна квад-

рату расстояния между ними: 

2

21

2112

R

mm

GFFF === ,     (2.35) 

где G  – гравитационная постоянная, равная 6,67384(80)·10
-11

 м³/(кг с²). 
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Сила гравитационного притяжения направлена вдоль прямой линии, 

соединяющей массы (см. рис. 2.11) 

 

 

 

 

Рис. 2.11. Сила гравитационного притяжения между двумя матери-

альными точками массами 
1

m и 
2

m , находящимися на расстоянии R . 

 

Для тела, находящегося вблизи поверхности Земли, сила тяготения 

будет равна 
2

З

З

R

mM

GF = , где 
24

106 ⋅≈
З

M кг  – масса Земли, 

6

104,6 ⋅=
З

R м  – радиус Земли. Если тело свободно падает на Землю, то 

вблизи Земли по второму закону Ньютона имеем, что 
2

З

З

R

mM

Gmg = , где g  

– ускорение свободного падения. Из последнего равенства можно вычис-

лить значение 8,9=g  м/с2 

.  

Рассмотрим пример использования закона всемирного тяготения. 

Пусть тело массой m=100 кг  начинает свободно падать без начальной ско-

рости с высоты h=200 км над поверхностью Земли. Найти скорость тела 

прямо перед ударом о землю. В расчет принять только силу гравитацион-

ного притяжения, пренебрегая всеми остальными (например, сопротивле-

нием воздуха). 

На падающее тело действует сила гравитационного притяжения, ко-

торая сообщает телу ускорение. Выберем систему отсчета, связанную с 

поверхностью Земли. Начало системы координат поместим в точку паде-

ния (см. рис. 2.12). В силу второго закона Ньютона для свободно падающе-

го тела можем записать, что 

.,
2

r

mM

G

dt

d

mFam
З−=⇒= υr

r

    (2.36) 
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Рис. 2.12. Падение тела массой m  на поверхность Земли. 

Учитывая, что скорость тела 

dt

dy

dt

dr ==υ  из (2.36) получаем  

22

2

y

mM

G

dt

yd

m
З−=      (2.37) 

Уравнение (2.37) решить «в лоб» не удается. Так как 

υυυυ
dy

d

dt

dy

dr

d

dt

d == , то уравнение (2.37) можно записать в виде 

2

y

M

G

dy

d
З−=υυ .     (2.38) 

Уравнение (2.38) является ДУ с разделяющимися переменными, раз-

деляя в нем переменные имеем 

dy

y

M

Gd
З

2
−=υυ .     (2.39) 

Очевидно, 200+<<
ЗЗ

RyR . Интегрируя уравнение (2.39) получим 

,

2

2

С
y

M

G
З +=υ

     (2.40) 

где С  – некоторая постоянная, которую найдем из начальных усло-

вий. Учитывая, что на высоте 200+
З

R  скорость равна нулю, то из (2.40) 

имеем ,

2002

0
2

С
R

M

G

з

З +
+

=  откуда 

200+
−=

з

З

R

M

GC . Подставляя полу-

ченное значение постоянной С  в выражение (2.40) найдем, что  

 

O

y 

υr
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+
−=

+
−=

200

11

2002

2

з

З

з

ЗЗ

Ry

GM

R

M

G

y

M

G

υ
.  (2.41) 

Так как тело падает и в выбранной системе отсчета функция )(ty  яв-

ляется убывающей функцией, то 0<
dy

dυ
 и тогда из (2.41) получаем 










+
−−=

200

11

2

з

З

Ry

GMυ .   (2.42) 

Таким образом, скорость удара о Землю будет равна 

1952

200

11

2)( −=








+
−−=

зз

ЗЗ

RR

GMRυ  м/с. 

Знак минус указывает на то, что вектор скорости направлен против оси Oy. 
 

Задание 33. 

Воспользовавшись формулой (2.42) найдите зависимость высоты па-

дающего тела от времени )(tyy = . 

 

Истечение жидкости из сосудов. Водяные часы 
 

Задача о смешивании  

Условия:  

Пусть имеется некоторый резервуар (бассейн, озеро, и т.п.) содер-

жащий жидкость (воду), в котором растворено некоторое вещество. 

В некоторый начальный момент времени жидкость в резервуаре за-

нимает объем V0 и количество вещества y0 г. Обозначим через In(t) количе-

ство жидкости, которое поступает в резервуар с заданной концентрацией 

k(t) вещества, и через Out(t) – количество жидкости, которое выходит из 

резервуара.  

Мы предполагаем, что вещество равномерно и идеально смешивает-

ся в резервуаре, и хотят знать количество y(t) вещества, находящегося в 

резервуаре после времени t.  

Заметим, что это общая постановка задачи. В конкретных случаях 

количество жидкости, втекающей в резервуар, может быть постоянной ве-
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личиной (то есть не зависеть от времени), постоянной может быть также 

концентрация. 

Построим математическую модель, то есть составим уравнения, опи-

сывающие данный процесс. Пусть в некоторый момент времени V(t) будет 

общий объем резервуара. Тогда, если обозначить через у(t) общее количе-

ство вещества в резервуаре, то концентрация вещества в резервуаре будет 

у(t) V(t). Общее количество вещества на входе будет k In(t), и общее коли-

чество вещества, движущегося на выход, будет иметь концентрацию, рав-

ную y(t)/V(t) Out(t).  

Таким образом, скорость изменения объема будет V’(t) = In(t)-Out(t) 

и y’(t) = k(t) In(t) - y(t)/V(t) Out(t). Для наглядности изобразим этот процесс 

в виде рисунка 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.13. Модель процесса протекания и смешивания жидкости. 

 

Теперь нам необходимо решить полученную систему. Полученные 

уравнения мы можем представить в виде одного уравнения y’(t) + Out(t)/ 

V(t) y(t)=k(t) In(t), которое является линейным дифференциальным уравне-

нием первого порядка.  

 

Задание 34. 

Бак (емкость) имеет два отверстия, в одно поступает вода, а в другое 

вытекает. В некоторый начальный момент времени в баке находится 100 

литров раствора, содержащего 10 кг поваренной соли. В бак со скоростью 

5 литров в минуту непрерывно поступает вода, которая перемешивается с 



 163

раствором. Смесь вытекает из бака с той же скоростью. Найти, сколько со-

ли в граммах останется в баке через час. 

 

Приводимые ниже две задачи иллюстрируют связь между их физи-

ческим содержанием и геометрией [2]. 

Предварительно остановимся на некоторых общих теоретических 

выводах. Итак, рассмотрим сосуд (рис. 2.14), площадь горизонтального се-

чения которого является произвольной функцией расстояния сечения от 

дна сосуда. Пусть высота уровня жидкости в сосуде в начальный момент 

времени 0=t  равна h  метров. Пусть, далее, площадь сечения на высоте x  

равна ( )xS , а площадь отверстия на дне сосуда есть s . 

Известно, что скорость истечения жидкости v  в тот момент, ко-

гда высота ее уровня равна x , определяется равенством gxkv 2= , где 

2

см8,9=g , k  – коэффициент скорости истечения жидкости из отвер-

стия. 

На бесконечно малом промежутке времени dt  истечение жидкости 

можно считать равномерным, а потому за время dt  вытечет столбик жид-

кости, высота которого vdt  и площадь сечения s , что в свою очередь вы-

зовет понижение уровня жидкости в сосуде на dx− . 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Рис. 2.14. Вращающейся 

резервуар с жидкостью. 

Рис. 2.15. Водяные часы в 

форме чаши с водой. 
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В результате этих рассуждений приходим к дифференциальному 

уравнению 

 ( )dxxSdtgxks −=2 , (2.43) 

которое можно переписать в виде 

 

( )
dx

gxks

xS

dt

2

−= . (2.44) 

Решим теперь следующую задачу. Цилиндрический резервуар с вер-

тикальной осью высотой 6 м и диаметром 4 м имеет на дне круглое отвер-

стие радиусом 1/12 м. Требуется установить зависимость уровня воды в 

резервуаре от времени t , а также определить время, в течение которого 

вытечет вся вода. 

По условиям задачи ( ) π4=xS , 1441=s . Так как для воды 6,0=k , 

то уравнение (2.44) примет вид 

dx

x

dt

152,217−= . 

Интегрируя это дифференциальное уравнение, приходим к соотно-

шению xt 304,434= , которое и дает искомую зависимость уровня воды 

от времени t . Если теперь в последнем равенстве положить 6=x , то по-

лучим, что вся вода вытечет из резервуара приблизительно через 18 минут. 

Вторая задача состоит в следующем. Известно, что древние водяные 

часы представляли собой чашу (рис. 2.15), из которой через небольшое от-

верстие на дне вытекала вода. Такие часы использовались в греческих и 

римских судах для хронометрирования речей адвокатов, чтобы не допус-

кать слишком долгих выступлений. Требуется найти форму водяных часов, 

при которой уровень воды убывал бы в чаше с постоянной скоростью. 

Задача решается с помощью выведенного выше уравнения (2.44), ко-

торое мы только перепишем в виде 

 

( )
dt

dx

gks

xS

x

2

−= .    (2.45) 



 165

Именно, учитывая, что чашу можно рассматривать как поверхность 

вращения, в соответствии с обозначениями на рисунке 2.15 из уравнения 

(2.45) получаем, что 

 a

g

ksr

x

2

2π−= ,     (2.46) 

где 

dt

dx

va
x
==  – проекция скорости свободной поверхности жидкости на 

ось x , которая по условию задачи есть величина постоянная. Возведя обе 

части уравнения (2.46) в квадрат, приходим к уравнению 

 
2

crx = ,     (2.47) 

где ( )2222

2 sgkac π= . Последнее означает, что форма поверхности водя-

ных часов получается вращением кривой (2.47) вокруг оси x . 

 

Задание 35. 

Стакан с тяжелой жидкостью, вращающейся вокруг вертикальной 

оси. Определить, какую форму примет свободная поверхность. 

Задание 36. 

Определить время, за которое вытечет вся вода из наполненного во-

дой цилиндрического бака через круглое отверстие в его дне диаметром 5 

см. Диаметр основания бака 2 м, высота 3 м. 

Задание 37. 

Определить время, в течение которого вся вода, заполняющая полу-

сферическую чашу диметра 2 м, вытечет через круглое отверстие димет-

ром 15 см в дне чаши. 

 

Молекулярная физика и термодинамика 

 

Закон охлаждения Ньютона 
 

В конце 17 века известный британский ученый Исаак Ньютон изучал 

охлаждение тел. Эксперименты показали, что скорость охлаждения при-

мерно пропорциональна разнице температур между нагретым телом и ок-



 166

ружающей средой. Этот факт можно записать в виде дифференциального 

уравнения: 

)( TTS

dt

dQ

sred
−= λ ,     (2.48) 

где dQ  – количество теплоты, S  – площадь поверхности тела, через кото-

рую передается тепло, T  – температура тела, 
sred

T  – температура окру-

жающей среды, λ  – коэффициент теплопередачи, зависящий от геометрии 

тела, состояния поверхности, режима теплопередачи и других факторов.  

С другой стороны  

CdTdQ = ,     (2.49) 

где C  – теплоемкость тела. Подставляя dQ  из (2.49) в (2.48) получим диф-

ференциальное уравнение для скорости изменения температуры 

)( TTS

dt

dT

C
sred

−= λ .    (2.50) 

Разделив обе части уравнения (2.50) на C  и обозначив k

S =
C

λ
, получим  

)( TTk

dt

dT

sred
−= .    (2.51) 

Закон охлаждения Ньютона служит одним из видов граничных усло-

вий (синоним — «условия третьего рода»), которые ставятся в задачах те-

плопроводности. 

Данный закон описывает ситуацию только на границе тела, внутри 

же его температура определяется температуропроводностью тела. Тепло-

вой поток внутри тела определяется по закону Фурье, что позволяет найти 

распределение, решив уравнение теплопроводности. 

Большой вклад в экспериментальную проверку закона охлаждения 

Ньютона внес русский физик Г.В. Рихман. В современной трактовке закон 

охлаждения Ньютона-Рихмана утверждает, что поверхностная плотность 
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потока тепла q  от нагретого тела пропорциональна разности температур 

поверхности тела 
tela

T  и окружающей среды 
sred

T . Его записывают в форме 

)(
sredtela

TTq −= β ,  

где коэффициент пропорциональности β  называют коэффициентом теп-

лообмена. 

Уравнение (2.50) решаем методом разделения переменных  

kdt

TT

dT

sred

=
−

,      (2.51) 

∫∫ +=
− 0

Ckdt

TT

dT

sred

,      (2.52) 

0
)ln( CktTT

sred
+=−− ,     (2.53) 

)exp(
0

CktTT
sred

−−=− ,     (2.54) 

0
Ckt

sred
eeTT
−− ⋅−= ,     (2.55) 

где 
0

C  – постоянная интегрирования. Введем новую постоянную 
0

1

C

eC
−= , 

тогда уравнение (2.55) примет вид  

kt

sred
eCTT
−−=

1
.       (2.60) 

Учитывая, что в начальный момент времени 0
0
== tt  температура 

тела 
0

TT = , то из уравнения (2.60) имеем 
0

10
eCTT

sred
−= , откуда 

01
TTC

sred
−= . Подставляя это значение постоянной в уравнение (10) полу-

чим закон изменения температуры тела со временем: 

kt

sredsred
eTTTT
−−−= )(

0
.     (2.61) 

 

Задание 2.38. 

Построить по формуле (2.55) график зависимости температуры от 

времени )(tTT =  при различных значениях 6/1=k  и 2/1=k . Считать, 

что значения начальной температуры тела KT 283
0
=  и температуры среды 

KT
sred

305=  не меняются. 
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Задание 2.39. 

Тело с начальной температурой 
0

T  помещено в комнату с температу-

рой 
0

sred
T  и начинает охлаждаться в соответствии с законом Ньютона с по-

стоянной величиной k . При этом температура комнаты медленно растет 

по линейному закону 

tTT
sredsred

α+= 0

,     (2.62) 

где α  – известный параметр. Определить момент времени τ , когда темпе-

ратуры тела и окружающей среды сравняются. 

Указание. Полученное линейное дифференциальное уравнение ре-

шить с помощью интегрирующего множителя ( ) kt

ekdtt == ∫exp)(ω . 

 

Задание 2.40. [3] 

Тело, температура которого C
o

25 , погружается в термостат (его 

температура поддерживается при C
o

0 ). За какое время тело охладится до 

C
o

10 , если за 20 минут оно охлаждается до C
o

20  ?  

 

Задание 2.41. [3] 

Тело, температура которого C
o

30 , за 30 минут пребывания в термо-

стате, температура которого C
o

0 , охладилось до C
o

5,22 . Какова будет 

температура тела через 3 часа после начала опыта? 

Задание 2.42. [3] 

Для области между двумя концентрическими сферами радиусами 

ar =  и br = , ba <  задано дифференциальное уравнение изменения тем-

пературы в зависимости от расстояния до центра сферы )(rTT =   

0
2

2

=+
dr

dT

k

dr

Td

r  

с постоянными граничными условиями 
a

TaT =)(  и 
b

TbT =)( . Коэффици-

ент k  характеризует тепловые свойства вещества области между сферами.  
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Решить дифференциальное уравнение с заданными граничными условия-

ми. Построить и сравнить графики зависимости )(rTT =  для 2=k  и 3=k  

при KT
a

283=  и KT
b

300= . 

 

Хорошей демонстрацией применения законов теплообмена является 

следующая задача из книги [2]: Чей кофе более горячий?  

Анатолий и Владимир заказали в кафе кофе и сливки. Когда им од-

новременно подали по чашке одинаково горячего кофе и сливки, они по-

ступили следующим образом. Анатолий добавил в кофе немного сливок, 

накрыл чашку бумажной салфеткой и вышел позвонить по телефону. Вла-

димир сразу же накрыл чашку бумажной салфеткой, а добавил то же коли-

чество сливок только через 10 мин, когда вернулся Анатолий, и они начали 

пить кофе вместе. Кто же пил более горячий кофе? 

Задачу будем решать с учетом естественных предположений, кото-

рые отражают физическое содержание происходящих процессов и заклю-

чаются в следующем. Считаем, что теплообмен через поверхность стола и 

салфетки намного меньше теплообмена через боковые стенки чашек; тем-

пература пара в чашке над поверхностью жидкости равна температуре 

жидкости. 

Выведем сначала соотношение, показывающее, как с течением вре-

мени изменялась температура кофе в чашке Владимира до смешивания 

кофе со сливками. 

В соответствии с принятыми допущениями на основе ранее указан-

ного закона физики количество теплоты, полученное воздухом от чашки 

Владимира, определяется соотношением 

 sdt

l

T

dQ

θη −= , (2.63) 

где T  – температура кофе в момент времени t , θ  – температура воздуха в 

кафе, η  – теплопроводность материала чашки, l  – толщина стенок чашки, 
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s  – площадь боковой поверхности стенок чашки. С другой стороны, коли-

чество теплоты, отданное кофе, находим из равенства 

 cmdTdQ = ,    (2.64) 

где c  – удельная теплоемкость кофе, m  – масса кофе в чашке. Рассматри-

вая теперь вместе уравнения (2.63) и (2.64), приходим к уравнению 

cmdTsdt

l

T −=−θη , 

Которое после разделения переменных можно переписать в виде 

 dt

lcm

s

T

dT η
θ

−=
−

. (2.65) 

Обозначая начальную температуру кофе через 
0

T  и интегрируя диф-

ференциальное уравнение (2.65), находим, что 

 ( ) t

lcm

s

eTT

η

θθ
−

−+=
0

. (2.66) 

Формула (2.66) и есть аналитическое описание закона, по которому 

изменялась температура кофе в чашке Владимира до смешивания кофе со 

сливками. 

Посмотрим теперь, какой будет закон изменения температуры кофе по-

сле того, как Владимир добавил в чашку сливки. Для этого воспользуемся 

уравнением теплового баланса, которое в нашем случае запишется в виде 

 ( ) ( )
111

TmcTcm
ВВ
−=− θθ , (2.67) 

где 
В
θ  – температура смеси в момент времени t , 

1
T  – температура сливок, 

1
c  

– удельная теплоемкость сливок, 
1

m  – масса сливок, добавленная в кофе. 

Из уравнения (2.67) находим, что 

 T

mccm

cm

T

mccm

mc

Â

11

1

11

11

+
+

+
=θ .   (2.68) 

Принимая во внимание равенство (2.66), формулу (2.68) можно пе-

реписать в виде 
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( ) 






 −+
+

+
+

=
− t

lcm

s

В
eT

mccm

cm

T

mccm

mc
η

θθθ
0

11

1

11

11

.  (2.69) 

Равенство (2.69) и задает закон изменения температуры кофе после 

добавления в чашку Владимира сливок. 

Для вывода закона изменения температуры кофе в чашке Анатолия 

снова воспользуемся уравнением теплового баланса, которое в данном 

случае принимает вид 

 ( ) ( )
101100

TmcTcm −=− θθ ,    (2.70) 

где 
0
θ  – температура смеси. Из равенства (2.70) получаем, что 

0

11

1

11

11

0
T

mccm

cm

T

mccm

mc

+
+

+
=θ . 

А тогда, воспользовавшись уравнением (2.66), где роль начальной 

температуры играет уже 
0
θ , а произведение cm  заменяется суммой 

11
mccm + , окончательно получаем, что закон изменения температуры 

A
θ  

кофе в чашке Анатолия аналитически задается формулой 

 
( )tmccml

s

A
eT

mccm

cm

T

mccm

mc
11

0

11

1

11

11 +
−

⋅






 −
+

+
+

+=
η

θθθ .  (2.71) 

Таким образом, для ответа на поставленный в задаче вопрос остается 

лишь обратиться к формулам (2.69) и (2.71) и провести численные расче-

ты, имея в виду, что ( )КкгДж109,3
3

1
⋅⋅≈c , ( )КкгДж101,4

3 ⋅⋅≈с , 

( )КмВ6,0 ⋅=η , и полагая для определенности кг102
2

1

−⋅=m , 

кг108
2−⋅=m , C20

1

o=T , C20
o=θ , C80

0

o=T , 
23

м1011
−⋅=s , 

м102
3−⋅=l . Вычисления показывают, что более горячий кофе пил Анато-

лий. Предлагается этот проверить. 

Задача о стационарном тепловом потоке [2]. 

О стационарном тепловом потоке говорят в том случае, когда темпе-

ратура тела в каждой точке со временем не меняется. 
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При решении задач, физическое содержание которых связано с влия-

нием тепловых потоков, существенную роль играют так называемые изо-

термические поверхности. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.16. Рис. 2.17. 

 

Для пояснения рассмотрим, например, теплопроводную трубу 

(рис. 2.16) диаметром 20 см, сделанную из однородного материала и за-

щищенную покрытием из магнезии толщиной 10 см. Предположим, что 

температура трубы равна 160°С, а внешнее покрытие имеет температуру, 

равную 30°С. Тогда интуитивно ясно, что существует поверхность, сече-

ние которой на рисунке 2.17 показано пунктиром, в каждой точке которой 

температура будет одной и той же, например, равной 95°С. Пунктирная 

кривая на рисунке 2.17 называется изотермической кривой, соответствую-

щая же ей поверхность называется изотермической поверхностью.  

В общем случае изотермические кривые могут иметь самый разно-

образный вид, что, в частности, связано с нестационарностью теплового 

потока и неоднородностью материала. В рассматриваемом случае изотер-

мическими кривыми (поверхностями) будут концентрические окружности 

(цилиндры). 

Выведем закон распределения температуры внутри покрытия и най-

дем количество теплоты, выделенное трубой на участке длиной 1 м в тече-

ние суток, если коэффициент теплопроводности 
4

107,1
−⋅=k . 
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Для этого воспользуемся законом теплопроводности Фурье, согласно 

которому количество теплоты, излучаемое в единицу времени телом, на-

ходящимся в неизменном тепловом состоянии, температура T  которого в 

каждой точке есть функция только одной координаты x , находится по 

формуле 

 const)( =−=
dx

dT

xkFQ ,   (2.72) 

где )(xF  – площадь сечения, перпендикулярного направлению распро-

странения тепла, k  – коэффициент теплопроводности. 

Из условий задачи следует, что в рассматриваемом слу-

чае xlxF π2)( = , где l  – длина трубы, см, x  – радиус основания цилинд-

рической поверхности, расположенной внутри внешнего цилиндра. Тогда 

на основании формулы (2.72) приходим к равенствам 

 ∫∫ ⋅
−=

20

10

30

160 200017,0 x

dx

l

Q

dT

π
,    (2.73)

 ∫∫ ⋅
−=

xT

d

l

Q

d

10160 200017,0 ξ
ξ

π
τ .    (2.74) 

Интегрируя соотношения (2.73) и (2.74), получаем, что 

2lg

1,0lg

2ln

1,0ln

130

160 xxT ==−
. 

Отсюда xT lg8,4318,591 −= . 

Последней формулой и задается закон распределения температуры 

внутри покрытия. Как видим, длина трубы здесь никакой роли не играет. 

Чтобы ответить на второй вопрос, обратимся к уравнению (2.73). То-

гда при см100=l  получаем, что 

69315,0

00017,0130200

2ln

100200017,0130 ⋅⋅=⋅⋅⋅= ππ
Q , 



 174

а поэтому количество теплоты, выделенное в течение суток, равно 

Дж726852606024 =⋅⋅ Q . Предлагается оценить это количество теплоты, 

исходя из других соображений. 

 

Задание 2.43.  

Найдите общее решение уравнения закона охлаждения Ньютона и 

постройте графики зависимости температуры от времени при 02,0=k  и 

CT
o

рез
64=  (температура пастеризации молока) для различных значений 

постоянной интегрирования, которые выбрать самостоятельно. 

 

Задание 2.44. 

Для нагрева металлической кружки с молоком при температуре 

CT
o

25
0
=  на электрической плите была установлена температура 

CT
o

рез
250= . Молоко закипело через 12 минут. Определить значение по-

стоянной k  в законе охлаждения (нагревания) Ньютона и выписать закон 

изменения температуры молока с течением времени. 

 

Задание 2.45. 

Определить время, в течение которого необходимо пастеризовать 

молоко в кружке на электрической плите, если начальная температура 

CT
o

25
0
= , а конечная CT

o

рез
250= .  (Замечание. При решении использо-

вать значение постоянной k , полученное в задании 2.44) 

 

Закон охлаждения Ньютона можно записать в более общем виде [ ] , 

считая температуру зависящей от времени )(tTT
резрез

= : 

].)([ TtTk

dt

dT

рез
−=  

Задание 2.46. 

Деревянный дом находится высоко в горах, где температура в течение 

летних суток может меняться от CT
o

день
25+=  до CT

o

ночь
5+=  по закону 

) sin(105)( ttT
рез

π+= . 
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Найти закон, по которому будет изменяться температура внутри до-

ма, если он не отапливается. Построить графики зависимости температуры 

от времени. 

 

Задание 2.47. 

Зимой в доме из-за аварии на газопроводе произошло отключение 

отопительной системы. Температура воздуха вне дома (на улице) умень-

шалась равномерно от C
o

10+  в 18
0
=t  часов вечера до C

o

3−  к 6
1
=t  ча-

сам утра. Температура внутри дома в момент аварии была CT
o

23
0

+= .  

Найти закон изменения температуры внутри дома от 18 часов вечера 

до 6 часов утра, если снаружи температура изменялась по закону 

100
  ),(

2

3

8)( ttttttT
рез

≤≤−−= . Определить температуру внутри дома в 6 

часов утра. Считать коэффициент k  в законе охлаждения Ньютона равным 

1/6. (Указание. При решении дифференциального уравнения используйте 

метод вариации произвольной постоянной). 

 

Задание 2.48. 

Летним вечером хозяйка для гостей приготовила большую кастрюлю 

горячего борща. Однако гости задержались в дороге. Они позвонили хо-

зяйке и пообещали приехать на следующий день. Для сохранения борща 

хозяйке необходимо поместить борщ в холодильник, чтобы накормить 

гостей на следующий день. Борщ слишком горяч, чтобы быть установлен-

ным в холодильник. Его температура была вблизи температуры кипения 

воды. А в холодильник можно ставить большую кастрюлю с борщом толь-

ко если температура будет порядка 20°С. Поэтому хозяйка для охлаждения 

борща поместила его в раковину с холодной водой, температура которой 

была примерно на одном уровне по 5°С. Хозяйка, помешивая борщ, довела 

его температуру до 60°С в течение десяти минут. Вопрос: как долго еще 
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должна хозяйка помешивать борщ, чтобы он был готов для установки в 

холодильник? 

 

Задание 2.49. 

Предположим, что вы сделали чашку чая с кипятком в комнате, где 

температура составляет 23°С. Пусть через )(tT  обозначена температура 

чая (в градусах Цельсия) в некоторый момент времени t  (в минутах).  

a) Написать дифференциальное уравнение, выражающее закон ох-

лаждения Ньютона в данной конкретной ситуации. Каким дифференци-

альным уравнением оно является?  

b) Каковы начальные условия в данной задаче?  

c) Сделайте в полученном ДУ замену 23)()( −= tTtu . Каким на-

чальным условиям будет удовлетворять новая функция )(tu ? Какое будет 

решение в этом случае?  

d) Предположим, что чай остывает со скоростью на 2°C в минуту, 

начиная с температуры в 70°C. Напишите формулу, определяющую закон 

изменения температуры чая )(tT . 

e) Какая будет температура чая через полчаса?  

f) Через какой промежуток времени чай остынет до 37°С? 

 

Задание 2.50. 

Предположим, что температура чашки с кофе подчиняется закону ох-

лаждения Ньютона. Когда кофе налили в чашку, его температура была 93°С, 

через минуту он остыл до 88°С. Определить время, в течение которого кофе 

достигнет температуры 66°С, если температура воздуха в комнате 22°С. 
 

 

Задание 2.51. 

Предположим, что в один из зимних дней в 13 часов дня произошло 

аварийное отключение электричества в вашем доме. А ваш дом отаплива-

ется только электрическими тепловыми батареями. В момент отключения 

электричества температура в доме была 20°С. К десяти часам вечера тем-

пература в доме снизилась до 14°С и вы заметили, что на улице (за окном) 
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температура стала –12°С. Считая, что температура )(tT  в вашем доме под-

чиняется закону охлаждения Ньютона, написать дифференциальное урав-

нение для )(tT  и затем решить задачу Коши для него. Оцените температу-

ру в вашем доме на следующее утро в 7 часов, если батареи не будут 

включены. 
 

Задание 2.52.  

Из холодильника достали курицу при температуре 4°С, поместили её 

в духовку печи и выдержали там при постоянной температуре 180°С. Через 

10 минут температура курицы стала 21°С. Курица считается приготовлен-

ной, когда ее температура достигнет 83°С. Как долго нужно держать кури-

цу в духовке до полного приготовления? 
 

 

Задание 2.56. 

Скорость уменьшения концентрации лекарственного вещества в ор-

ганизме пропорциональна концентрации вещества в данный момент. Оп-

ределить зависимость концентрации данного вещества в крови от времени 

C(t), если в начальный момент времени она была равна  С0 мг/л, а через t1 

часов уменьшилась  N  раз. Значения параметров С0, t и N заданы. 
 

 

Задание 2.57. 

Найти закон изменения давления с высотой, который выражался диф-

ференциальным уравнением первого порядка. (Распределение Больцмана). 
 

 

 

 

Влияние высоты над уровнем моря на давление воздуха в тропосфере 

 

 

Зона авиации – это тропосфера (рис. 2.18). Современные атмосфер-

ные летательные аппараты могут летать и в нижних слоях стратосферы. 

Например, практический потолок МИГ-25РБ – 23000 м. Именно физиче-

ские свойства воздуха тропосферы определяют каким будет полет, на-

сколько будет эффективна система управления самолета, как будет влиять 

на него турбулентность в атмосфере, как будут работать двигатели. 
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Для тропосферы (то есть области линейного убывания температуры 

— это единственное свойство тропосферы, используемое здесь) темпера-

тура T  на высоте h  над уровнем моря может быть задана формулой: 

LhTT −=
0

, 

где температуры 
0

,TT  задаются в Кельвинах, 
0

T  – температура воздуха у 

поверхности Земли. (Обычно принимают 5,6=L K/м) 

Для вычисления плотности воздуха на определенной высоте в тропо-

сфере могут использоваться следующие параметры (в параметрах атмо-

сферы указано значение для стандартной атмосферы): 

• атмосферное давление на уровне моря — 
0

p =101325 Па; 

• температура на уровне моря — 
0

T =288,15 K; 

• плотность воздуха – 
0
ρ =1,225 кг/м³; 

• ускорение свободного падения над поверхностью Земли — g = 

9,80665 м⁄с2  (вблизи поверхности Земли считается независимой от высоты 

величиной); 

• скорость падения температуры с высотой, в пределах тропосферы — 

L = 0,0065 K/м; 

• универсальная газовая постоянная — R = 8,31447 Дж⁄(Моль•K). 

Давление на высоте h : 

RL

gM

T

Lh

pp 







−=

0

0
1 . Тогда плотность может быть 

вычислена подстановкой соответствующих данной высоте h температуры 

T и давления P в формулу: 

RT

pM=ρ . 
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Рис. 2.18. Атмосфера Земли 
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Электричество и магнетизм 

 

При подключении источника тока к последовательно соединенным 

конденсатору (емкости), индуктивности и активному сопротивлению спра-

ведлив дифференциальный закон протекания тока в данной цепи (см. рис. 

2.19) имеет вид 

)(tU

C

q

iR

dt

di

L =++ .    (2.75) 

В уравнении (2.75) L  – индуктивность (измеряется в Генри Гн), R  – ак-

тивное сопротивление, измеряется в Омах (Ом), i  – сила тока в цепи, из-

меряется в Амперах (А), )(tU  – напряжение на источнике тока, измеряется 

в Вольтах (В), q  – электрический заряд на обкладке конденсатора, измеря-

ется в Кулонах, (Кл), C  – электроемкость, измеряется в Фарадах (Ф). 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.19. Модель LRC – цепи  (колебательного контура) 

 

Задание 2.58. 

Источник постоянного тока (аккумуляторная батарея), ЭДС которого 

равна 12 вольт, подключен последовательно к цепи, в которой находится 

индуктивность (катушка индуктивности) в 0,5 Гн (Генри) и активное со-

противление в 10 Ом. Определить изменение тока в цепи с течением вре-

мени, если в начальный момент времени он был равен нулю. 

 

Задание 2.59. 

Электрическая цепь состоит из параллельно соединенных конденса-

тора и активного сопротивления. В начальный момент времени 0
0
=t  на-
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пряжение на обкладках конденсатора равно 
0

U . Найти зависимость силы 

тока, проходящего через сопротивление, от времени.  

Указание. Учесть, что сила тока 

dt

dq

i −=  и напряжение на парал-

лельно соединенных конденсаторе и активном сопротивлении одинаково, 

то есть 

C

q

iR = . 

Провести численный расчет для следующих значений величин: 

пФC  50= , кОм2,2=R ,  В12
0
=U . Определить силу тока через 0,015 мс. 

 

Задание 2.60. 

 

Электрическая цепь состоит из последовательно соединенных кон-

денсатора и активного сопротивления. Эту цепь подключили к источнику 

переменного напряжения tUtU ωcos)(
0

= , где амплитуда BU 220
0
=  и 

частота Гц50=ω . Какова сила тока, проходящего через резистор (актив-

ное сопротивление), если пФC 50=   и кОм2,2=R ? Построить график 

зависимости силы тока от времени. 

Указание. В уравнении (2.75) принять L=0. Представить переменное 

напряжение в экспоненциальной комплексной форме и найти частное ре-

шение дифференциального уравнения в экспоненциальной форме. 

 

Электрические сигналы, вход и выход 

 

В инженерных науках, таких, как электроника и схемотехника, рас-

сматривают прохождение сигналов по электрическим цепям. При этом 

удобным является представление электрических схем и сигналов в виде 

некоторого устройства, имеющего вход, выход, обратную связь и воздей-

ствие (см. рис. 2.20). 



 182

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.20. Модель устройства электрической цепи в виде блок-схемы 

 

Математической моделью такого устройства, в простейшем случае при 

отсутствии обратной связи, является дифференциальное уравнение вида 

)(xbay

dx

dy =+ ,  

где a  – некоторая постоянная величина. 

Для этого ДУ можно принять, что левая часть представляет собой 

некоторую физическую систему и то, что происходит в ней, а правая – 

внешнее влияние на систему. Мы назовем левую часть входным сигналом 

или просто вход. В общем случае, входной сигнал является функцией пе-

ременной x . Заметим, что правая часть не зависит от y . Система реагиру-

ет на входной сигнал и дает функцию )(xy , которую будем называть вы-

ходным сигналом или откликом системы. 

Решение ОДУ означает нахождение неизвестной функции )(xy  или 

в новых терминах – определение реакции системы на входной сигнал 

)(xb . Важно понимать, что система и вход – это не математические тер-

мины. Они удобны с точки зрения физического смысла при описании раз-

личных частей указанного ДУ. Что представляют собой входные и выход-

ные сигналы является вопросом интерпретации физической обстановки, а 

не свойством самого уравнения. Поясним это на примерах, из которых бу-

дет видно понятия системы, входа и выхода. 

Блок-схемы являются полезным инструментом, который часто ис-

пользуют инженеры для представления систем. На рис. 2.21 представлена 
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простая блок-схема, которая показывает вход сигнала в систему и получе-

ние в результате действия системы (прямоугольник) выходного сигнала. 

 

 

 

 

 

Рис. 2.21. Простая блок-схема, состоящая из входного 

сигнала, системы и выходного сигнала 
 

Представленная блок-схема усложняется, если мы будем учитывать 

начальные условия. Такой пример с начальным условием приведен на рис. 

2.22. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.22. Блок-схема показывает входной сигнал 

)(xb , начальное условие )0(y , входящее в систему 

и выходной сигнал )(xy . 

 

Покажем теперь использование некоторых блок-схемовых диаграмм 

для ДУ, получающихся в курсе электромагнетизма. Более точно – рас-

смотрим прохождение электрического сигнала (тока) через систему (элек-

трическую схему), состоящую из конденсатора (емкости) C , активного со-

противления R  и индуктивности L . 

Пусть для простоты у нас имеется электрическую цепь, состоящая из 

источника электрического тока, активного сопротивления R  и конденса-

тора C  (рис. 2.23). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.23. RC  цепь. ε  – электродвижущая сила источника тока. 
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Величину электрического тока обозначают буквой I  и говорят про-

сто – сила тока. Сила тока может быть постоянной величиной или изме-

няться со временем. Говорят, что положительное направление в цепи вы-

брано, если ток протекает по часовой стрелке (на рис. 2.23 – вправо), тогда 

значение силы тока считается положительным. Если ток течет против хода 

часовой стрелки, то сила тока имеет отрицательное значение.  

В соответствии с законом Кирхгофа по напряжению, общее измене-

ние напряжения в электрической цепи равно сумме напряжений на каждом 

из участков этой цепи, например, для RC цепи:  

)()()( tUtUtU
CR

+= .     (2.76) 

При этом напряжение на каждом участке определяется через силу 

тока, протекающего через участок цепи, по формулам: 

– для постоянного по величине активного сопротивления: RtIU
R

)(= , 

– для переменного тока и постоянной по величине емкости конденсато-

ра: 

C

C

X

tI

dt

dU 1

)(= , здесь CCX
C

πνω 2==  – ёмкостное сопротивление, ν  

– частота переменного тока. 

Дифференцируя по времени t  обе части равенства (2.76), получим 

дифференциальное уравнение первого порядка для )(tI : 

dt

tdU

X

tI

dt

tdI

R

C

)(1

)(

)( =+ .      (2.77) 

С точки зрения блоковой диаграммы для RC цепи (рис. 2.23) мы счи-

таем напряжение )(tU  входным сигналом (вход), выходным сигналом – 

силу тока )(tI , а ток в начальный момент времени )0(I  – воздействием. 

 

 

 

 

Рис. 2.24. Блоковая диаграмма для RC цепи  
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Если на входе напряжение изменяется по гармоническому закону 

ε = )sin()( tatU ω= , то из (2.77) получим дифференциальное уравнение  

) cos(

1

)(

)(

ta

X

tI

dt

tdI

R

C

ωω=+ .   (2.78) 

ДУ (2.78) можно решить с помощью комплексных чисел, а именно 

представив напряжения и токи в тригонометрической форме. Для ком-

плексных чисел )exp()sin()cos( tietit
ti ωωω ω ==+ , здесь i  – мнимая еди-

ница, то есть 1
2 −=i . Тогда для RC-цепи имеем 

ti

eU

C

q

IR
ω

0
=+ , откуда 

после дифференцирования получаем дифференциальное уравнение для 

электрического тока  

ti

C

e

R

iU

RX

tI

dt

tdI ωω
0

1

)(

)( =+ .    (2.79) 

Будем искать частный интеграл ДУ (2.79) в виде  

ti

частн
AetI

ω=)( , 

где A – некоторая постоянная. Подставляя его в уравнение (2.79), найдем 

вид этой постоянной: 

11

1
00

+
=

+
⋅=

RCi

CUi

RC

i
R

Ui

A

ω
ω

ω

ω
. 

Тогда в комплексной форме 
ti

частн
e

RCi

CUi

tI
ω

ω
ω

1

)(
0

+
= . Отделяя дейст-

вительную часть, получим 

)]sin()cos([
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Это формула описывающая изменение тока в RC цепи. 
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Задание 2.61. 

Определить закон изменения силы тока )(tI  в RC цепи с перемен-

ным гармоническим источником электрического тока, решив дифференци-

альное уравнение (2.78) в действительной области. 

 

Задание 2.62. 

Определить закон изменения силы тока )(tI  в RC цепи с перемен-

ным постоянным источником электрического тока 
0

)( UtU = , решив диф-

ференциальное уравнение (2.78), если в начальный момент времени сила 

тока в цепи равна )0(
0

II = . Постройте приблизительный график зависи-

мости )(tI . 

Если в электрическую схему добавить индуктивность L (катушку с 

проводом), то мы получим LCR-цепь (рис. 2.25) (см. аналог рис. 2.19).  

 

 

 

 

 

Рис. 2.25. LCR-цепь 

 

В этой цепи добавится еще напряжение на участке с индуктивностью 

dt

dI

LU
L
= . Если напряжение на конденсаторе представить в виде 

∫= dttI

X

U

C

C
)(

1

, то для LCR-цепи по закону Кирхгофа имеем уравнение 

)()()( tUtUUtU
CRL

++=      (2.80) 

или  

∫++= dttI

X

IR

dt

dI

LtU

C

)(

1

)(      (2.81) 
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Если продифференцировать обе части уравнения (2.81), то получим 

ДУ второго порядка 

)(

1)()()(

2

2

tI

X

R

dt

tdI

dt

tId

L

dt

tdU

C

++= .   (2.82) 

Нахождение решения уравнения (2.82) зависит от вида функции )(tU . 

Из уравнения (2.80) при 0=C  получим ДУ первого порядка, описы-

вающее LR-цепь: 

IR

dt

dI

LtU +=)( .     (2.83) 

Таким образом, для RC  и LR электрических цепей мы имеем дифференци-

альные уравнения первого порядка, а для LCR-цепи – ДУ второго порядка. 

 

Задание 2.63. 

Изобразите блоковые диаграммы для CL, LCR и LR электрических 

цепей. 

 

Атомная физика 

 

Все тела состоят из атомов. Некоторые атомы неустойчивы и поэто-

му они могут распадаться на другие атомы. Такие неустойчивые атомы на-

зывают радиоактивными. Все радиоактивные атомы распадаются. После 

распада атомы становятся стабильными и уже не радиоактивны.  

Для того чтобы понять процесс распада, начнем с описания атома. 

Атомы состоят из трех субатомных частиц – протонов, нейтронов и элек-

тронов. Протоны и нейтроны как бы упакованы вместе в ядре, находяще-

гося в центре атома. Все атомные ядра можно разделить на две группы – 

стабильные и радиоактивные (нестабильные). Электроны движутся вокруг 

ядра. Число протонов в ядре определяет, атом какого химического элемен-

та мы имеем. Например, в атоме кислорода ядро содержит 8 протонов, а в 

атоме хлора ядро содержит 17 протонов. Это записывают в виде формулы 

O
16

8
, Cl

17
. 
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Как правило, все атомы одного и того же химического элемента 

имеют одинаковое число протонов. Однако существуют атомы одного и 

того же химического элемента, которые имеют различное число нейтро-

нов. Атомы одного и того же химического элемента с разным количеством 

нейтронов называются изотопами. Например, все атомы углерода имеют 

по 6 протонов в ядре. Тем не менее, в то время как большинство атомов 

углерода имеют 6 нейтронов, у некоторых из них может быть 7 или 8 ней-

тронов. Название изотопа такое же, как и у элемента, но с добавкой – по-

следующей суммы нейтронов и протонов в изотопных ядрах. Так атом уг-

лерода с 6 протонов и 6 нейтронами в ядре именуется Углерод-12. Атом 

углерода с 6 протонами и 8 нейтронами называется Углерод-14. 

Под радиоактивным распадом понимается процесс, при котором яд-

ро атома может превратиться в другое ядро с испусканием частицы. На-

пример, ядро 
137

Cs может превратиться в ядро атома бария 
137

Ba с излуче-

нием частицы – электрона 

−+→ eBaCs
137137

.  

Такой процесс превращения ядер с излучением электрона называется 

бета-распадом. 

При распаде атомов скорость изменения массы радиоактивного изо-

топа пропорциональна представленной массе. Если обозначить через )(tm  

массу радиоактивного изотопа в некоторый момент времени t , будем 

иметь линейное дифференциальное уравнение первого порядка 

.0  , >−= γγm
dt

dm

 

Эта формула выражает закон радиоактивного распада. 

Закон радиоактивного распада – это физический закон, описываю-

щий зависимость интенсивности радиоактивного распада от времени и ко-

личества радиоактивных атомов в образце. Его можно сформулировать 

также следующим образом: число распадов атомов 
A

dN , произошедшее за 
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интервал времени dt , прямо пропорционально числу атомов 
A

N  в образце 

и записать в виде дифференциального уравнения 

,
AA

A

N

dt

dN γ−=       (2.84) 

где 
A
γ  – некоторая постоянная, называемая постоянной распада. Она ха-

рактеризует вероятность радиоактивного распада за единицу времени и 

имеет размерность с−1

. Знак минус в уравнении (2.84) указывает на убыль 

числа радиоактивных ядер со временем. 

 

Задание 2.64. 

Найти решение уравнения (2.84) с начальными условиями (задача 

Коши): 
0

N  – количество атомов в начальный момент времени 0
0
=t . По-

строить график зависимости )(tNN
AA

= . 

Найти время, за которое количество атомов уменьшается вдвое (это 

время называется периодом полураспада). 

 

Задание 2.65. 

 

Скорость распада радия прямо пропорциональна наличной его массе. 

Определить, какой процент массы 
0

m  радия распадется через 200 лет, если 

известно, что период полураспада радия (период времени, по истечении 

которого распадается половина наличной массы) равен 1590 лет. 

 

Двойной радиоактивный распад 

 

Когда радиоактивное ядро распадается, оно превращается в новое 

ядро, которое само по себе может также быть радиоактивными. Например, 

224

Ra распадается на 220

Rn с испусканием альфа-частицы, а в свою очередь, 

ядра 
220

Rn будут распадаться с испусканием второй альфа-частицы и пре-

вращением в ядра полония 
216

Po. 
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Предположим, что у нас имеется некоторое количество ядер некото-

рого изотопа А, который распадается с постоянной распада γ для создания 

ядер B. Пусть распад ядер B с постоянной распада γ приводит к образова-

нию ядер C. Пусть начальное число ядер изотопа A равно N0 а первона-

чальное число ядер B равно нулю. Задача состоит в том, чтобы найти закон 

зависимости от времени числа ядер B. 

С одной стороны, из-за радиоактивного распада ядер А с течением 

времени количество ядер B возрастает, с другой – уменьшается от радио-

активного распада ядер B. Поэтому можно записать, что скорость радиоак-

тивного распада ядер B будет пропорциональной разности между количе-

ством распадающихся ядер А и количеством распадающихся ядер B. Ма-

тематически это выражается формулой 

.
BBAA

B

NN

dt

dN γγ −=     (2.85) 

Учитывая решение уравнения (2.84) ,
0

t

A

A

eNN
γ−=  уравнение (2.85) 

можно записать в виде 

.
0

t

ABB

B A

eNN

dt

dN γγγ −=+    (2.86) 

Уравнение (2.86) имеет дополнительную функцию 
t

A

eN
γ−

0
, где по-

стоянная 
0

N  находится из начальных условий. Задача состоит в нахожде-

нии зависимости 
B

N  от времени .t  Необходимо самостоятельно решить 

эту задачу. (Подсказка: считать вид зависимости от времени экспоненци-

альным.) 

     Ответ: ,)(
0 t

AB

At

B

AB

e

N

CetN
γγ

γγ
γ −−

−
+=  где C  – произвольная постоянная. 

Задание 2.66.  

Для задания 2.64 найти значение произвольной постоянной C , учи-

тывая, что в начальный момент времени 0=t  число 0=
B

N . Записать с 
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учетом этого зависимость 
B

N  от времени t  и построить график этой зави-

симости. 

 

Оптика 

 

Задание 2.67.  

Количество света, поглощаемое слоем воды, пропорционально ко-

личеству падающего на него света. Слой воды толщиной 3 м поглощает 

половину первоначального количества света. Определить, какая часть пер-

воначального количества света дойдет до глубины 60 м? 

 

Задание 2.68.  

 

Стекло определенного сорта толщиной в один метр поглощает n% 

света, проходящего через него. Какой толщины надо взять стекло, чтобы 

оно поглощало только 1% проходящего света? 

Указание. Использовать закон поглощения света слоем воды. (см. за-

дачу 2.67.) 

 

Задание 2.69.  

 

Известно, что слой воды толщиной в 10 метров поглощает 40% днев-

ного света, падающего на ее поверхность. Определить на какой глубине 

дневной солнечный свет будет равен лунному, яркость которого составля-

ет 
5

10

3

1 −
 яркости света на поверхности воды? 

 

Задание 2.70.  

 

Скорость увеличения площади молодого  листа  растения,  имеюще-

го форму круга,  пропорциональна радиусу листа и количеству солнечного 
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света,  падающего на него. Количество солнечного света пропорционально 

площади  листа  и  косинусу угла между направлением лучей и вертикалью 

к листу.  Найти  зависимость  между  площадью листа S и временем t. 

 

Задание 2.71.  

 

Растение увеличивает свою массу благодаря процессу фотосинтеза. 

Считая, что количество образующейся массы ∆m пропорционально интен-

сивности светового потока I, изменению времени ∆t и начальной массе m0, 

определить закон изменения массы растения с течением времени. 
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Общие методические рекомендации по изучению курса 

 

Программа курса «Дифференциальные уравнения» предусматривает 

три вида самостоятельной работы:  

– изучение теоретического материала по разделам дисциплины с 

использованием рекомендованной литературы; 

– выполнение заданий в аудитории и дома; 
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– подготовку к экзамену. 

Основные принципы изучения курса:  

1. Студент изучает теоретический материал курса, используя кон-

спект лекций и при необходимости список рекомендуемой литературы. 

Для лучшего усвоения курса составляется совместно с преподавателем ка-

лендарный график изучения курса на семестр, которого необходимо при-

держиваться.  

2. Освоение теоретического курса сопровождается выполнением 

студентами заданий на практических (семинарских) занятиях, для которых 

в рамках настоящей дисциплины задания подобраны по каждой теме. Для 

каждой темы практического занятия приведены контрольные вопросы, по 

которым проводится опрос и обсуждение заданной темы.  

3. В ходе освоения теоретического материала на каждом занятии 

проводится входной контроль виде тестового опроса, что позволяет оце-

нить степень усвоения теоретического материала студентами.   

Семестр завершается экзаменом по дисциплине.  

Для получения допуска к экзамену студенты должны освоить мате-

риал лекционного курса и дополнительные теоретические темы дисципли-

ны, предназначенные для самостоятельного изучения. Выполнить на по-

ложительную оценку промежуточные контрольные мероприятия, преду-

смотренные учебно-методическим комплексом для каждого направления 

обучения.  

Студенты, получившие допуск к экзамену, готовятся к нему, ис-

пользуя список контрольных вопросов, и сдают экзамен по экзаменацион-

ным билетам. Самостоятельно изучаемые вопросы курса также включают-

ся в экзаменационные билеты. 
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Рекомендации по работе с литературой
∗
 

 

Содержание книги можно понять и усвоить, если будет уяснена схе-

ма ее построения и выделены узловые идеи. Для этого рекомендуется про-

вести анализ текста, следует все изображать на бумаге в текстовой форме, 

выписывая главные положения или в форме графической схемы, на кото-

рой наиболее наглядно представить всю картину логических связей. Ус-

воению основных положений книги содействует система подчеркиваний и 

выделений (карандашом) в тексте книги, а также нумерация отдельных ут-

верждений. 

При чтении книги могут встречаться малопонятные слова, термины, 

которые используются в различных контекстах неоднозначно, не всегда 

ясны различного рода сокращения. Поэтому, желательно приучить себя к 

обязательному уточнению всех тех терминов и понятий, по поводу кото-

рых возникают хоть какие-либо сомнения. Весьма важно для этого всегда 

иметь необходимые справочники и словари или ресурсы сети Интернет.  

Во время чтения книги, как правило, следует вести записи. Это не-

пременное условие. Не случайно всегда говорится о необходимости чтения 

«с карандашом в руке». Ведение записей способствует лучшему усвоению 

прочитанного, дает возможность сохранить нужные материалы в удобном 

для использования виде, помогает закрепить их в памяти, позволяет сокра-

тить время на поиск при повторном обращении к книге.  

Рациональными записями можно считать записи, удовлетворяющие 

некоторым требованиям к их ведению и правильно выбранной их форме. 

Нужно взять за правило вести записи при чтении любой специальной 

литературы. Ведение записей — обязательный элемент работы над кни-

гой, неотделимый от процесса чтения. Следует вырабатывать в себе уме-

ние читать и вести записи при любых условиях. При этом важно быть дис-

                                                 

∗
 Kyзнeцoв И.Н. Методика работы с текстовой информацией URL: www.elitarium.ru  -

Элитариум: Центр дистанционного образования. 
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циплинированным в отношении немедленной и обязательной записи ори-

гинальных мыслей, появляющихся в процессе чтения. Помните о том, что 

они являются результатом ассоциаций, которые в других условиях не воз-

никнут.  

Записи должны быть по возможности наиболее полными и лако-

ничными, в результате этого вы потратите гораздо меньше времени на по-

вторение, чем повторное обращение к книге. Прежде всего, нужно стре-

миться к краткому изложению и к использованию всякого рода сокраще-

ний.  

Важными требованиями являются наглядность и обозримость запи-

сей и такое их расположение, которое бы помогало уяснить логические 

связи и иерархию понятий. Сделать это возможно с помощью системы за-

головков, подзаголовков и ключевых слов, а также путем расчленения тек-

ста за счет абзацных отступов, подчеркиваний, нумерации отдельных по-

нятий.  

К общим моментам техники записей относится вопрос о форме. Вы-

бор здесь идет между так называемой «книжной» формой (использованием 

материалов в сброшюрованном виде) и «карточной» формой.  

Практическая рекомендация — вести записи только на одной сторо-

не листа. При этом ускоряется их поиск и систематизация, становится воз-

можным производить любые вставки в текст, использовать записи при ра-

боте над собственными текстами (докладами, рукописями научно-

литературных произведений).  

Наиболее часто практикуемым видом записей является конспект, то 

есть краткое изложение прочитанного текста. В буквальном смысле слово 

«конспект» означает «обзор». Поэтому и составлять его надо как обзор, 

содержащий основные мысли произведения, без подробностей и второсте-

пенных деталей. Слишком подробный конспект — уже не конспект. По 

своей структуре он чаще всего соответствует плану книги. Помимо обыч-

ного текстового конспекта, в ряде случаев целесообразно использовать та-
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кой конспект, где все записи вносятся в заранее подготовленные таблицы 

(формализованный конспект). Это удобно при конспектировании материа-

лов, когда перечень характеристик описываемых предметов или явлений 

более или менее постоянен.  

Разновидностью формализованного конспекта является запись, со-

ставленная в форме ответов на заранее подготовленные вопросы, обеспе-

чивающие исчерпывающие характеристики однотипных предметов или 

явлений. Конспект этого типа удобен, когда предполагается сопоставление 

тех или иных характеристик.  

Еще одна форма конспекта — графическая. Суть ее в том, что эле-

менты конспектируемой работы располагаются в таком виде, при котором 

видна иерархия понятий и взаимосвязь между ними. На первой горизонта-

ли находится формулировка темы, на второй показано, какие основные по-

ложения в нее входят. Эти положения имеют свои подразделения и т. д. По 

каждой работе может быть не один, а несколько графических конспектов, 

отображающих книгу в целом и отдельные ее части. Считается, что веде-

ние графического конспекта – это наиболее совершенный способ изобра-

жения внутренней структуры книги. При этом процесс составления графи-

ческого конспекта книги помогает усвоению ее содержания. 

Рекомендуем также составлять словарь терминов и понятий. Он от-

носится к группе записей, связанных с необходимостью аналитической пе-

реработки текста. Следует составить для себя такой словарь и дать точное 

толкование всем специальным терминам и понятиям. 
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