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À.Ä. Óøõî, Â.Á. Òëÿ÷åâ, Ä.Ñ. Óøõî

Àäûãåéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ìàéêîï

Ðàññìîòðåí êëàññ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè, èìåþ-
ùèõ ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, äâà èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåãðóáûìè ôîêóñàìè,
à äâà äðóãèõ � ñåäëàìè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå ñèñòåìû íå èìåþò ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ.

1 Ââåäåíèå
Ïåðèîä àêòèâíîãî èçó÷åíèÿ âîïðîñà î ïðåäåëüíûõ öèêëàõ è ñåïàðàòðèñàõ êâàäðàòè÷íûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïðèõîäèòñÿ íà 70-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Îäíàêî áûëè îòäåëüíûå
ïóáëèêàöèè ïî ýòîé òåìàòèêå è ðàíåå. Íàïðèìåð, â ðàáîòå êàçàíñêîãî ìàòåìàòèêà Ì.È. Àëüìó-
õàìåäîâà [1] ðåøàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ãëàäêîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Â ðàáîòå [2] ãîðüêîâñêèé
(íèæåãîðîäñêèé) ìàòåìàòèê Í.Í. Áàóòèí óêàçàë äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷è-
âîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ñèñòåìû íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé





dx

dt
= y,

dy

dt
= −x+ αy + βxy + γy2 + δx2.

Àâòîðàìè ðàáîòû [3] ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dx
=
P (x, y)
Q(x, y)

,

ãäå P è Q � ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè, èìååò íå áîëåå òð¸õ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ýòà îöåí-
êà ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ îêàçàëàñü îøèáî÷íîé. Êèòàéñêèìè ìàòåìàòèêàìè áûëà ïîñòðîåíà
êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ ÷åòûðå ïðåäåëüíûõ öèêëà [4]. Â [5] áûë èññëåäîâàí âîïðîñ î
âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû.

Àâòîðû ñòàòüè [6] ïðèâåëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ïðåäåëüíî-
ãî öèêëà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

du

dx
=
−x+ ax2 + (bx+ c)u+ du2

u(u+ 1)
. (1)

Ïîçæå Ã.Ñ. Ðû÷êîâûì â ðàáîòå [7] áûëî äîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò íå áîëåå îäíîãî
ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Îäíèì èç ïåðâûõ ðàññìîòðåë çàäà÷ó î êîíñòðóèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
èìåþùåãî ñâîèìè ïðåäåëüíûìè öèêëàìè çàäàííûå êðèâûå, Ì.È. Àëüìóõàìåäîâ [8]. Â 1970 ãîäó
áåëîðóññêèì ìàòåìàòèêîì À.È. ßáëîíñêèì áûëà âïåðâûå ïîñòðîåíà êâàäðàòè÷íàÿ äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ ïðåäåëüíûé öèêë â âèäå àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà [9]. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû â [10] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Â çàìåòêå [11] äëÿ ñèñòåìû âèäà




dx

dt
= −my + y2,

dy

dt
= ax+ by + cx2 + dxy + cy2
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íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà è ïðåäåëüíîãî öèêëà,
êîòîðûå îäíîâðåìåííî îêðóæàþò îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Èíòåðåñíà â ýòîì îòíîøåíèè ðàáîòà [12], â êîòîðîé ïîñòðîåíî âñå ìíîæåñòâî êâàäðàòè÷íûõ
ñèñòåì, èç òðàåêòîðèé êîòîðûõ ñîñòîèò óëèòêà Ïàñêàëÿ. Ïðè ýòîì äîêàçàíî, ÷òî òàêèå ñèñòåìû
àëãåáðàè÷åñêè èíòåãðèðóåìû, òî åñòü íå èìåþò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Áîëüøîé âêëàä â ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè êâàä-
ðàòè÷íûõ ñèñòåì âíåñëè Ë.À. ×åðêàñ è åãî ó÷åíèêè. Ýòîìó ïîñâÿùåíà åãî îáçîðíàÿ ñòàòüÿ [13], à
òàêæå áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû [14�16]. Â [16] ñòðîÿòñÿ êâàäðàòè÷íûå ñèñòåìû ñ ÷åòûðüìÿ ïðåäåëü-
íûìè öèêëàìè, ïðè÷åì òðè èç íèõ îêðóæàþò îäèí ôîêóñ, à ÷åòâåðòûé � âòîðîé ôîêóñ ñèñòåìû.
Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ó êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû íå ìîæåò áûòü ïðåäåëüíîãî öèêëà, îêðóæàþùåãî áî-
ëåå îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì àâòîð ññûëàåòñÿ íà ñòàòüþ [14]. Â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî óêàçàííûé ôàêò áûë äîêàçàí ðàíåå â ðàáîòå [5] è ìîæåò áûòü äîêàçàí ýëåìåíòàð-
íûìè ñðåäñòâàìè íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 4 èç òåîðåìû 6 ðàáîòû [17].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì, èìåþùèõ ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ, äâà èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåãðóáûìè ôîêóñàìè, à äâà äðóãèõ � ñåäëàìè. Äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî òàêèå ñèñòåìû íå èìåþò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 



dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y),

(2)

ãäå P (x, y) è Q(x, y) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íå íèæå ïåðâîãî ïîðÿäêà â îáëà-
ñòè G ⊂ R2.

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (2) ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
{
x = αx+ βy,
y = γx+ δy,

(3)

ãäå αδ − βγ = ∆ 6= 0.
Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ (3) ñèñòåìà (2) ïåðåõîäèò â ñèñòåìó âèäà





dx

dt
=

1
∆

[
δP (αx+ βy, γx+ δy)− βQ(αx+ βy, γx+ δy)

]
≡ P (x, y),

dy

dt
=

1
∆

[
− γP (αx+ βy, γx+ δy) + αQ(αx+ βy, γx+ δy)

]
≡ Q(x, y),

(4)

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (4) èìååò âèä
D(x, y) = P ′x(αx+ βy, γx+ δy) +Q′y(αx+ βy, γx+ δy).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 1. Åñëè ê ñèñòåìå (2) ïðèìåíèòü íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå (3), òî äèâåð-

ãåíöèÿ D(x, y) âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (2) ïåðåõîäèò â äèâåðãåíöèþ
D(x, y) = D(αx+ βy, γx+ δy).

Ëåììà 2. Ïóñòü Dn(x, y) = P ′nx(x, y) + Q′ny(x, y) 6≡ 0, è íà êðèâîé L : Dn(x, y) = 0
ñèñòåìà 




dx

dt
=

n∑
i+j=0

ai,jx
iyj ≡ Pn(x, y),

dy

dt
=

n∑
i+j=0

bi,jx
iyj ≡ Qn(x, y),

(5)

ãäå ai,j , bi,j ∈ R, (Pn, Qn) = 1, èìååò n2 − n ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà ïîñðåäñòâîì íåâû-
ðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3) ñèñòåìó (5) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèñòåìå âèäà





dx

dt
= (Ax+By + C)Pn−1(x, y) ≡ Pn(x, y),

dy

dt
= Qn(x, y),

(6)

Òðóäû ÔÎÐÀ, No 26, 2021 ã. c© 2021 Ôèçè÷åñêîå Îáùåñòâî ÐÀ



Îá îòñóòñòâèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû 15

ãäå Pn(x, y), Qn(x, y) � ìíîãî÷ëåíû n-îé ñòåïåíè, ïðè÷åì Pn−1(x, y) ≡ P̄ ′nx(x, y) + Q̄′ny(x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íà L ðàñïîëîæåíû n2−n ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, òî L � èçîêëèíà ýòîé
ñèñòåìû [17]. Ïóñòü ñèñòåìà (5) èíäóöèðóåò íà L íàïðàâëåíèå m, m ∈ R r {0}. Ó÷èòûâàÿ ýòîò
ôàêò, ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (5) ïðåîáðàçîâàíèå

{
x = x+ y,
y = my.

(7)

Ñîãëàñíî ëåììå 1 â ñèëó (7) äèâåðãåíöèÿ Dn(x, y) âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (5) ïðåîáðà-
çóåòñÿ â äèâåðãåíöèþ Dn(x, y) = Dn(x+ y,my) âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû





dx

dt
=

1
m

[
mPn(x+ y,my)−Qn(x+ y,my)

]
,

dy

dt
=

1
m
Qn(x+ y,my).

(8)

Ïî òåîðåìå 2.3 [18] ïðåîáðàçîâàíèå (7) ïåðåâîäèò êðèâóþ L â êðèâóþ L : Dn(x, y) �
èçîêëèíó áåñêîíå÷íîñòè ñèñòåìû (8).Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

1
m

[
mPn(x+ y,my)−Qn(x+ y,my)

]
≡ (Ax+By + C)Pn−1(x, y),

ãäå Pn−1(x, y) ≡ Dn(x, y). Ëåììà äîêàçàíà.

2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Î ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿ êâàäðà-
òè÷íîé ñèñòåìû
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñèñòåìà





dx

dt
=

2∑
i+j=0

ai,jx
iyj ≡ P2(x, y),

dy

dt
=

2∑
i+j=0

bi,jx
iyj ≡ Q2(x, y),

(9)

ãäå ai,j , bi,j ∈ R, (P2, Q2) = 1, èìååò ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, â òîì ÷èñëå äâà ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ âòîðîé ãðóïïû ïî òåðìèíîëîãèè [19] è äâà ñåäëà. Òîãäà ïîñðåäñòâîì íåâûðîæäåí-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (3) ñèñòåìó (9) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèñòåìå





dx

dt
= M1(x, y) ·N1(x, y) ≡ P 2(x, y),

dy

dt
= Q2(x, y),

(10)

ãäå N1(x, y) ≡ µ[P
′
2x(x, y) +Q

′
2y(x, y)], µ 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå À.Í. Áåðëèíñêîãî [20] ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñè-
ñòåìû (9) îáðàçóþò âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê A, B, C, D, äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ âòîðîé ãðóïïû, à äâå äðóãèå � ñåäëàìè. Äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî A è C � ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âòîðîé ãðóïïû, D è B � ñåäëà. Â ñèëó
ñëåäñòâèÿ 3 [17] ïðÿìûå AC è BD � èçîêëèíû ñèñòåìû (9).

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðÿìûõ AC è BD èíäóöèðîâàíî îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå. Â ñàìîì äåëå,
äîïóñêàÿ ïðîòèâíîå, ìû èìååì ïî òåîðåìå 2.6 [16] [18] â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è BD
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (9). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû èìåòü íà
ïðÿìîé íå áîëåå äâóõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ.
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Ïóñòü ñèñòåìà (9) èíäóöèðóåò íà ïðÿìûõ AC è BD íàïðàâëåíèå m1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
òî÷êè A è C � ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âòîðîé ãðóïïû, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïðèíàäëåæàò ïðÿìîé

l : a10 + b01 + (2a20 + b11)x+ (a11 + 2b02)y ≡ D2(x, y) = 0.

Ñîãëàñíî ëåììå 2 ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (7), ãäåm = m1, ñèñòåìà (9) ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå
(10), ãäå N1(x, y) ≡ µD2(x+ y,my), µ 6= 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñèñòåìà (9) èìååò äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âòîðîé ãðóïïû è äâà
ñåäëà. Òîãäà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âòîðîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè ôîêóñàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, âìåñòî ñèñòåìû (9) ðàññìîòðèì ñèñòåìó





dx

dt
= (A1x+B1y)(A2x+B2y + C2) ≡ P̃2(x, y),

dy

dt
= Q̃2(x, y),

(11)

ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êà O(0; 0) � ñåäëî ñèñòåìû (10).
Ïîêàæåì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿW1 èW2, ðàñïîëîæåííûå íà ïðÿìîé A2x+B2y+C2 =

0, ÿâëÿþòñÿ íåãðóáûìè ôîêóñàìè ñèñòåìû (11).
Êàê èçâåñòíî [17], [21] äëÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿW1 èW2 âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàçëè÷åíèÿ

öåíòðà è ôîêóñà. Î÷åâèäíî, íè çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, íè òðàåêòîðèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê ôîêóñó
ñèñòåìû (11) íå ìîãóò ïåðåñåêàòü èçîêëèíó áåñêîíå÷íîñòè A1x+B1y = 0. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì
ñèñòåìó 




dx

dτ
= A2x+B2y + C2,

dy

dτ
=

1
A1x+B1y

Q̃2(x, y),
(12)

ãäå dτ = (A1x+B1y)dt.
Ñîãëàñíî ìîíîãðàôèè [22] òðàåêòîðèè ñèñòåì (11) è (12) ñîâïàäàþò íà âñåé ôàçîâîé ïëîñ-

êîñòè, èñêëþ÷àÿ òî÷êè ïðÿìîé A1x+B1y = 0, îòëè÷àÿñü, ðàçâå ÷òî ïàðàìåòðèçàöèåé.

Ïóñòü L1 :

{
x = ϕ1(τ),
y = ψ1(τ)

� çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (12), ïðè÷åì T0 � ïåðèîä

ôóíêöèé ϕ1(τ) è ψ1(τ).
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T0∫

0

(A2x+B2y + C2)dτ = 0. (13)

Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî L1 � íåãðóáàÿ òðàåêòîðèÿ (12), èëè äðóãèìè ñëîâàìè ëþáàÿ çàìêíóòàÿ
òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (11), åñëè îíà èìååòñÿ, íåïðåìåííî ÿâëÿåòñÿ íåãðóáîé.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì òåîðåìó 4.3 [23]. Ïóñòü â îäíîñâÿçíîé èëè ìíîãî-
ñâÿçíîé îáëàñòè G ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2) îäíîçíà÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Åñëè ìîæíî
íàéòè ôóíêöèè α è β, ðåãóëÿðíûå â îáëàñòè G, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ αQ− βP = P ′x +Q′y è òàêèå, ÷òî âñþäó â
G ôóíêöèÿ α′x+β

′
y ≥ 0 (≤ 0), ïðè÷åì îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê è êðèâûõ,

ñðåäè êîòîðûõ íåò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, òî ñèñòåìà (2) íå èìååò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, ëèáî
èìååò òîëüêî ïðîñòûå èëè äâîéíûå öèêëû. Â ÷àñòíîñòè, â G ñèñòåìà (2) íå èìååò ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ òèïà "öåíòð". Îòìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (11) B1 6= 0, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà
íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ [24], [25].

Ïàðà ôóíêöèé α = 0, β =
−ν

A1x+B1y
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

αQ̃2 − βP̃2 = P̃ ′2x + Q̃′2y. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ γ ôèãóðèðóåò â ðàâåíñòâå

P̃ ′2x(x, y) + Q̃′2y(x, y) ≡ ν(A2x+B2y + C2), ν 6= 0.
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Òàê êàê α′x+β′y =
νB1

(A1x+B1y)2
> 0 (< 0) â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà νB1, òî ïî òåîðåìå

4.3 [23] ñèñòåìà ëèáî âîâñå íå èìååò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, ëèáî îíè ïðîñòûå èëè äâîéíûå, åñëè
åñòü. Òåì è äîêàçàíî, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âòîðîé ãðóïïû ñèñòåìû (11) ìîãóò áûòü òîëüêî
ôîêóñàìè. Òàêèå ôîêóñû íàçûâàþòñÿ íåãðóáûìè [26]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â îãðàíè-
÷åííîé ÷àñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè, â òîì ÷èñëå äâà íåãðóáûõ ôîêóñà è äâà ñåäëà, òî ýòà ñèñòåìà
àöèêëè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå 2 ñî ññûëêîé íà òåîðåìó 4.4 [23].

Ïîñòðîèì ñèñòåìó (9), èìåþùóþ äâà íåãðóáûõ ôîêóñà è äâà ñåäëà, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì íà÷àëî
êîîðäèíàò (0; 0) ñåäëîì. Â ñèëó òåîðåìû 1, íå ñóæàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó





dx̄

dt
= (A1x̄+B1ȳ)[a10 + b01 + (b11 + 2a20)(x̄+ ȳ)+

+(a11 + 2b02)m1ȳ] ≡ F2(x̄, ȳ),
dȳ

dt
= b̄10x̄+ b̄01ȳ + b̄20x̄

2 + b̄11x̄ȳ + b̄02ȳ
2 ≡ G2(x̄, ȳ),

(14)

ãäå m1 � íàïðàâëåíèå, èíäóöèðîâàííîå ñèñòåìîé (9) íà èçîêëèíå

P ′2x(x, y) +Q′2y(x, y) = 0.

Òàê êàê F ′2x̄(x̄, ȳ) +G
′
2ȳ(x̄, ȳ) = a10 + b01 + (2a20 + b11)x̄+ [b11 + 2a20 + (a11 + 2b02)m1]ȳ, òî

êîýôôèöèåíòû âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14) íàéäåì èç òîæäåñòâà

A1{a10 + b01 + (2a20 + b11)x̄+ Sȳ}+ (A1x̄+B1ȳ)(b11 + 2a20)+
+b̄01 + b̄11x̄+ 2b̄02ȳ ≡ µ {a10 + b01 + (b11 + 2a20)x̄+ Sȳ]} , µ 6= 0, (15)

çäåñü S = b11 + 2a20 + (a11 + 2b02)m1.
Â ðàâåíñòâå (15) ïîëîæèì A1 = B1 = µ = 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå





b̄01 = 0,
b̄11 = −(b11 + 2a20)

b̄02 = − (b11 + 2a20)
2

,

b̄10 = b̄10

b̄20 = b̄20

(16)

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

α = a10 + b01, β = b11 + 2a20, γ = a11 + 2b02, b̄10 = δ, b̄20 = ω

è ñ ó÷åòîì (16) ïåðåïèøåì ñèñòåìó (14) (óñëîâèìñÿ â êà÷åñòâå ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçîâàòü
x è y): 




dx

dt
= (x+ y)[α+ βx+ (β + γm1)y] ≡ F 2(x, y),

dy

dt
= δx+ ωx2 − βxy − β

2
y2 ≡ G2(x, y).

(17)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû èçîêëèíà íóëÿ G2(x, y) = 0 ñèñòåìû (17) áûëà ýëëèïñîì. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç óñëîâèé [27]

{
β > 0,

ω < −β
2

(18)
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{
β < 0,

ω > −β
2

(19)

Íåðàâåíñòâà δ < 0, α < 0 îáåñïå÷èâàþò íàëè÷èå ñåäëà â òî÷êå (0; 0).Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè ýòè óñëîâèÿ, à òàêæå óñëîâèå (18). Êðîìå ýòîãî, ïîëàãàåì γm1 > 0.

Çàìå÷àíèå 1. Êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ (3) íèêàê íå ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè
α, β, γ, δ â ñèñòåìå (17).

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (17) â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ ÷àñòÿõ ôàçîâîé
ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ïóàíêàðå [21]:

{
x = 1/z,
y = u/z.





du

dt
= ω − 2βu+ δz − (5

2β + γm1)u2 − αuz − (β + γm1)u3 − αu2z,

dz

dt
= −βz − (2β + γm1)uz − αz2 − (γm1 + β)u2z − αuz2.

(20)

Òàê êàê β+ γm1 6= 0, òî ñîãëàñíî ìîíîãðàôèè [21] âñå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (17),
ðàñïîëîæåííûå íà ýêâàòîðå ñôåðû Ïóàíêàðå, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

{
z = 0,
ω − 2βu− ( 5

2β + γm1)u2 − (β + γm1)u3 = 0. (21)

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (21) f(u). Òîãäà

f ′(u) = −2β − (5β + 2γm1)u− (3β + 3γm1)u2.

Äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà f ′(u) èìååò âèä H = (β − 2γm1)2. Ïîëîæèì β = 2γm1. Òî-
ãäà óðàâíåíèå f ′(u) = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü u = −2/3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(u)
óáûâàåò. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åäèíñòâåííûé êîðåíü u0 âòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû (21) ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (−∞;−1). Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà β = 2γm1 ïðèäàäèì
ñèñòåìå (17) âèä 




dx

dt
= (x+ y)(α+ βx+ 3

2βy),
dy

dt
= δx+ ωx2 − βxy − β

2 y
2.

(22)

Îòìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (u0; 0) ñèñòåìû (20) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-
âûì óçëîì. Ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òîM0

(
2α
β

;−2α
β

)
� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y = −x è α+βx+

3
2
βy = 0. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû òî÷êàM0 áûëà ðàñïîëîæåíà âíóòðè ýëëèïñà δx+ωx2−βxy−β

2
y2 = 0.

Òîãäà ïî íåîáõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: δ < −α (β + 2ω)
β

. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6. Åñëè ñèñòåìà (22) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

α < 0, β > 0, ω < −β
2
, δ <

−α (β + 2ω)
β

, (23)

òî îíà èìååò ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, â òîì ÷èñëå: A è C � íåãðóáûå ôîêóñû, B è O �
ñåäëà (ñì. ðèñ. 1)

Âû÷èñëåíèÿìè óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî êîîðäèíàòû ñëîæíûõ ôîêóñîâ A è C, ðàñïîëîæåí-
íûõ íà ïðÿìîé α+ βx+ 3

2βy = 0 çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè




x1 =
−2αβ − 9βδ + 3

√
4α2β2 + 4αβ2δ + 9β2δ2 + 8α2βω

2(9βω + 4β2)
,

y1 = −2
3

(α
β

+ x1

) (24)
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Ðèñ. 1. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ èçîêëèí ñèñòåìû (22).
Ïóíêòèðîì èçîáðàæåíà èçîêëèíà íóëÿ





x2 =
−2αβ − 9βδ − 3

√
4α2β2 + 4αβ2δ + 9β2δ2 + 8α2βω

2(9βω + 4β2)
,

y2 = −2
3

(α
β

+ x2

) (25)

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî, ÷òî (x1; y1) ((x2; y2)) � êîîðäèíàòû òî÷êè A(C).
Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò ñèñòåìû (22) â òî÷êó (xi; yi), i = 1, 2 :





dx

dt
= (xi + yi)βx+ 3

2 (xi + yi)βy + βx2 + 5
2βxy + 3

2βy
2 ≡ F̃2(x, y),

dy

dt
= (δ + 2ωxi − βyi)x− (xi + yi)βy + ωx2 − βxy − β

2 y
2 ≡ G̃2(x, y).

(26)

Òàê êàê (xi; yi), i = 1, 2 � ñëîæíûé ôîêóñ, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (ñì. ïîýòîìó âî-
ïðîñó òàêæå [19], [26])

β(xi + yi)
2 +

3
2

(xi + yi) (δ + 2ωxi − βyi) < 0, i = 1, 2. (27)

Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî x1 + y1 < 0, x2 + y2 > 0. Ïîýòîìó èç (27) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

β (x1 + y1) +
3
2

(δ + 2ωx1 − βy1) > 0, (28)

β (x2 + y2) +
3
2

(δ + 2ωx2 − βy2) < 0. (29)

Ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà ôîêóñà (0; 0) ñèñòåìû (26) èìååò âèä [26]:

α3 = −πβ[β (yi − 2xi)− 3 (δ + 2ωxi)]
2

24(xi + yi)µ3
, i = 1, 2, (30)

ãäå µ =
√
−(xi + yi)

2
β2 − 3

2
(xi + yi)β (δ + 2ωxi − βyi), i = 1, 2.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (27) µ > 0. Àáñöèññû òî÷êè C è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé l1 : βy −
(2β + 6ω)x− 3δ = 0 ñ îñüþ àáñöèññ ñîâïàäàþò ïðè

δ =
6α (β + 3ω)

(
−2β + 2

√
−3β2 − 18βω

)

36β2 + 162βω
= δ1.
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Íåðàâåíñòâî − (β + 2ω) <
δ1
α
< −2 (β + 2ω) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì òîãî, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìîé l1 ñ ïðÿìîé y = −x ëåæèò íà ïðÿìîé y = −x ìåæäó òî÷êàìè M0 è O, òî åñòü âûðàæåíèå
â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ôîðìóëå (30) îòëè÷íî îò íóëÿ.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà
Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

δ = δ1, (β + 2ω) <
δ1
α
< −2 (β + 2ω) , α < 0, β > 0, β + 2ω < 0.

Òîãäà òî÷êè O è B � ñåäëà, A(x1; y1)(C(x2; y2)) � íåãðóáûé íåóñòîé÷èâûé (óñòîé÷èâûé) ôîêóñ.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó





dx

dt
= F̃2(x, y)− ηG̃2 (x, y) ≡ H2 (x, y) ,

dy

dt
= ηF̃2(x, y) + G̃2 (x, y) ≡W2 (x, y) .

(31)

Ñèñòåìà (31) èìååò òå æå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ÷òî è ñèñòåìà (26). Ïðè ýòîì âåêòîð ïîëÿ
ñèñòåìû (31) ïîâåðíóò îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ïîëÿ ñèñòåìû (26) íà óãîë θ = arctg η [2], [21].

Âû÷èñëèì äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (31)

σ̃(x, y) = H ′2x(x, y) +W ′2y(x, y)

â òî÷êàõ (x1; y1), (x2; y2), îáîçíà÷èâ èõ ñîîòâåòñòâåííî σ̃1(0; 0), σ̃2(0; 0) :

σ̃1(0; 0) = η

[
3
2

(x1 + y1)− (δ + 2ωx1 − βy1),
]
. (32)

σ̃2(0; 0) = η

[
3
2

(x2 + y2)− (δ + 2ωx2 − βy2)
]
. (33)

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (28) è (29) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
(32) ((33)) îòðèöàòåëüíî (ïîëîæèòåëüíî). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì ïî ìîäóëþ
ïîëîæèòåëüíîì (îòðèöàòåëüíîì) η òî÷êà A ïðåâðàùàåòñÿ â ãðóáûé óñòîé÷èâûé (íåóñòîé÷èâûé)
ôîêóñ, à ôîêóñ C � â ãðóáûé íåóñòîé÷èâûé (óñòîé÷èâûé) ôîêóñ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñêîëü
óãîäíî ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì η ôîêóñû A è C ïðåâðàùàþòñÿ â ãðóáûå ôîêóñû ïðîòèâîïîëîæíîé
óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì èç òî÷êè A ïîÿâëÿåòñÿ îäèí íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, à èç òî÷êè
C � îäèí óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë [26].
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ON THE ABSENCE OF LIMIT CYCLES FOR QUADRATIC SYSTEM
A.D. Ushkho, V.B. Tlyachev, D.S. Ushkho

We consider a class of planar quadratic di�erential systems that have four equilibrium states, two
of which are weak focus and the other two are saddles. It is proved that such systems do not have
limit cycles.
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