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Показано, что при определенных условиях у квадратичной дифференциальной системы с 
двумя состояниями равновесия отсутствуют предельные циклы. Доказательство основано 
на использовании прямых изоклин и на аффинных преобразованиях переменных. 

 

В решении различных вопросов качественной теории дифференциальных уравнений замет-

ную роль играют изоклины. Так, например, широко известен «метод двух изоклин» (метод Н.П. Еру-

гина), который используется и в наши дни [1]. О том, что использование главных изоклин дает широ-

кие возможности качественного исследования автономных дифференциальных систем на плоскости 

особо подчеркивается в фундаментальной работе В.В. Немыцкого [2]. 

Среди изоклин системы 
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где ( , ), ( , )P x y Q x y  – аналитические функции в области 
2

RG ⊂ , определенную роль 

играют прямолинейные изоклины (кратко прямые изоклины). 

Справедливости ради следует отметить, что изучением вопросов, связанных с прямыми изо-

клинами квадратичных векторных полей, первыми занимались еще в 60-е годы прошлого столетия 

А.Н. Берлинский, Л.В. Шахова, Тун-Цзинь-чжу [3-5]. Впоследствии в течение почти трех десятилетий 

публикаций, посвященных прямым изоклинам полиномиальных векторных полей, не было в печати. 

Лишь в 1994 году появилась работа [6] В.М. Чересиза «Об изоклинах полиномиальных векторных 

полей», в которой дается оценка сверху числа прямых изоклин системы специального вида, проходя-

щих через состояние равновесия. Следствием этой работы является утверждение автора статьи [5] о 

том, что через каждое состояние равновесия квадратичной системы проходит хотя бы одна прямая 

изоклина. 

Сотрудниками физического факультета и факультета математики и компьютерных наук 

Адыгейского государственного университета в течение последних двух с лишним десятилетий выпол-

нен цикл работ, посвященных различным аспектам теории прямых изоклин плоских полиномиальных 

векторных полей (см., например, работы [7-12]). 

В данной работе доказывается отсутствие предельных циклов системы 
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где 1),(,,
22

=∈ QPRba
ijij

, при условии, что на прямой :l  

2 2
( , ) ( , ) 0

x y
P x y Q x y

′ ′+ =               (3)  
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эта система имеет два состояния равновесия. Доказательство основано на аффинных преобразованиях 

переменных yx, , в результате которых прямая (3) трансформируется в прямую в соответствии с ут-

верждением ниже доказанной леммы.  

Будем говорить, что на изоклине L системы (1) индуцировано направление m , если угло-

вой коэффициент касательных к фазовым траекториям этой системы в точках L , отличных от со-

стояний равновесия, равен m , то есть ≡








∈ Lyx
yxP
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),(
),(
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m ,   constm − . 

Обозначим дивергенцию векторного поля системы (1) 

),(,()),( yxQyxPyxD
yx
′+′= . 

Применим к системе (1) преобразование  

                 

,
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= + +
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                                                    (4) 

В результате система (1) примет вид 
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(5) 

 

Дивергенция векторного поля системы (5) имеет вид 

                 ( , ) ( , ).D x y D x y x yα β γ δ η ω= + + + +                                                    (6) 

Таким образом, имеет место 

Лемма. Если к системе (1) применить невырожденное преобразование (4), то дивергенция 

векторного поля этой системы переходит в дивергенцию (6) системы (5). 

 

Теорема 1. Пусть дивергенция векторного поля системы 
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где 1),(,, =∈
nnijij

QPRba , удовлетворяет условию 0),(),(),( ≡/′+′= yxQyxPyxD
nynxn

, и на 

кривой 0),(: =yxDL
n

эта система имеет nn −2

 состояний равновесия. Тогда посредством 

преобразования (4) система (7) может быть приведена к системе  
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где ( , ), ( , )
n

P x y Q x y  – многочлены степени ,n  ).,(),(),(
1

yxQyxPyxP
ynxnn
′+′≡−  

Доказательство. Так как на L  расположены nn −2

 состояний равновесия, то L  – изо-

клина системы (7) [12]. Пусть на L  индуцировано направление { } .0\Rm ∈  Посредством преобра-

зования  
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приведем систему (7) к системе 
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Согласно теореме 2.3 [9] преобразование (9) переводит кривую L  в изоклину бесконечно-

сти 0),(: =yxDL
n

 системы (10). По доказанной лемме  

),,(),( ymyxDyxD
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Теорема 2. Пусть система (2) имеет на прямой 0),(),(:
22

=′+′ yxQyxPl
yx

 два со-

стояния равновесия, но при этом не имеет инвариантной прямой. Тогда эта система не имеет изо-

лированных периодических решений. 

Доказательство. Согласно теореме 1 вместо системы (2) рассмотрим систему  
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где  0),(),(),(
22222

≠++≡′+′ µµ CyBxAyxQyxP
yx

. 

Пусть точки M  и N  – состояния равновесия системы (11), расположенные на изоклине 

бесконечности .0:
2222

=++ CyBxAl  Предположим, что индексы Пуанкаре состояний равнове-

сия M  и N  удовлетворяют равенству .1)()( =NJMJ  Тогда по теореме 36 [13] прямые 
2

l  и 

0:
1111

=++ CyBxAl  пересекаются в некоторой внутренней точке T отрезка [ ],, NM  а значит, 

выполняется неравенство 

                                       
1 2 2 1

0.A B A B− ≠                                                             (12) 

Совершим в системе (11) преобразование 
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которое не вырождено в силу (12). В результате получим систему 
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Согласно лемме дивергенция системы (14) имеет вид 
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Решениями функционального уравнения yyxPyxyxQyx νβα =− ),(),(),(),( 2
2

 являются функ-
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Здесь ( −= 0x прямая без контактов). 

Неравенство (16) получено в предположении, что 1)()( == NJMJ , то есть что точки 

M и N  – состояния равновесия второй группы. 

По теореме 4.4 [14] предельный цикл системы (11), если он существует, то грубый. С другой 

стороны, так как на цикле системы (14), если он есть, выражение (16) отлично от нуля, то цикл явля-

ется двукратным, то есть негрубым [14, с. 97]. Полученное противоречие доказывает отсутствие пре-

дельных циклов системы (11), окружающих состояния равновесия M и N . 

Если предположить, что 1)()( −== NJMJ ,то циклы, если есть у системы (14), то могут 

быть расположены разве что в одной из полуплоскостей 0>y  и 0<y . Но в этих полуплоскостях 

выражение (15) имеет постоянный знак, и по признаку Бендиксона [15] замкнутых траекторий систе-

ма не имеет. 

Далее рассмотрим случай 1)()( −=NJMJ . Относительно изоклины бесконечности сис-

темы (11) возможны предположения [9]: 1) 0),(
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Пусть имеет место случай 2), то есть система (11) имеет вид 
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С учетом того, что 
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++≡′+′  произведем в системе (17) преобразо-
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В результате система (17) приводится к системе  
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Так как векторное поле системы (19) симметрично относительно прямой 0=y , то состояние равно-

весия второй группы, расположенное на прямой 0=y , может быть только центром. Таким образом, 

система (11) в случае 2) не имеет предельных циклов. 

В случае 1а) систему (11) можно записать в виде  
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Преобразование (18), где ,,
22

BBAA ==  приводит систему (20) к системе  
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где −≠≠ ),(,,0
221

yxGCCB  многочлен второй степени. 

Посредством преобразования 
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система (21) приводится к системе 

       










≡+−+=

≡++−+=

),
~

,
~

()
~

,
~

(

~

)
~

(
~

~

),
~

,
~

()
~

,
~

(

~

))(
~

(
~

~

2221

2221

yxSyxGBCCyyA

dt

yd

yxHyxGBBACCyy

dt

xd

                      (23) 

где  −≠≠ )
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     Согласно доказанной нами лемме в результате преобразований (18) и (22) дивергенция векторного 

поля системы (20) принимает вид 
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В неравенстве (25) нами по умолчанию учтен тот факт, что прямая 0
~

21
=−+ CCy  явля-

ется прямой без контактов для траекторий системы (23). 

В силу неравенства (25) и на основании теоремы 4.4 [14] снова приходим к выводу о том, 

что система не имеет замкнутых траекторий. 

В случае 1б) рассуждаем так же, как при доказательстве справедливости теоремы при вы-

полнении условия 1)()( =NJMJ . Теорема доказана. 

Замечание 1. В статье [16] доказано отсутствие предельных циклов системы 
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при наличии у этой системы двух негрубых фокусов или негрубого фокуса и седла с равными по мо-

дулю характеристическими числами, или двух седел, каждое из которых имеет характеристические 

числа, равные по модулю. При этом доказательство основано на нелинейных преобразованиях фазо-

вых переменных. 

Таким образом, результаты, полученные нами для квадратичной системы общего вида (2), 

аналогичны выводам, сделанным авторами работы [16] . 

Замечание 2. В формулировке теоремы 2 требование отсутствия инвариантной прямой у 

системы (2) обусловлено тем, что ее наличие уже гарантирует отсутствие предельных циклов системы 

(2) в соответствии с результатами [17]. 
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ON ONE METHOD OF PROVING THE ABSENCE OF ISOLATED PERIODIC SOLU-
TIONS OF A QUADRATIC SYSTEM 
 

D.S. Ushkho  
 

It is shown that under certain conditions, a quadratic differential system with two equilibrium states 

has no limit cycles. The proof is based on the use of straight-line isoclines and on affine transformations of 

variables. 


