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Рассматривается поведение траекторий автономной квадратичной системы модели Сель-
кова в бесконечно удаленных частях фазовой плоскости. Показано, что система имеет в 
ограниченной части фазовой плоскости единственное состояние равновесия типа простой 
устойчивый узел или фокус, окруженный хотя бы одним устойчивым предельным циклом. 
На экваторе сферы Пуанкаре система имеет три состояния равновесия: топологическое 
седло, окрестность которого состоит из четырех гиперболических секторов, простой не-
устойчивый узел, сложное состояние равновесия, к которому примыкают два гиперболи-
ческих сектора при отсутствии эллиптических секторов. 

 

Как известно упрощенная математическая модель гликолиза Селькова [1-3] имеет вид 
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где ,x y  – безразмерные концентрации продукта и субстрата, параметры a  и b  это так называемые 

кинетические параметры.  
Модель (1) при положительных значениях параметров имеет предельный цикл, называемый 

гликолитическим циклом. Постоянная a  называется гексокиназой, она является активатором всего 

гликолитического цикла, а постоянная b  называемая фосфофруктокиназой отвечает за продолжение 
цикла. 

В ограниченной части фазовой плоскости система (1) имеет единственное состояние равнове-

сия 
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. Для установления типа этого состояния равновесия выполним необходимые вы-

числения: 
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Потребуем выполнения неравенства ( ) 0,a   то есть  2 2 2( ) 0.b a a b    Это нера-

венство преобразуем к виду: 
4 2 2(2 1) 0.b b a a a                                                                      (4) 

Неравенство (4) равносильно неравенству 
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Таким образом, при выполнении неравенств (5) и 
1
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a   в силу условий (2) и (3) состоя-

ние равновесия 
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 – простой неустойчивый узел или фокус [4]. 

Исследуем поведение траекторий системы (1) в бесконечно удаленных частях фазовой плос-
кости. С помощью преобразования Пуанкаре 1/ ,  /x z y u z   придадим системе (1) вид: 
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При 0z   система (6) имеет два состояния равновесия  1 2( 0), ( 1, 0)W u z W u z      

Другое преобразование Пуанкаре  / ,  1/x z y z   приводит систему (1) к системе: 
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Согласно монографии [4] система (7) используется лишь для исследования состояния равно-

весия 3( 0).W v z   

Из (6) видно, что 1W  – сложное состояние равновесия с отличной от нуля дивергенцией. Из-

менив масштаб времени по формуле d dt   , перепишем систему (6) в виде: 
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Следуя [4], применим к системе (8) преобразование ,  u z z u   и в результате получим: 
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Решением уравнения 2 ( , ) 0z Q u z   является ряд 3( )u bu    , с учетом которого 

получаем 

                                3
2 ( , ( ))P u u u                                      (9) 

Из (9) в силу теоремы 65 [4] следует, что 1W  – топологическое седло (состояние равновесия, 

достаточно малая окрестность которого состоит из четырех гиперболических секторов). В целях 

установления характера состояния равновесия 2W  преобразуем систему (6) по формулам 

1,  u u z z    и результат условимся записать в старых переменных: 
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где  2 2( , ), ( , )f u z g u z  – многочлены, не содержащие свободных и линейных членов. Из (10) следу-

ет, что 2W  – простой неустойчивый узел [4]. 

Поскольку в ограниченной части фазовой плоскости расположено единственное состояние 

равновесия 
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 – неустойчивый узел или фокус, а его индекс Пуанкаре, как известно, ра-

вен 1, то в силу [5] сумма индексов состояний равновесия, расположенных на экваторе сферы Пуан-

каре, равна нулю. Это означает, что индекс точки 3W  равен нулю. Согласно формуле Бендиксона [4] 
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2
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I


   где ( )e h  – число эллиптических (гиперболических) секторов в окрестности состояния 

равновесия. Из равенства 0 1
2

e h
   следует, что 2.h e   Покажем, что в окрестности точки 

3W  отсутствуют эллиптические секторы. 

Если бы существовал хотя бы один эллиптический сектор, примыкающий к точке 3W , то лю-

бая петля такого сектора пересекала бы изоклину бесконечности 4 ( , ) 0P v z   системы (7). Вместе с 

тем нетрудно видеть, что для указанной изоклины точка 3W  является изолированной. Таким образом, 

окрестность точки 3W  состоит из двух гиперболических секторов. Отсутствие в окрестности 3W  так-

же параболических секторов можно подтвердить методом Фроммера [6]. Непосредственной провер-
кой можно убедиться в том, что для траекторий системы (1) прямая 0y   является линией без кон-

такта, а именно, траектории пересекают эту прямую в направлении возраста-

ния y
0

0
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. Кроме того, траектории системы (1) пересекают положительную (отрица-

тельную) полуось оси ординат в направлении возрастания (убывания) ,x  так как 
0x

dx
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Из изложенного с учетом того, что прямая x b  – изоклина системы (1), которую пересека-

ют траектории под углом 
3

4

  , делаем вывод:  -сепаратрисы седла 1W  в достаточно малой его 

окрестности расположены в первом и четвертом квадрантах. -сепаратриса седла 1W , расположен-

ная в первом квадранте, не может пересекать положительную полуось Oy , следовательно, она имеет 

 -предельное множество – устойчивый предельный цикл. Впрочем, все траектории системы, иду-
щие из бесконечности, стремятся к устойчивому предельному циклу, окружающему неустойчивый 

узел или фокус 
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Тем самым доказана 

Теорема 1. Пусть выполняются условия: 
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   Тогда система (1) имеет в ограниченной части фазовой 
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плоскости единственное состояние равновесия 
2

,
b

A b
a b

 
  

 типа простой устойчивый узел или 

фокус, окруженный хотя бы одним устойчивым предельным циклом. На экваторе сферы Пуанкаре 

система имеет три состояния равновесия: 1( 0)W u z   – топологическое седло, окрестность 

которого состоит из четырех гиперболических секторов, 2 ( 1, 0)W u z    – простой неустойчи-

вый узел, 3 ( 0)W u z   – сложное состояние равновесия, к которому примыкают два гиперболиче-

ских сектора при отсутствии эллиптических секторов. 
 
Пример 1. Система  
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удовлетворяет условиям теоремы 1, следовательно, имеет единственное простое неустойчивое состо-
яние равновесия, расположенное в первом квадранте и окруженное хотя бы одним устойчивым пре-
дельным циклом. Фазовый портрет системы в круге Пуанкаре изображен на рис. 11 [7]. 
 

 
Рис. 1. Фазовый портрет системы (1) в условиях теоремы 1 
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ON SELF-OSCILLATIONS IN THE SEL'KOV KINETIC MODEL OF GLYCOLYSIS 

 
A.D. Ushkho, D.S. Degtyarev 

    
The behavior of trajectories of an autonomous quadratic system of the Sel’kov model in infinitely 

distant parts of the phase plane is considered. It is shown that the system has in a limited part of the phase 
plane a single equilibrium state of the type of a simple stable node or focus surrounded by at least one stable 
limit cycle. At the equator of the Poincare disk the system has three equilibrium states: a topological saddle 
whose neighborhood consists of four hyperbolic sectors, a simple unstable node, a complex equilibrium state 
to which two hyperbolic sectors adjoin in the absence of elliptical sectors. 

 


